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§I. MO' DAU 

Trong d~mg lvc hQC may va CCY diu cling nhu trong dl)ng ll}:C hQC c6ng trinh ta 
hay g~p cac phuang trinh vi phan dao d()ng d~ng: 

(t.t) 

Trong d6 h;(t) la ham tuan· hoan ciia t v6i chu ky 2::rt, Fi(t, Yk• Ykl yk) la ham giai tich 

ciia yk, yk, yk va tuan lJ,oan theo t v&i chu ky 2:rt, con s l3. m(lt tham s6 duang nho. Nhu 
[5] chung ta se gc;>i cac phuang trinh vi phan (1.1) la c:lc phuO'ng trinh dao dl)ng c6 siS 
h:~mg quan tinh phi tuyen. 

Trong [1] dii ban den vi~c tinh toan nghi~m tuan hoan ciia cac phuang trinh 
(1.1) bfing phuang phap trung binh. o· day chung ta se ap d1,mg phuang pMp tham s6 
be [2.6] tim nghi~m tuan hoan ciia cac pha"O'ng trlnh dao d¢ng (1.1) trong lruong hqp 
cOng huang. · 

§ 2.·NGHI$M TUAN iiOAN CUA MC)T H$ PHUO'NG TRiNH VI PHAN 

CO D~O HAM 0 V:ft PHAI 

Xet h~ phuang trinh vi 'pban c6 d9o ham a ve phai . . 
Xi= a;}X1 + ··· + a;nXn +f;(t) + Ef\(t, Xk, Xk, E), 0=1, .. , n) (2.1) 

Trong d6 aij la cac hang s6, J'i va F; la cac h<\m tuan ho[m lien t\IC ciia t v6i chu ky 

2:11. Han nfra Ia gia thiiH rang F; la ham giai tich ella Xj, ... , Xn, XJ, .. o, Xn, €. Con 6 Ia 
tham so duang nhO~ 

Khi ll = 0 Lir (2.1) ta c6 h~ phuang trinh suy bHfn: 

Xi= aux1 + ... + ainXn + fi<t) (i = 1, ... , n) 

ChUng ta se xet truong hqp c¢ng huang. Khi d6 phuang trinh d~c tnmg ciia h~ (2.2) 
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c6 nghi~m d~ng p = + ip (p la s6 nguyen ho(ic so khong). Be xac dinh ta gia thiE!t r~ng 
phuang trinh dij_c trll"D{! CO nghi~m p = 0 bQi luy y u:ng VOi k nh6m nghi~m, va CO S C~p 
nghi~m ao p = + ipj (j = 1. 2,~ ... , s) b¢i tuy y. I\Ioi nghi~m trong c~p +ipj ung v6i ki 
nhorn nghi~m. Theo [2.6] h~ phuang trinh vi phan tuyen tinh thuan nhat 

Xio = a;tXlo + ... + ainXno (i = L ... , n) (2.4) 

c6 rn (m = k + 2kt + ... + 2ks) nghi~m rieng tuan hoan elm ky 2% di)c l~p tuyen tinh 

(1_) <t), .... cpi<m\t). 
cpi . ~-. .. 

Trong truerng hgp nay h~ phuang trinh vi pMn tuy~n tinh lien hgp v&i J2.4) 

Yi = -a!jyl- ... - an.iYn (j = 1, .... n) 

cling. c6 m nghi~m rieng tuan hoan chu ky 2:rt: qr~l)(t), ... , qr~m)(t) 
J . J 

Bien kif.n can va dudE\ cho M phuang trinh <2.2) c6 nghi~m tuan hoan trong truerng 
hqp c¢ng hnong la cac ham f;(t) pMLi thoa man cac dieu ki~n sau [2,6] : 

2lt n (i) J L: r .. {t) '¥ ('}. (t)dt = o (i = 1. 2, ..• , m) 

0 ('}.:=:1 

(2.6) 

Khi d6' cac ngh1~m tuan hoim cua h~ phuang trinh (2.2) chua m hang s6 tuy y M~, ... , M!: 

Xio(t) = x~ (t) + M13 cp~l)(t)+ ... + M9 cp~m) (t) (i = 1, ... , m) (2.7) 
10 1 m 1 

Trong. d:6 x~(t) la cac nghi~m rieng tuan hoan cua M (2.2) 

Nhu the khi B = 0 h~ phuang trinh vi phan (2.1) c6 n~hi~m tuan hoan t:hu ky 2lt. 
Do cac nghi~m cua .h~ phuang trinh nay phv thu¢c lien tvc vao S nen xuat hi~n bai toan ·: 
v6i B nho h~ phuang trlnh (2.1) c6 nghi~m tuan hoan chu ky 2lt hay khong? Ve v5.n de 

· nay ta c6 d!nh ly sau : 

Dinh ly: Dteu ki?n ciin de cho h? phu·ang trlnh vi phdn (2.1) trong trui'Jng h(Jp c~ng 

hrrang co nghi?m tuiin hodn chu ky 2:rl: ld cdc hilng so M": (i = 1, ... , m) trong nghi~m tuan 
1 

hodn (2.7) ciiaM suy bii!n (2.2) phdi tMa miin M ph,rrang·tr!nh 

\ 2lt n 

P; <Mr .... , M!> = J 2; F ~J t, xko (t), ~ko (t), o) '!'~) (t) dt = o 
0 ('}.=1 

(i = 1, ... , m) 

1Y!oi nghUm dan ciia M (2.8) u·ng vai m(ii vd~cbi Jiu)t.nghi?m tuiin hodn etia M (2.t). 

(2.8) 

Chung minh: Nghi~m ci'ta h~ phucrng trinh (2.1) theo phuO'ng phap Cosi c6 th~ viet 
du6i d~ng: 

B) ds (i = 1, ... , n) (2.9) 

.. .,.,.• 13 

----. ___ --.:._::._-: 

'N 
'· A:; 



Trong d6: 

c; h:lng s6 tuy y, 

-;(a) h~ CCJ ban ca.C nghi~rn CUa phuang trinh tuyen tinh thuan nhat (2.4) VOi CaC 
1 

. --I j 
dieu ki~n dau xi (o) = lJ r 

Vi~c tien Mnh t:iep t\lc chung minh djnh ly nay hoan toan Luong tq: nhu vi~c tien h:lnh 
chung minh dtnh ly luang ung doi v&i h~ rna a ve phai kh6ng chua. d~o hil.m, (xem c:ic 
trang tir 116 den 122 trong tai li~u [2]). Iloi v&i h~ m()t Me tv do djnh if nay da dugc 
chirng minh trong [3]. Trong tnrerng hgp kh6ng c()ng huang d~ dang chirng minh r1ing 
h~ phuong trinh (2.1) c6 m¢t va chi m()t nghi~m tu~n hoan. 

Trong tinh toan th11c hanh ta tim nghi~m Xi du&i d:;mg- chu6i lily thira: 

co 

Xi= L si Xij (i = 1, ... ,n) 

j=O 
(2.10) 

4 
TM (2.10) vao (2.1) r6i so sanh cac.h~ t-lr cling b~c nhO E, ta nMn UUQ'C cac h$ phuong 
trinh dEl xac djn)l. Xi : 

Xio = ait Xto + ... + ain Xno + fi (t) 
.· 

Xil = au xu + ... + a;n Xnl + F; (t, Xk 0 , Xk 0 , o) (2.10 

§ 3. cAc C()NG HUONG DO'N VA SV ()N DtNH CUA CHUNG 

Bay gia ta tra l~i xet h~ phuang trinh dao d(lng (1.1} 

·~i + A;y; = hi(t) + EF; (t, Yk. Yk• .yk) (i = 1 •...• N) . (3.1) 

Chung ta se Slr dlJ.Ilg cac Ht qua da neu trong ffilJ.C 2 d~ xac djnh nghi~m tuan hoall Ctla 

phuang trinh (3.1). Trong ffi\IC nay ta gioi h~n xet tnr(rng hgp c(>ng huang dan, tire lit 

chi c6 m(>t tham so i\; xap xi bang blnh phtrang cua m(>t so tv nhien nao. d6; 

D~ xet cac tan so a Ian .. c~n tan so c()ng huang ta dua vao tham so be a : 

~golf ra ta di;it 

Ar. = Ar (1 - Ea) 

Ar = n2 

Khi d6 cac phuang trinh vi phan (3.1) c6 d~ng: 
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Yi + A;yi = h;(t) + E4l;(t; Jk, ~k •• Y!tl 

<l>i = F; + 6 ~ Arayr 
l 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 
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Gia su r§.ng khai triEln Phuarie cua ham hJ(t) la 
00 

h;(t) = 2 (hi,iCOSjl + HijSiD.it) (i = 1, ... , N) 
j=O 

(3.6) 

Trong trucmg hqp kh6ng c¢ng huang, de dang tinh duqc nghi~m dp xi b~c khOng: 

00 

Ylo =*-·· :2; . hijCOSjl + HijSinj_t 
- A ·2 j=O i- J 

Trong truong hqp cl)ng huang da~ nghi~m xap xi b~c khbng c6 d~ng: 

Trong d6: 

r . ~ rn 
Yio = 6. <Rcos nt+Ssm nt) + ..:::::. . 1\. 

l j=O .l 

{ 

1 khi i c/=r 

1 khi i ·= r, j =I= n 

0 khi i = r, j ....:.... n 

hijCOSjl + H;jsin.it 

A .2 
i-J 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

Cac tham so R, S trong (3.8) duqc xac dinh tir cite phu,ang trinh (2.8). Ct dA.y cac di~u 
ki~n (2.8) c6 d~ng : 

f <I>r cos ntdt = f <I>r sin ntdt = 0 (3.10) 

0 0 

Sau khi xac dinh duqc dp xi b~c khOng, ta tinh tH\p cil.c xap xi b~c m(lt, b~c hai ... theo 
cac phuang trinh (2.11). 

D~ nghien cfru SJF ~n d!nh cua nghi~m tulin hoan trong tnrong hgp c(mg huang 
dan, ta su dl;lng y cua ml)t phucrng phap trinh bay trong [7}. 

Ta xet M phuang trlnh vi pban tuy~n tinh cilp hai d~ng: 

n 

·~i + A;z; = 6 2 [uij (t)Zj + ViJ (t);j + Wij (t) ~·.i] 
j=l 

(i = l, .•. ,N) 

(3.11) 

Trong d6 A; la h1ing so thvc, Uij(l), Vij(t), Wij(l) la cac ham thvc lien fl,lC, tulin hoan 
theo t chu ky '2lt. Khai tri~n Phuarie cua ciic ham Uij(t), Vij(t), Wij(tl: 

00 

Uij(t) = iUjo + 2 2 (UijyCosYt + UijysinYt) 
Y=t 

00 

Vii(l) = Viio + 2 'Z: (vi.h·cosYt + VijySinYt) · · . r =::1 

00 

Wij(l) = Wijo + L: (WijyCOsYt + WijySinYt) 
Y=t .. 

lheo d1nh ly FlOke [ 4] h~ phuang trinh (3.11) c6 nghi~m d~ng : 

z;(t) = efl1y;(t) Ci = 1, ... , N) 

(3.12) 

(3.13) 

li 



Trong d6 Yi(t) la de ham tuan hoan elm ky 2!l't, p Ht so ml! di11-c trung. 

The (3.13) vao (3.11) ta suy ra h~ phuo:ng trinh sau: 

Yi + Aiyi = s<I>i (i = 1, ... , N) (3.14) 
N 

fl)i = 2: [uij(t) + PVii(l) + p
2

w; 1·(t) - 6J~p2 )y 1· + 
j=l . . 

N N i . .. 
2[Vij(l) +2pWij(t)-2pbjJYi + 2 Wij(t)yj 
l=l j=l 

~3.15) 

D~ xac d1nh nghi~m cua M pbuong trinh (3.14) ta sii dlJ.ng plnwng pMp tham s6 be. 
Trong tmang hgp kh6ng c¢ng huang Ai =!= n2 cac nghi~m gan dung b~c kh6ng cua h~ 
phuong trinb (3.14) deu tri~t ti~u. Trong truong hgp c¢ng bucmg dan 

A,. = n 2
, Ai =!= z2 (i =I= r; n, ·z = 1, 2, 3, ... ) (3.16) 

ta tim nghi~m dp xi b~c khOng ciia h~ (3.14) du6i d~~g: 

Yi = 6~(Rcosnt + Ssinnt) 

Chu y d~n (3.10) ta nhh dugc h~ phuong trinh bi~n d¢: 

(3.17) 

[ 2 2 2] (R) [ · \ 2 2 . Urro + Pvr ro + (p - n )Wrro- p S + Urr2n + PVrr2n + (p - n )Wrr2n- nVrr2n-

- 2nPWrr2n} ( -~) + n[vrro +2PWrro- 2p] ( _SR),.- (Urr2n + PVrr~n + (p
2
-n

2
)Wrr2n + 

DVrr2n + 2n{Jwrr2n] (~) = 0 . 

Tir dieu ki~n can d~ cho R va S kMng aiJng thai tri~t ti~u ta c6 : -

[urro + P''rro + (p
2

- n
2
)Wrro-P

2
]
2

- (urr2n + PVrr2n + (P
2

- n
2
)Wrr2u-nVrr2n -2npWrr2nJ2+ 

+ n
2
[ Vrro + 2P~rro- 2p ]

2 
- (Urr2n + PVrr2n + (p2 - n

2
)Wrr2n + n

2
Vrr2n + 2nPWrr2nJ2 = 0 

(3.18) 

Theo gia thiR cua chung ta cac h~ s6 Phuarie trong cac khai tri~n (3.12) va so mil di1lc 
tnrng p la cac hli.ng so nhO. Do d.6 tir (3.18) bo qua cac s6 h{lng nho b~c cao Ia n!1~:n 
dugc phuong trinh: 

2np = DVrro + V<urr2n - nVrr2n- n 2wrr2n)2 + (Urr2n+nvrr2n·-n2Wrr2n)2- (urro-n2Wrro)2 

Tir d6 suy ra cac dieu ki~n d:~ cho h~ phuang trinh vi phan tuyen tinh thuan nMt (0.11) 
Cln dinh ti~m c~n [ 4] I a : 

Vrro < 0 (3.19) 

Ngugc l~i neu m(lt trong cite dieu ki~n tren lily d:lu Ngrrqc l~i thi h$ se kMng 1'\n Cljnh. 
Doi voi h$ m()t b~c tv· do de dieu ki~n (3.19 I va (3.20) cUi duqr. trin h bay trong [ 8] 

§ 4. THi Dl) 

D~ lam vi d\1 minh h9a ta xet phuang trlnh dao d(lng 

; + Ay = s(A~y + gsy 3cosmt - ~;- + ey3 
+ e1y;2 

+ ezly) (1.1) 

Trong truong hgp ci)ng huang A ~ n2 nghi~m xdp xi b~c kh6ng c6 d~ng: 
Yo = Rcosnt + Ssinnt (4.2) 

-- ,, ' 
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Bien d¢ ci'Ht dao (1 ¢ng la 

Tu: cac dieu ki~n (3.10) ta suy ra plmang trlnh bien d¢: 

( 
2 3e+n

2
eJ-3n

2
e2 ~)(R) R { s·) J_62n ( R3

) 1 64n (R 3
- 3H.S

2
\ ~ ( 4_3) net+_ 4 · A S -np 1 _~ + 2 mgs_S3 +S mg3,S3_ 3Rzs)-O 

Tru6'c Mt ta xetJr:u:apg hqp e¢ng bui'mg phan dH~u boa b~c hai (m = 2n). Nhan phuang 

trinh (4.3) v6i (~) ta duqc: 

( n2ct, + 3e + n2e~ .- 3n2e2 A~) A 2 = ~ gsA2(S2-'-R2) (4.4) 

. (· S·) Nh:?.n plmang trinh (4.3) v6i -R la c6: 

2n~A2 = gsA
2
RS (4.5) 

Binh phuang cac phuang trinh (4.4) va (4.5) roi c¢ng l:;ti. 

Ngoai nghi~m A = 0, nghi~m v6i bien d¢ A =I= 0 dugc :iac djnh hOi cOng thu<:-: 

2 . 3e + n 2
e1 - 3n2

ez 2 + 
2 

, / 1 2 A 4 2r.!2 
n et = - 4 A - V 16 g3 -n 1-' 

(4.6) 

Tinh toan tuang t\r d6i vai trm'mg hqp c¢ng huang pban dieu boa b~c 
ta nh~n duqc ngoai nght~rn A= 0, cong !hire bien .d¢: 

bon (m = 4n) 

------
2 3e + n2

e1 - 3ne2 2 + v 1 2 A4 2~2 net=- A --g -11 
4 - 64 3 

(4.7) 

£>~ nghi~n CUU S\f Cln djnh Ctia nghi$m tuan hoan ta xet phuang trinh bien phan 

cua phuang trinh dao d¢ng (4.1): 
.. 2 2 '2 •. • ' • 2'' 
z+n2z=E[(n2et+3g3y0cosmt+ 3ey0 + e1y0+ 2e2YoYo)z+ (2etyoy"-~)z+e2y0 z] (4.8) 

Ap d\mg cae dieu ki~n C>n djnh (3.19) va (3.20) Ia di den kct ht~n: 

a) Nghi~m A = 0 Cln djnh khi ~ > 0, 

b) Nghi?m A=/= 0 duqc de d!nh bai eOng thu·c (4. 6) cling nhu (4.7) se ~n djnh 
khi ~ > 0 vai cae dieu ki~n sau: Neu trong cong thCrc nghi~m ta lily daa c(mg thi ttitht 

k., .._., a· h I' det <o 1 · ~ , th' h'' t 1~ d~ t · th' I~n on -!TI a -- , nguqe :;tl .neu trong eong ue ng I~m a ay au nr t _ 
dA 

det . 
dieu ki~n 6n dinh Ia -- > 0. 

dA 

§ 5. Kl~T LU!N 

Trong l<y thu~t ta hay gi,ip cac bid toan dao d<)ng kich c19ng tham s6 :vai so h~ng 
quan tinh phi tuyen. Ti·ong cong trinh nay da khao sat van de xae djnh nghi~m tuan 
hoan cua phtrang trinh dao d¢ng c6 so hsmg quan tinh phi tuyen trong lrm'mg hgp c¢ng 
huang dan b1ing phuang phap tham s6 be. Cac ket qua ve vi~e x:\c djnh- nghi~m tuanJwii.n 
va khiio s:it sv on djnh eua n6 trong tru(tng hgp c¢ng huang b¢i se duqc gi&i thi~u sau. 

:Bia chi: NhQ.n ngdy 5-11-1979 

Ttu:ang Bq_i hgc Bach khoa 
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PE3IOME 

K OnPElJ.E.nEHHIO KO.nEBAHHt'I B Cl1CTEME C HEJil1HEI1:HbiMI1 
4JIEHAMl1l1HEPUl1t'I METOlJ.OM MAJIOrO riAPAMETPA 

B pa6oTe paccMaTpuBaeTcH aap;aqa o npuMeHeHHH MeTo,ll,a MaJioro napaMeTpa 
,li,JIH OTbiCK8HHH rrepHO,li,!I'IeCKHX perneHHH ypaBHeHHH KOJie6aHHH C HeJIHHeiHhiMH 
qJieHaM'u HHep~ua. 
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