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Tap chi ¢U HOPC 1980 56 3 (irang 3 — 1%

CACH TINH THANH MEM CHIU UON

LEU IHO fRINH

AT toan thanh mém (d6 cing chéng un nhd) ¢6 mot diu ngam,.mot ddn tu do chiu
- lygc tap trung tai diu. ty do &3 dwgc E. P. Popov gidi quyét tréu co s& vin dung
phucng trinh vi phan chmh xic cla duong dan hdi va din dén vide str dyng cac lich
phan enliptic.

Trong bai nay chang toi mé rong bai toan trén, trinh bay mot thuit toan lip
dang din d& gidi quy&t trudng hop thanh mém chiu tai trong Db#t ky c6 phwong khong
@bi va c6 pham vi tac dung thay d3i theo dudng bién dang cha truc thanh. Thuat toan
drgc x4y dgng theo phwong trinh vi phan chinh xic clia dudng dan h01 khi udn va co
chu ¥ dén tinh chét phi tuyén hinh hoc ciia hé.

y Xét thanh mém c¢6 chidu dai L, mét diu
" bi ngam, mAtdiu tu do, ddt trong hé toa do ms—r’ T T T T VTR
- Oxy nhu trén binh 1. & trang thai chwa bién
dang, thanh hop véi tryc Ox mét géc «, #
- Gik sk hé chiju tdi trong céd phu-ong W

' khéng-ddi theo phwong cda tryc Oy, trong 46 \
" bao goém: i
. " — Luyc tap trung P, va 1n6men tap gh ,
7 trong Mo, tudn luén dit tai diu twy do trong

—dg

X&.L\u
f

qua trinh thanh bién dang. ! : h
: : — Luc phan b8 lién tuc bidu thi dwéi
g dang: . _ ' 4
b [~ H‘ i 1;
qx) = 2> amx” ¢))] a
m=0 . '

Téi trong phan b8 ndy c6 quy luiat khong phy thude bién dang ciia thanh uhung pham
vi tdec dung clia né duge gioi han trong khofng hinh chidu trén truc Ox clia thamh sau
~ khi da bién dgng, nghia 1a thay ddi theo ‘dudng bién dang cda irye thanh. Trong thue
18 ta c6 thd gip trudng hop nay khi tdi trong phan b8 13 ap lyc cda dong chiy..

Duéi tic dung clia cac lwe ¢6 chidu dwong nhu trén hinh 1, thanh co bién dang
16n theo duong cong OA". Yéu ciu tim dudng bién dang cda thanh.
T

D¢ gidi bai toan nay ta gih thist:
— Vit liéu dan hoi va ludn theo dinh lua[ Huc

© — Bb gqua anh hitdng clin bi€n dang trugl va doc truc so vén bién- 'lcmg ubn. Nhitng
anh hudng nay rt nhd (161 v6i cac thanh mém ¢o6 hién dano 1om.




Goi h 1a hinh chiéu chau thanh sau bién dang trén tryc Ox va dit:
< .
E=— )
h

_Phudng trinh tai trong (1) bidu thi theo E, c6 dang: -

q€) = 2 qu véi qm = amh“ R g 3)
m=0 : . P

Bigu thie mﬁmen ubn tai tiét dién k bit ky. trong thanh c6 hoanh a6 &.h xac
dinh theo trang thai bién dang c6 dang : ;

:1. a

ME) = — [Mo+ Poh (1 —8) + f q(mb? (1 — &) dn] ' ()
trong d6 1 la d6i s8 khong thi nguyén bién thién trong khodng & va 1.

. Thay (3) vio (4), sau khi l4y tich phan ta duogec :

% En\+2 E 1 .
M(E) =~ { Mo+ Poh (1 — §) + h? - 1. 6
Q@ o Pali{1 = B) 4 s qm[(m-l—l)(m-l—Z) ml T m+2]$ ©
Phuong trinh vi phan cla dwéng dan hoi: v

oy M

voi : BF <K <CEJ/(1 — @, EJ Ja d6 cting chéng udn chia thanh con U la hé s§ Poisson.
Néu dat p=y’, tacé:
dp s

PR

dx
Do @6, phuong trinh vi phédn c¢6 dang:

dp 1

— 3 o N
a+ p2)3_12 = K M(E).h.dE _ ©)
Sau khi thay (5) vao ) va 13y tich phan, ta duge:
h . it C
a +I;2)1/2 = = [McE 4 PobF(E) + v* Zo an®@u®)} + Co )
m=0 o
trong dé: _
FE) = —&2) ®
— e = L _&sm+3 EQ, E )
BE) = E - R
& (m+1)(m+z)(m+3) T 2(mtD T a2 ®
Nhurn_g :

p = —;1% = tgoc

. voi a la géc nghiéng cha tiép tuyén s0 voi truc Ox.

" Nén: ,
B P _ tga

a4+p2  Vi7igk

= sind




Do d6, theo (7), ta cé:

' 0o
sina = % [MoE+hPoF(E) + h? 20 qm®Pm(®] + Co
P& xdc dinh Co la diing disi’kién bién:
Khi £E=0, & =do, do @6 Co=sinto .
sind.;% IME + bPoF(®) + h* '26. qnPm(®] + sina, - (10
, S , ,

Cong thirc (10) cho phép ta xac dinh géc nghieng cida tiép tuyén tai tigt dién bAt
ky ctia dwong dan hdi so véi true x, trong d6 h vin la dai lirgng chura biét. o

N&u chia chidu dai h thanh n doan d&u nhau (hinh 2) m&i doan c6 @4 dai a = h/n,

thi cac didm 1, 2, 3,... i...., n c6 hoanh d6 khong thir nguyén dwgc xac dinh theo:
. ) . ,

ia i : . - :
EL——T‘h——;’ - ' (11)

. Néucoi h 1a dai lrgng da biét, theo (10) ta c6 thd tim dwge géc xoay tai List
dién b&t ky thtt i c6 hoanh d) & K. Goi &; la géc nghitng ciia dwong dan hdi tai didm
chia tht i. Quan ni¢m mét céch gin ding, dudng dan hdi trong khodng gitta hai didm
chia 13 cung tron thi theo hinh 3 ta cé the xic dinh géc nghiéng 6; clia day cung trong
doan thirgi nhu sau: ' : .

' Oi=ai 1+ @i

Hinh 2
Nhung
: L
0 = — (& ~ &i_1)
2
Nén
. ,
8 = —; (4 + dij—y) - : (12)
Sau khi bigt cic géc B ta c¢6 the xic dinh @ vdng theo cong thirc truy hdi (hinh 2)
_ Yi=yi-1 + atghi - - _ SR ¢ &)
VT'é‘i » . : yi=atgh . e ) (14)

Chiéu dai cda cung thudc doan thir i:

,7_, o a 7 P 4 - g Olj—Olj—y .
Si = 14+ —tg" —
. ' cos0; V 3 8 4




Chiéu dai cong cda toan thauh phdi thoa man diéu kién bing chitn dai L ban déu:

1 4 zdi—ai-nl : ’
oos0; V1 + ——tg — =1L (13

~ Nhu vay, néu biét h thi ta c6 thd van dung cae cfmg thirc trén d% xac dinh dwong
bién dang cha thanb. Song thuc ra h la dai lwgng chuwa bist nén muén gii bai toan nay -
ta cin thye hién qua trinh Iap theo thi tu sau:

251"&2

'—1»

, 1) Gia thiét gia tri cda h, ta $& x4c dinh duoc q(E) theo (3). Chia thanh thﬁnh n
,_doan s& xac dinh duge céc i theo (11) o

2) Van dung (8) va (9 xac dinh cac ham F(§) va ®n(E). tidp a6 van dung (10) xae
dinh gée @i. C6 the 14p bang cac ham FE) va ®um® twong wng véi s8 doan chia. Nhirng
sé lidu nay khong ddi trong qua trinh’ lap néu sé doan chia khong d6i.

'%) Xac dinh cac gée 0; theo (12) .

4) Ki8m tra didu kién chiu dai cong ctia thanh biing chitu dai ban diu L theo (15).

- Néu didu ki¢n (15) dwoc théa man thi gid tri h da chon la dung. Né&u didu kién
(15) khéng thda min thi cin chon lai h va thuc hién lai c4c bwée tinh toan néi trén. Sau

khi didu kién (15) dugc thdéa min,-ta co thg xac dinh d¢ vong yi tai tiét dién ¢6 hoanh
dé Eih theo cong thuc (13).

Qua tr inh l§p duge tém tit trén so dd vé trén hinh 4.

. Mic d6 chinh xic cla k&t qud phu thu¢c sé doan chia. Kinh nghi¢m tinh toin
chirng té réng chi ciin chia thanh thinh 4 -5 doan ciing d&.yéu ciu chinh x&c trong thuc hanh,

Ry 10y 77
G{a':’h/ef 1) )y,
(12)
(15) (13)
- 8 9
25 =t (16) !
| Hinh 4

Chu thich :

1. S8 hang tht hai trong can thic cGa (15) thwong rdi nhd va c6 thé bd qua so
v6i don vi. Pidu nay twong tng véi gid thiét coi thanh cong 1a dudng da gise. Do d6
c6 thé thay €15) bing edng thte don gidn hon: _

(16)

n .
= ..‘a 2 cose

2. Thuit toan may cling cé t'hé ép.d'x_mg' d& tinh thanb cé chiu thém mot sb.
Iyc tdp trung tac dung trong nhip néu nhing tdi trong nay c6 hoanh do khong
dsi trong qua trinh thanh bién dang. Lic nay. bidu théc moémen uén (4) cin - duge
 bb sung théem modt vai s& hang. Cong thic (10) d% xac dinh sin® ciing dwge xhc lap-
feong ty song cin Phd! thuc hién tlong tuno qo*m trong d6 chAc ham mdmen udn 13
lign tuc,




- ¢hiu mdémen tap trung) dang bién dang, nhuw trén

"va 'doan thing BA vé1 géc o = 90°, hai doan nay b
- tiép xiic thodi vOi nhau tai B. Nhu vay ta c6 thém )

3. Cac cong thuc thidt lap dwoc trén thich nghi véi trwang hop khi 0 < E<C 1,
tiee la khi 0 << o< 90°. P8i voi nhirng trudng hop khi ton tai cac géc @ > 90° nhu
trén hinh 5a, cdc coéng.thic trén khéng ap dung dwoc.

Tuy nhién, trong trudng hop thanh chi chiu eac Ige a) '
tap trung va phan bd c6 phuong khong dbi (khong

hinh 5a khong th xdy ra dugc. Duwéi tic dung cla
chc-{ai-trong 16n, thanh ¢6 th& bién dang nhu trén
hinh 5b. Lic ndy duodng dan hdi gom hai doan: doan
cong OB tuin theo cac h¢ lhirc da thlét lap & trén

di8u kién bién: khi E=1thi @ =90° tirc 14 sin @ = 1.
Theo (10) ta co: .

———[POF(I) +h 2 dm O, (D +sina, =1 U7 I{ h. 18
m=0 . A
A
Pidu kién (17) cho phep x4c dinh ngay duogc
dai lu'ong h ma khong cin thyc hién phép lip. Sau ] Hinh 5

- khi biét h ta c6 th® xac &inh duong cong OB theo

M

cic cong ‘thic di thiét 1ap & trén va xac dinh chidu dai cong Lop c¢lia doan: OB

nhuy sau: _
N .
-1 O — i
= 1 — g 2 .
Lo = a 21 oost. v + : : (18)
Tiép 46 xac @inh chidu dai cha doan thing BA:
Lea =L — Los . (19)

Vi dg : Xét thanh mé&m ¢6 chidu d[‘li‘ L =78 mm, b& rong b = 12,65 mm, bé& day
0,1 mm. VAt liéu bing thép c¢6 E = 2,1. 107 g/mmz. Yéu ciu tim dudng dan hoi khi thanh
chiu lwe Po c6 gia tri 10g va 100g. Cho biét o, = 0. )

Do cltng ctia thanh:

1 _
K=EJ=21.10". —12,65.0,1° = 2,21 .10%g. mm?.
12 S8

Chia thanh thanh 5 doan, theo (8) ta lap dwoc bing ham F(E) (bang 1).

Bdng 1
E 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
F(E) 0,18 0,32 0,42 0,48 © 0,50

A — Trudng hgp P, = 10g. Ap dung coéng thtc (10), ta co:

2
10
sinat = F(8) = —— h*F(E) = 4,525 . 10" n*F(§)
2,21.10

“—y

2—TCCH ‘ - ' -9



i. Chor L= 59mm :
a =59/5 = 11,8mm ; sina = 1,575F(§)
Két qud tinh sina va clc goc o ghi trén c¢6t 1 va 2 cda bang 2.

Bang 2
sin & - a 8 ]  cosb : o 1/eost -
0,284 16°30" 8°15’ 09896 | 1,011
0,505 30°20° 23%25’ 0,9177 1,080

- 0,662 41°27 © 35%3° _ 0,8102 1,235

" 0,757 49°12° 45%20° 0,7030 1,421

0,788 A 52%00 50°36’ 0,6347 1,575
= =6,332

K&t qui'tinh cac goc 0 theo (12).va cac dai lugng lien quan, ghx trén cac c@t
con lai cha bing 2. Theo (16), ta ki2m tra dieu ki¢n:

5
2 Si = 11,8.6,332 = 74,7mm < 78mm

i=1
Cin chon lai gia tri cda h.

2. Chon h=60mm :
a—=60/5= 12mm: sinc = 1,628F¢)

Cac k&t qui tinh toin ghi trong bang 3.

Béng 3
sina o 0 cosf 1/cosh tg0 yi(mm)
0,923 17°%02 8°31° 0,890 | 1,011 |  0,1498 1,8
0,522 31°28" 24°15° 0,9118 © 1,098 0,4505 7,2
0,684 43°10° 37°19’ 0,7953 1,257 07623 16,3
0,782 51°27° - 47°19" 0,6780 1,473 1,0843 29,3
0,814  54%30° 52°59" 0,6020 .| 1,662 1,3262 45,2

Kigm tra chidu dai:

[

= Si=12.6,501 = 78mm (dat) ’
i=1

) K&t qui tinh yi theo cong thic (13) ghi trén cot cubi cha bang 3. Can cwr vao
nhitng s6 lidu nay ta d& dang v& dwoc du'ongfdz‘m hdi (dwong T trén hinh 6). Chua y la
chc 88 lidu yi vira tim duge bidu thi tung 40 clia dudng dan hdi twong ng véi che dl%m
1lin lugt ¢é hoanh 49 13 a, 2a, ... 5a véi a=12mm.
Sau khi tim dwgc dwdng bi&n dang clia h¢ ta d& dang tim dugc cac thanh ph’.in
noi luc trong hé theo cic bién phap di quen biét. J _

B — Truong hgp P = 100 g: Ap dung cdng thie (10), ia cé:
sina = 45,25.10~* W?F (&)

10

)
i




Néu chon h =21,03mm, ta ¢6 sing = 2F(E). K&t qui tink toan ghi trén bing 4.

Bdng 4
sin & o -9 - cos 1/cosd tg0 ji(mm) ‘
036 | 21°06 10°23 0,9831 1,016 0,1862 0,78 .
0,64- 39°48° . | 30°27 | 08612 | 1,162 05879 . .| 3%
0,84 57°08’ 48°28° 0,6630 1,506 1,1290 8,10
0,96 7345’ 65°27° . 0,4155 2,409 2,1800 (17,32
1,00 90°00° 81°52° 0,1403 7,125 6,9970 46,70

3 = 13,218
" Ki®m tra didu kién (16), ta thdy:
5
21,03 . .
21 §; =1~ .13.218 = 55,6mm < 78mm
i= '
Cian phii ting h, nhung né&u ting h thi sina > 1, didu

i

nhw trén hinh 5b. Boan' cong OB ¢6 chi2u dai Lop = 55,6mm.
- Chidu dai Lo = 78 — 55,6 = 22,4mm. ‘
, K&t qui tinh d9 vong ciia doan OB ghi trén cot cubi clia bang 4. Do vdng cuc
~dai tai A 1a: YA =46,7+ 22,4 = 69,imm. Dwong dan hoi v& trén hinh 6 (dwong ID).
A Trong cc bing 5 va 6 ghi két qué tinh toan bing ly thuyét va két qud thi nghi¢m
. (T‘:l}‘i (qghiém de Phéng Thi nghiéin Thiy lyc truong Pai hoc Xiy dung thye hién va

. _cung clp két qud) va toa d9 tai diiu A twong dng véi cie tii trong khac nhau tac dung
b .'trén’thanh c6 d6 day 0,imm va 0,2mm. Trén hinh 6 va 7 v& céc dudng dan hdi trong
- &ng va cic didm thye nghiém. ' ' « '

gl 0 W R @ St Oms o, w oW N 4 0 Oam
. .

d6 chang t6 thanh cé dang

7hanh 471 om Thamb 6.2|mm

m . T ';.". 7 : i 1 : . . v .
z\u \\ | ~T o " \\(-quM |
WA S |

~ « X A
. > ‘
“ @ - W% % 4 | i
LI g "? =3 . 7 50 , 2= 200
ol J5) 3 (124
EEEEE B A TN
70 e ) o | 64 @\ =408 8
m| | T
Ctmmy 80
(mm) ‘ (mm) —
Hinh 6 | | Hinh 7
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¢

Bang so sanh kst qui doi v&i thanh c6 bs day &, Imm.

Bang 5
10g 20g 40g 100g 200g
oy .
Cxal Y Xy Ya Xy Ya ] *a Ya I Ya
LT 60,0 | 452 -] 46,0 | 57,2 | 332 | 642 | 21,0 |691 | 149 |76 |
TN 59 |46 |46 |57 |3t |e4 2 (70 |16 |73
% ~1,69( 1,74 | 0 [—035| 235 |—031 | 454 | 1,28 | 68 | 1,92
\ L}
Bang so sénh két qua d6i véi thanh c6 b2 day 0,2mm
: C Béng 6
100g 200g 100g 500g " 600g
P, A
Xp Ya XA Ya XA Ya RIY Ya XA Ya
| LT |56 | 497 | 416 | 60,1 | 298 |61 | 266 |666 |243 | 676
TN 56 |50 |41 |62 |20 e |27 |es |26 |69
% 0.70 | 0,60 | ~146 | 145 |—276 | 1,34 | 148 | 2,06 | 653 | 2,03

Dia chi Nhan ngay 26-9-1979
Truéng Dai hoc xdy dung '

TAI LTEU THAM KHAO

[TOITOB E.Tl. Hear © dnbie 3ajaud CTATHKH TOHKHX CTepxkuei, M. 1948,

RESUME

FLEXION DES BARRES MINCES ELASTIQUES
On trouvera dans cet article une maniére de calculer des barres minces élastiques
dont les rigidités de déformation.par flexion sont faibles. La méthode de calcul est basée

sur la conception que les déplacements sont grands et que la forme de la barre se
modifie sensiblement. : '

Cette méthode permeét de résoudre le caleul d’une barre de section constante
_sournise 4 des charges déterminées mais quelconques et modifiées suivant' les formes de
la barre. '

b
[ =N .




