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Tqp chi CO HQC 1980 so 2 (trang 25 -· 31) 

.. SU' PHAN 80 NONG DO HAT TRONG ONG. TRU TRON . . . . . 
TRUONG MI\fH CHA~H 

T. RONG cong 'trinh [1) ta da xl\y d-gng m6 hinh h6n hqp long hai thanh phan a d:pig 

phi tuy~n. trong d6 cac hi¢u ung do chuy~n d('>ng vi m6 gay ra dong vai tro quan 

trQng. Trong bai nay ta se SIT d1J.ng m6 hinh d1i. drrqc xay d-gng d~ giai thich dung dln 
anh huang cua cac 1-gc nang t&i sv: phan b6 l~i nong di) cua h:;t! trong 6ng trl} tr(m, 
mo ta chinh xac cac hi¢u U:ng nong dt} & xap xi da xeL. 

§ 1. c.Ac PHUO'NG TRINH CO' BAN 

M(>t l&p han hqp dan giiin va quan trQng cua cac lo!).i hon hqp long dong the 
vi mo Ia h6n hqp long vi cv.c. H6n hqp long vi mo drrqc g9i Ia Mn hqp long vi_:vc 

neu d6i v&i H[t ca cac chuy~n d(>ng deu c6 d:;tng cua ten xo vi).n t.6c bi~n d:;mg vi mo v va 
·ten xa U:ng xuat vi m6 A. nhrr sau: 

---- ---A-
. v = V1. E, "A = ."A • E + (g All) + A21. E (1.1) 

-
trong d6 E la ten xa Levi-Civita, g Ia ten xa don vi h!).ng hai. Nhrr v~y han hqp long 
Vi C\fC bi~u thi anh huang cua chuy~n d(>ng vi rna qua S]J: quay duqc dl}.c !rung bai v~n 

t6c quay vi m6 V1 

B6i v&i h6n hqp d!ing hu&ng vi m6 ta c6 len xo quan tinh vi rno: 

I = j g (1.2) 

lrong d6 j = const la m6 men quan tinb vi mo, dlj.t: 

l = IJ • E; (j = GJ . E (1.3) 

Khi d6 h6n hqp long vi cv:c d!ing hu&ng hai thimh phan ~n = 2) trong d6 khong c6 phan 
trng h6a hQc duqc m6 ta b&i h$ phuong trinh [1]: 

Phuong trinh bao toan khoi luqng cl") toan h6n hqp: 

ap - - -.r.::::' -a -- + V . (p ua) = - V . L. J a. at ~ 
(a = 1,2) 

Phuang trinh xac d!nh nang d9 kh6i luqng cho th1mh phan thir nhf:it: 

d(a)c - -a - ~ -a 
p-- =-'if • .It + c \7. (..:::., J a) 

dt v v a 
(1.5) 

Phuang trlnh can bang dQng luqng: 

ia)~a - - - - - - ""=' { D(a) J ~ 
P -. -d-t - = P f + \] (to - p)- \7 X t1 + \] . t2 - ,.::::. 

a Dt 

-a -a } 
-. la .l.a +v·---

P"' 
(1.6) 
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Phuong tl'inh dm bang momen d:¢ng itrvng: 

(1.7) 
,-c_ 

Phuang trinh xac djnh dong khuyech Utn; 

D(a)j~ - 1f1~ -a - a 
--- + \7 . --· -· = Qt +v Rot -

Dt Pt 

--a --
\7 X R11 + \7 · Rzt (1.8) 

Trong cac phuang trlnh -tren p ::::: 2; P<> ~ex.= i,2) la m*-t d9 kh6i luqng cua toan 

Ot 

b¢ kh6i luc:;rng han hqp, P<> Ia m*-t di) kh6i luqng cua m6i trmJng hqp thanh thu a, 
Ua la v~n toe d~c trung tmng binh cua hlin hqp xac djnh theo cOng th"lrc: 

~a = L; a<> ;,. 2: a" = 1 
ex. a (1.9) 

-a 
con dong kh-H.yech tan J ex. xac djnh theo cong thuc : 

-a - - "" a" 
1 a = P<> (uor. - ua), ..::::;. ---p;; 

Ot 

-a 
.la = 0 (1,10) 

c I.a nong d¢ kh6i luqng ( c = :~) cua rnoi truerng hc:;rp th:lnh thir nMt; pf= 2 pe~.f<> 
" 

~oi f.,. la. h;rc kh6i tac di)ng trong moi truerng hqp lh:inh thtr a, l la Ivc kh5i vi mo, 

lt la rna men khOi. 

Toe d9 thay doi v*-n toe quay dia phuang duc:;rc xac djnh theo c6ng thirc: 

-=-- ~ d(a)Vt """' -a - - ( 
p O't = j l p df + ..:;:, ] 0'. • \7 Vt ~ 

Cac d~o ham theo thai gian duqc xac djnh theo cong thuc: 

a(a) o 
-- (. • .) = --;-t {. o .) + Ua. \1 ( .. .) 

dt u 

) -a 
D(a J a 
-------

Dt dt 

-a -a- -
+ 1 a .. \7 Ua + la \7 . Ua 

(1.11) 

(1.12) 

a -a -a 
con to, IJ, tz vit Roi ' Ru' R21 tuang ung la cac thimh phan cua ten XCJ t + p g va 
ten xa ung xuat khuyech tan, t la ten xa trng xu:H trung binh cua hon hqp: 

I 
Cac phuang trlnh cau true phi tuyen nhi).n duqc lrong [ 1] doi voi t 0 , h· t2, 

-a a -a 
Ft' Ro1. Rn, ' .. c6 th~ viet duoi d~ng: 

2G 

-a 
5- - ,..,_ .I 1 --a -a -a -

l0 = l \7 · Ua + l i \] . - + ks .J 1 . .T 1 + 2ks .J 1 . Q v • 
P1 . __ _ _ 
-a 

a 7- - 10- .r 1 - -, -
Ho1 = lt \7 . Ua + lj 1 \7 . p;- + kt6 J ~ . .T ~ + 2kts J ~ . Qv. 

- _ u- - -a - - -a -
A 0 - I \7 . Vt - k21 J t . ( Vt - Qu) + k22 J l • QJ · 

-a. 
- 12-a 14- -a- - -a- J 1 
F ~ = 111 J 1 + 21 1 Q" - ko .T 1 \7. ua- kto J 1 \7. -- + 

Pt 

+ k23 J~ X ( V1 -· Qul + k2J~ X QJ + k25 J~. Du + k2r1J~. D.r. 

(1.13) 



-;1 

- H --a ''1- ·-a- - ___ a___ .T l 
Au=- z1 J 1 - 2r Q" + ksJ 1 \]. ua + kts J tV.--+ 

Pt 

+ k33 J~ x (Vt - Qu)- k34 J~ X QJ + k35J ~. Du + k36 J,~ .D.1. _ 
/ ··- - - 38- - - - . - - - -

h = - 213~ (Vt_ - !:?ul -211 _QJ - k21 J -~- \] . Vt - k33 J ~ X Q" + k4s J ~ . Dv· 

- 28- - 29-- - - - - - - -
. R it = - 2ft ( '111 - Qu)+ 2[11 ~:iJ - k22 J ~ \7 . Vl + !q4J ~ X Q"- k5o J~ • D;,. 

-. 30 - 31- -a --a 1 -a -a - -a - 1 - -
t2 = l Du + 11 DJ- k25 (J l J 1 - 3 J 1 · J 1 g) + 2k35 ( J 1 Qv- 3 .T ~ • Qv g)" • 

trong d6: 
-a 

- 1 - - - 1 - Jt 
Qu ::::: - \7 X Ua, Q.T = - \7 X - , 

2 2 Pl 

- 1-
Qv = 2\1 X V1 

con Du . DJ v~ Dv tuang (rug ]a cac ten xa l~ch d6i xung cua ~ -;,, \7 .:!.....!_ , \7 Vj. Cac v . v Pt 

h~ so v~t chat n6i chang pht~ thu¢c vao p v:i c dong thai thoa man cac dieu ki¢n dugc 

suy ra tir nhi~t d¢ng h9c ciia cac qua trinh khong can Mng sau: 

15 -....._ 11 -....._ 11 -....._. 21 -....._ 27 -....._ 
,9' o , 110 9" o , 1 9" o , 1 ,9' o , 1 ,9' o, 

li~ > 0 . 130 > 0 • 1f~ > 0 , 136 > 0 : 

15110 ::> (p) 
2 

112121 ::> (1114} 
2

' p7/2191 ::> (1218) 
2

, 11 ~ 1 , 11 -?"' ,... 
(1.14 

2 
13o 133 > (l31) 

11 / 1 

Do trong lh1J:C te nhieu h6n hqp chi hi@u hi~n tinh d! tb~ a nhii:ng kich thu:6c d~c 
tru:ng nho han gia tri d* nao d6 nen d6i v6i cac hili toan c6 kich Lhu6c d~c tnmg lan 
han d* ta c6 the xet han hqp dj the nhu· la han hqp dong the. Tuy nhien trong nhieu 

. tru:ong hqp khac ta cling c6 the sir dvng li thuyet ve cac bau hqp lo11g dong tM vi m6 
eTa phat trien de xet cac bai toan ve cac han hqp di the, trong cac truong hqp d6 ta can 

tlJay pe~. bang p~ = po:.cpe~. trong d6 po:. la m~t UQ th\I'C CUa pba thir 0t con {[Jo:. Ja nang dQ 

the tich cua pha th(r Ot duqc xac djnh theo cong thtrc: 

Vo:. 
cp .. = -' 2: Cflo:. = 1 

v Ot 

(1.15) 

<V"' n\ V ttrang (rng Ia tb~ tich c!w pha th(r Ot va the tich ciia to:'m h6n hgp). 
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§ 2 ~ SV' PHAN BO L-4-I NONG D(l TRONG ONG TRl) TRON 

Cac hi~u irng nong d9 trong dong chay duqc nghH~n c(ru v&i mcjt so luqng 16n cac 
cong trinh khoa hQC, tuy nhien vh chua giai thfch ve dtnh ]uqng IDQt each tri~t U~ hi~n 
tuqng Lren [2-4} Khi phan tich cac l\fC tae di)ng vao cac hq_t diu d.n trong dong chat 
long nh6t khong nen dur.re v&i nong d9 th~ tich n1t be nguai ta da tim duqc cac h;rc a 
d~!ng [4}: 

Fe= - at(u - -;) - a2v X ( + V X~) - a3(~- 0 X;- a4 (u--;). Dv 

~ong d6 u va ttl la v~n toe chuy~n dcjng tjnh w:;n va chuy~n dcjng quay cua h~t cau; 

v va Dv tuang ung 13. v~n toe ciia chat long va ten XCI l~ch v~n toe bien d~ng cua n6. 
Cac h~ so Cl.j - a4 den khong am va c6 ghi tr~ Cl} th~ Lrong m6i bii toan: 

3 2 ((.1.)1/2- _.!_ 
ct1 = fi:lt(.ta, ct2=4f.t· cts = J"Ca

3
p2, a4 = 81,2a p p !Dv I 2 

•((.L dcj nh&t truqt cua chat long, a la ban kinh cua h~t can). Doi v6i h::).t hinh cau nhO 
. 1 - -

ta c6 th~ Hi.y (I)= 2 v XV, khi d6 so sanh .cong fhil·c tinh l\fC a tren trong M tc;>a UQ 

quay v&i v~n to<.: g6c bang Vt va cong thrrc -F~ trong (1.13) d6i v&i Mn hqp long vi e1_1-e 

ta se c6 them eac dieu ki~n h~n cbe : 

k2s > 0. (2.1) 

Duai day ta dung mo hinh Mn hqp long vi C\fC phi tuyen dling huang vi mo va vi 
mo d~ mo ta cac hi~u ung nong dcj trong dong chat long chua cac h~t hinh cau d.n. 
Bai to:in duqc dlj.t ra nhu sau : Xet SlJ' phan bo l~i nong UQ trong c:ic ong trl} tron ban 

kinh R cua cac h~t hinh cau ran c6 nbng dQ th~ tich cp = (jl1 va m~t dcj th\fc Pt = v ;-1 = 

= const trong chat long c6 m~t dcj Lh\fc P2 = v_;-
1 = const va nong dcj Cfl2 = 1 - cp du&i 

lac dl}ng cua l\fC khOi ft = f2 = go (go = const 13 gia toe trQng truang).·Z = z;. E = 0 va 
gradient ap suat khong dl':li dQC theo trvc 6ng. Dong a day la doi xung trvc nen"ti~n han 
ca ]a ta chQn v~n toe trung binh theo the tich a"' = cp., va tim nghi~m a d~ng: 

nv = U (r) ex, Vt = V(r) e
8 

, 
-a 
.J 

1 
= .J (r) ex, cp = Cfl(r) (2.2) 

tr·ong h~ l9a d(l trv,(x, r, 8) v&i tr~1e x hu·&ng theo tr\IC ong. 

Trong lru:cmg hqp khi eac ham nhi~l d(lng l\fC hQC deu lit ham dong nhat b~c rn(lt 
theo cae khoi hrryng thi h¢ plmang trinh nh~n dtrqc se c6 dr,mg: 

')/14 ( ·-v ~ 1 = 1 Po -
.T 1 = - ~2 Q.., + -12 1 - -" ) go ; 

- · 1 · -z - Pi 1 ·· 
II 11 

k2s -v - k23 -v - -
J 1 • Du-- J 1 X ( V1 - Qu); 

D D 
tl.3) 

-- ___)_ 

VP - Po go == - ('l'j + ~) '\7 X '\7 X Uv + 2~'\7 X V1; 0 = - k\f X \1 X Vt + 2~\J X Uv 
Be nMn duqc phuang trinh (2.3) a tren ta da gia d!nh b0 qua anh huang cua cac lgc 

-a 
mlj.t khuech tan R "' va cac hi~u ung phi tuyen trong cac phuang trinh thuy dcjng va cac 

-a 
hi¢u irng phi Luyen h~~ ha i theo .T "'. Trong (2.:J) ta d~t : 
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D = i'l~ ( ~~- ~: (.l2) > o. o = '1'1 = 1130. o = 1 = ?'; 

o <;:I = 2 [k-1£'1'1<~+'1'1)- 1 ) 1 12 , G =--:- ( :: +Pogo) , 

·-
1 . 12 36 12 21 . 14 2) o < k = 12 [2111 l + 111 1 - U1 ) , 

. lu . . . . 

R. 

Po == '1(~2 S 27Crpdr = const, A = mGR(~ + tl)j4'll('TJ - m(~+'I'IJ]h(rR)j 1 

0 

(2.4) 

(tinh khOng am ciia D .suy ra tt'r ll thuyet khuyech tan c& di~n). Nghi~m cua bai toan can 

phai thOa man cac dieu ki~n: 

u = 0, V- Qu = mV khi r = P: 

R 

1 s. cpo = - 2 · 27Crcpdr = const. 
'j((-t 

0 

Bai toan (2.3), (2.5) cho nghi~m a d~ng f5]: 

u(r) = 2A~<;+rJ)- 1Y- 1 [I0<rR) - I 0 (Yr)] + _Q_ (R2
-r2). 

4'T} 

V(r) = 2Ait(Yr) + -1
-Gr 

Ll'T} 

cp(r) = cp
0 

-

1i
4 

L.! _ _Q_ k25A [rlt<Yr)- _2_ h<YR)] + 
?[12 D l 2 '1'1 Y 
~11 

+ A2(;+'1'1)-1(k22; + kz3'TJ)[I~ (h)- I~ (IR) + Ii{IR)j + 
1 G2 2 ,, 

+ - - kz5(2r - W) + 
Hi 'TJ . 

1 ( P2 ) 11 G ( 2 1 ") - 1 - - g
0 
-- kz5 r - - R~ 

112D Pl 8 'T} , 2 
11 

+ k23'TJ) ~ [ lo(r r) - r: h<IR) H . 
h·ong d6 lx (x = 0, 1, 2) la cac ham Bessel bien hinh lo~i m¢t b~c X 

(2.5) 

B~ lam sang to anh huang cua thanh 6ng va trm)ng trQng Ivc vao S\1' pban b6 
l~i nong d¢ 1 a khai tri~n nghi~m cp nh~n dugc ra chuM luy thira thea A. = IIi« 1 va chi 
h~n che xet s6 h~ng co b~c thfip nh!lt. Ket qua nh~n dugc trong cac trucmg hqp ClJ. th~ 
se nhu sau: 

_ a) Khi v~n t6c quay cua hon hgp thoa man dieu ki~n dinh trenbien (V = 0, m__,.. 00 

khi r = R). Khi d6 S\1' pMn b6 nong d9 <2.6) se c6 d~ng: 
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l lJ- ') ') 
1 G-R- I - [ 1' 2 -

<p = Cflo- -- --)- k2sh (YR) - Ittr r)- r b(YRJ -
16li~D1'J Ii (YR) I H R -( ~ r IJ(YR) + ~I_l(YR)J + (~ + 'l'J)-1 (k2s~ + k2s1'J) [~I~ (Yr)-

I 2 (1' 1 z -r 2 1' -- r ) 4 ., r Jl ~ 2 Io R) + 211 ( R)- YR Io( r)IJ( R + (YR)2 It ( R) ~-
(2.7) 

__ 1_ ( 1 __ P2 ) _ L_! _ _Q_ ko• ( 2 _ _!_ 2) GR(k25~ + k23'll) X 
tliD Pl go ls 'l1 ~o- r: 2 R- - 41'j(~ + '1']) Ii(YR) 

X ~ [ro (Yr)- :R It(YR) H 
V&i 'A ail nhO ta khai tri~n bi~u thuc cua cp a tr8n ra chu6i liiy thrra theo A va 

hi gi&i h~n xet t&i cac sCi h~ng c6 bi).c tMp nMt, khi. d6 ta c6: 

cp = cp 0 - (1- ::) g 0 ~~~(~2~)~~t (s2 
- ~); s = ~ _ (2.8) 

D~ dang tMy d.ng khi G > 0 (dong chay len) thi t~i lr!J-c ong nong d(l ciia h~t 
~t gia tri eve ti~u neu Pl < P2 v:i. d::j.t gia tri -eve d~i neu Pl > P2 tire l:i. b~t Bh~ han 
h:it long se bi d~t ra thanh ong con b~t n~ng han se t~p trung l~i b trJJ-c i'lng. Khi G<O 
:long cMy xu6ng) ta se co hinh anh nguqc l:;ti. Ket qua nay rat phu hqp v6i kM qua 
rong [2, 3]. S~r phan b6 nong d¢ (2.8) di'li v&i dong cbay 18n duqc chi ro trong hinh 1. 

b) Tnrong hqp tren bien khong c6 xoay cua h6n hgp (m = 1). Thay gia tri nMn 
UQ'C cua A khi cho m = 1 vao (2.6) ta nh~n dU'Q'C sv phan b6 nong d¢ luang ung. 

V6i A dii nho lam tuang tv nhu tren ta c6: 

GR
2
k23 ) 1}

4 
( P2) } ( '> '1 ) 

<p = <Po - s£m~i (2f - 1 - ~ go s~ - 2 (2.9) 

Trr (2.9) ta tbay t:;ti trgc 6ng nong d(l se d~t gia tri eve d:;ti doi v&i dong ch&y len 
hi PI> P2 v:i. d6i v&i dong chay xu6ng khi PI< P2· 

c) Tru&ng hqp v~n toe quay ctla h:;tt va xoay cua h6n hqp bang nhau tren bien 
n = 0). -

Trong tru&ng hqp nay sv pMn b6 .nong d¢ (2.6) c6 d:~mg: 

{ 

14 } 1 GR2kzs 11 P2 2 1 
<p = cpo - - - - G + (1 --) go (s - -) 

8 "'Dll2 2 PI 2 
'1 11 

(2; 10) 

Ho rang l:;ti tn!C 6ng S\f phan b6 nang d9 se d:;ttgia tri CJ!C ti~u trong dong chay 
:n neu P1 < pz va trong dong chay xuong neu Pl > P2· 

d) Truong hqp m~t d9 thvc cua hai pha nhu nhau (PI = pz). Trong truong hqp 
ay doi v&i dieu ki~n bien thu nhat ta ph:i.i xet a (2. 7) t(:yj s6 h:;tng b~c cao lwn thev 

khi A (( 1. Khi d6 ta c6_: 

1 I4G2H2f,'~ 
cp = cpo -- 128~11 (~+'YJ) Ii~ ( k23 - k25) ( s

4 
- s

2 
+ t) (2.11) 

Tt'r (2.11) ta thay ngay rang nong d¢ cua cac h:;tt d:;tt gia tri qrc ti~u t:;ti trgc ong 

1 d:;tt gia tri eve d:;ti t~i vanh 6ng s = V ~ . Ket qua thu duqc b day phil hqp v&i 

1\l:C nghi~m [2. 6]. Trong truong hqp nay ta c6 p =Po va ro rang anh hubng ciia trQng 
rc coi nhtr khong c6, do d6 ket qua tim uugc crmg dimg cho truang hqp 6ng narn 
~ang vii. n6 mota dung hi~u ung nong <19 Segre-Silberberg [2, 6). St! phan b6 nong dq 
.11) duqc chi r5 tren binh 2. · 

) 
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B6i v&i dieu ki¢n bien lo~i tb1r hai tU: (2.9) ta ,thay nong <19 h\ll d\ll giu lr~ CI):C: 

dai t>;ti tqtc 6ng, a day vai tro cua h_rc nang do gradient v~n toe gay ra coi nhU" kMng 
ding k~. C6 th~ n6i riing a day bien d6ng vai tro la m¢t tac nban kim ?am chuyt\n d¢ng 
xoay ciia b6n hqp VII do d6 g6p phan vao vi¢c lo~i tru anh huang cua gradient v~n t6c. 

V&i dieu ki¢n bien thir ba tU: (2.10) ta tbily nong d(l d~t gia trt. CI):C_ ti~u t~i trl}-_9.. 
6ng. 6 day vai tro cua h.rc nang do Sl! qu<Jy ciia. Mn hqp khbng dang k~. 

tf -
'fo J ' 

0 
L-------~--~----~--------~ VVz s 

L-~----~--~--~s 
0 '[]; 

' z 
Hlnh 1 Hinh 2 

Qua ba truerng hgp da l:x:et a tr~n ta th3.y hi¢u irng Segre-Silberberg duqc sinp ra 
bbi cac ca che thU.y d{lng tinh vi han hi¢u irng nong d{l gan thimh va hi¢u irng n1lng d¢ 
glin tn~c (bit\ri hi¢n qua vi¢c lay dp xi theo A) b&i v~y n6 c6 tht\ hi lo~i tri'r hoi cac 
qua trinh khuech tan trong h6n hqp. Dieu nay gifti thich t~i sao trong m(lt s6 cong trinh, 
m{lt s6 tac gia da phti nh~n ton 1!1-i cua hi¢u irng nay. 

Bta chl Nhq.n ngdy 171211979 
Bq.i hQc Tong h(J p 
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SUMMARY 

CONCENTRATION DISTRIBUTION OF' PARTICLES IN PIPE FLOW 

This paper deals with the construction of a generalized diffusive theory of micro
fluid polar mixtures .. The results of the problem on the concentration distribution of 
particles in pipe flow are given. These results are obtained in arcordence with the 
experimental values_ 
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