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. VE VAN BE KHAO SAT PHUONG TRINH FOKKER — PLANCK -
£OLMOGOROV BANG PHUONG PHAP KHAI TRIEN CHUGI
o mcmnm THEO TOA D0 AN

N(.}UYEH DONG .ANH o o

TBGNG 1y thuyét qua trmh ngﬁu ghién trong cac-hé doéng e phuoong phap dua

trém nhitng phuong trinh FOKKER-PLANCK-KOLMOGOROV c6 'mét vai tro
it .gquan trong. Tuy viy viéc khio =it dao dong nghu nhién bing phuwong phap
may.gip mdt&ho khlin'co ban-do pbiipidi phwong trinh dao bam riéng cip hai
w6 caché 56 phu thadc phirc tap vdo-cac toa do. 'Trong bai bao nay 4& cap mot
phuong phap giai -phu-crng ‘trinh 'FPIx N¢i dung ctia phwong phap nay nhu sau:

Gii th trong k.I:uonor gian toa dé pha (g Q... Q) ta xél cac hé co hoc Z.
M&i hé co hoc nay thu'fmg dwge dic trung bdi mét nhém tham s6 nao do A,
Trong trird'ng hop téng quat cic tham s6 A;la cac ham s6 tuy ¥ cia cac toa doé
pha A; = A, (qy.., q,). Gifta cic hé co hoc Z ta 14y ra mo6t 16p hé co hoc ¢é tinh
chét sau: d6i-véi mbi moét hé co hoe thude lép nay ton tai mot toa do pha nao
d6 ma khéng m4t tinh tdng quat ta co thé gii thiét la q, sao cho cac khai trién
Macloren theo bién q, cia cac tham s6 A, ciia 'hé co hoc dang xét la hiru han

- ;i ;
Ao @) = 2. By (@ Gu—1) G
A .

Toa dé q, ta s& goi la tga do &n con hé co hoc tuong ung s& goi la hé co
hoc c6 chira toa @6 4n. Chéng han ta xét hé co hoc mot bac tr do ¢d lue can nhot
va dan hoi phl tuyén

T G1(2) T+ Go(x) = - 0

Cac tham s6 ddc trung clta hé nay la gy(z)z, go(:x:) D& dang thdy rﬁng doi voi he
nay vin tde x s& 12 toa d6 An vi cac khai tridn clia A;, A, theo van téc x 14 hiru han.

Theo phvong phap khai trién chubi Macloren theo toa d¢ dn cac dac trung
x&c suft cia dap irng ngau nhién s& dwgc tim ¢ dang khai trién chudi Macloren
theo toa d9 &n. Giira cic kbai trién nay ta dic biét quan tdm t&i cac khai Lrién
hitu han. Cac Qdc troeng xac sufit tuong wng voi cac khai trién hiru dan nay ta sé
- goi 14 dic trung 34c sufit dn. Viéc dwa vao khai niém foa d6 &n trong nhiéu
trirong hop cho phép,din bai toan n-chidu vé bai toan (n—1)~chiéu. Trong co
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hoc gidi tich dinh nghia quen thudc vé toa ¢ dn la trudng hop riéng cia dinh
nghia néu trén (K; = 0). Nhu da biét néu mot hé co hoc holondm thé ning chira

toa d¢ in q, hay nb}lI khic di néu ham Hamillon H ¢6 khai trién bdc khong déi

vai toa dé iin q,v( 2 =ﬂ0)“th1 hé co hoc nay sé cho m¢t tich phdn dn p,= const.
3 .

§1. HE CO HQC MOT BAC Ty DO PHI TUYEN
Ta xét mot hé co hoc mot bdc tw do phi tuyén chiu lwe- leh déng ngau
nhién 6n trdng duge mo ta bdi phuong trinh sau - &

T4g@ @)=t m
trong dé &(t) — kich dong ngiu nhién 6n tring ¢é cuong do D. Gii thiét ring hé

‘co hoc dang xél cb chtra toa d9 in z vA ham g(n:, x) c6 khai trign sau

(T ) = Go(T) + () T + ¢ go(x) 22 )
Phuong trinh FPK dé cho ham logarit clia mit d¢ dirng p = InW ciia hé
(1), (2) ¢6 dang sau ' . .
P g, x)i_ﬂ_s_ﬂ.,'?_(o_?%_ﬂp,_)):o, @)
T 0T T 2 ax? T _
Nghiém cia phwong trinh nay theo phuong phap khai trién chudi Macloren
theo toa d¢ dn s& tim & dang sau
P, ) = [,(x) + fi(T) T +~ fo(x) 22 : )
Thay (4) vao (3) ta nhin dwoc hé phuong trinh sau.([6]) ;

lgo—_',I))—fg Df«.—o‘l—'D

f; — 2g'°f2 —ZDflfg'— gﬁg’—glfl =0

. : @)
f;_—'gngl_gg]fE—?‘szzo
" . 4 d
f2—28g2f9=0, ()—_;E
Diéu kién & cho hé (5) 1a' twong thich nhw sau ;
—2egyg =0 T (6)

Ta sé giai hé phuong trmh b!’mg phwong phép tham sé bé (s < 1). Trong

'gﬁn duang bac khﬁng ta cé

D
f tus. —-2—fm Dfsg— g =10
foo =28, f90 — 2D f1ofsp — G1of10 = 0
f;u—28:ofza“2D f~.-=o= 0'

f;. = 0, 8;0 =10



-

T do -
& & " s 2 z
'fzo=—%:glo=ﬁilm=03foo=“'—-'%Sgo(m)d-‘f ()
Trong gan dung bac nhét ta ¢6 tiép _
‘. — 2go 1‘2] — 2D fn .fgu —_— 2g2 — g1 fu = 0 :

e T 281 f.-n = 2&1: f20 — 4D le fes-- 0
Fha ' f21l—2ng:o _,.—0 ‘

5 ) 1 gn _—2g2_ gm =0

'I‘l!r 46 suy ra ' ) '

u '_( fn -~ —ng (=) d:n. gu = 25 J.gz(ﬂ;) 'iz .2 TR

SR

_ I= o for=2 J' (@ @ — .— & ng(x) da)dz -

'I.“-'-.[‘hay (7), (8) vao (4) ta nhﬁn dn'qc nghlém gan -ﬁung -béc nhit cua phwng trmh-
' 'FPK (3) nhw sau

p(x, 3’5)= J‘[go +2E' go‘[gﬂd‘r— B

gn] d:r+ +5Ig2 d:z: f ©)

Nhu viy ta cé dmh I¥ sau . ' 7 P

: Pinh 1y 1. Ta :cet hé déng lre mot bac tu- do duwéi tic dung cia lzrc ngau
. nhién 6n trdng

X

T :}_(B+'235.[-g2 (x) dz) T + € g () 2 + g () =E (1) (10)

' trong d6 ¢ — tham s6 bé. Khi 46 mgt d¢ xdc sudt cIu-ng W (x. z)clia hé (10)trong glin
diing bac nhit s¢ la W = C eF véi p cé dang (9).

" @ang (3, 6].

§ 2. PAUONG TRINH VI PHAN NGAU NHIEN BAC BA

i Trong théi gian gin didy phuong trinh vi phin bic ba céng' duoc ﬂhiéu
_ngudi quan tAm dén do c6 nhidu vin d& ctia kboa hoc vi ki thuit din dén cac
phuong trinh nay [4, 5]. Ta xél phuong trinh vi phdn ngau nhién béc ba.

T+1(, % 2) = 50 _ (11)
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Ta cht ¥ rdng trong .trudng hop khie =0 nghlem (9) tro thanh nghiém



trong dé (1) — kich dong ngdu nhién on tring cé-cu'bng dt} D. Gia thiét ring (11)
6 chira toa do An «gia t8c» x va khai tridn chudi Macloren clia ham f theo toa
dd 4n c6 dang

f(Z, 2. 1) =aZ + B 1), a>0 (12)
Phuong trinh FPK (rng v&i mat do xac suit dung W (7, Z, x) cha (11) s& 1a [1, 2]
i & o D i q 2 i
5B e W 4 Bl e “; =0 (13)
3T 2 x dx ) - 2 3z ,
Hay dé cho dang lliy thira clia mat do xac sudt
| W(&:’. z, ) = C exp [ P(z. %, %) | | © (14
P vi 2
LA, . - Y- z:))—a-—-_[”P +(°—P-)]—0 (15)
T 2x 2T 7 21 ax? ax

. Theo phwong phap khai trién chudi Macloren theo toa d¢ in nghiém cta phwong

trinh (15) ta s& tim & dang

] PE D) =3 g (@mAE (16)
i

Gitta nhirng loi gidi dang' (16) ta dgc biét quan t-am‘ téi cac nghiém dn, tire 12 céc

nghlém co khai ;rlen (16) hitu han

p(x, x;T) = Efpl (%, ) ' o (1D
=0
Thay (17) vao phuwong trinh (13). S6 m sé droe tim & digu kién sao cho sau khi

thay vé trii cia phwong trinh (15) la da thirc: bac m déi véi toa dé an z. Khi d6
ta nhidn dvoc diéu kién sau '

2(m—1)=m ‘ 3 (18)
L. (19)
T 4
Suy ra
m= 2_, O‘?Q =0
¢ AL '

Tit diéu kién (19) nghiém &n clia phuong trinh (15) s& c6 dang
P, T,3) = @0 (T, T) +1 (L, T) T + @, () 22 (20)
Thay (20) vao (13) ta nhan duge

(Lo 2y ‘L""'«;ﬂ) P (22 )r—— (914 292 5)(aZ + B(& ) —
ax hE dz T dz

_a—%l2rpz+fpf+4%%54.-4(9.’;5'521 =0
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le d6 4a c6 hé phuong trish sau d2 xac dinb g ¢ g5

2% . (p]B—a--Dcp..-—P—q'l 0

- ax

-iql:;:-l- m.P" —ag—2¢. B—2Dg, g, =0 (21)
’ ax 3T ; )

de;

> °¢I P 9
Iz <4 — — 2 — 2D =0
dz 2T : % Ty

Sau khl blén doi hé (21) duge doa vé dang
( (Pu ¥ (G-+D%)_’q)] (B +__D...?1‘)=0

2T 2

By '4_ ¥, -

Wk e o (G+D¢2) f??zB-; Dgyge= 0 | . _(22)
4 ) i ) . . * »
a S ; '+ . 2¢y(a+Dg,y) = 0-
dzx 2T
T ph:rtmg trinh thir ba de dang-suy Ta rang taeé the dﬁl
Palzx, ::: )= D“lgo(a:) + g,(::):c’ _ . (43)

Sau khi lhay vao phuong trinh thir ba ta cé
( dey + 282) z - 2‘P2(“+D‘P2) =0
Tu do ;
Ppp=——p8=0. 24)
va '
' . 2
¢z, T) = --D—al Bo(%)

Thay (24), (25) vao phurong trinh thir hai ctia hé (22) ta cé

2a dg, - %3 i -
D d=x T
tir 4o suy ra '
¢, x) = — 2%83(::, z)dx — ; ig" xl— S g,Z + Hy(x) (26)
, , . e

Sau hét thay (26) vao phuong trinh thir nhit ciia hé (22) ta nhén duoc

+ 8B .- 1 d%g, dg, - D dH, - 2 amy
z B= — — o 23 o 8 . — 27
S LY 2 dx? bt dz > 2a dzx * .ug"' =



Nhu vay ham s6 chua biét B phai théa man phuong trinh (27). Néu ta dat
x
SB('r,'a:)d:i: = S(z, ) (28)
khi ay
B(z,x) = ﬁ : (29)
3T
v phuong trinh (27) s& tré thanh phuong trinh dao ham riéng bédc nhit

: - ___Ldgo 3 _ dg, o D dH, - 2
'ﬂ—+ 8o(x ) > dx? z e +2_;T;I—ﬁgo (30)

Né&u ham S(z, z) c6 thé tim duoc thi tir (26) ta s& c6

dg .

va biéu thire (20) sau khi k& dén (31), (25) s& c6 dang |
Cass adng 2o % e
P(SC z, x) ) D dz T = g°5+ J(2) + = g,z = 1 (32)

Biy gi¢ ta tr& lai phuong trinh dao ham riéng cip mét (30), nghiém clia né cé
thé biéu dién & dang

S(z, T) = S,(T» T) + S$y(Z. %) . (33)
trong d6 S, — nghiém t&ng quat cla phwong trinh thuin nh4t
z 25 + go(®) °S;° =0 (Eo))
2z T

con S; — nghiém riéng cia phwong trinh (30). D& dang thiy ring nghiém tdng
quat cua phwong trinh thudn nhit (34) sé la

So(x! 3.7) =0 (% &:‘ = ‘J‘go(I) dm) (35)

trong @6 ®(S) — ham mét bi&n khi vi tuy y. Nghiém riéng-cﬁa phueong (trinh
khong thuin nhit (30) s& dwge tim & dang sau

Si(x, T) = —:-:3.-* 4 —;—:::3 + a(z)z? + b(z)

Thay (36) vao (30) ta nhin duoc

z(:‘ '=+-3—b-3:)+go(az=+u'+ 2a(z)z + b(z)) =
z
=_.!..£l:§°_xs_aig.s_j;a,+ D dH, — ag?
2 dazt dz 2a dx -
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ir do

da ' 1 dﬁ.gn
dx +98(T) = T2 da
db dg
o -r P oo
dz + T8:() al dx
* D-dH
2 e S S
‘gar(z)a(lx) T Ths
: Bo(%) b(z) =‘—ag}
suy ra _ S
[ b(a) = —egy(x), T =0,
g A g o S ST
RS N - . P d . B = const, -
a(z) = i ke Jf 8o() :f+u p=c y a7

5 ” | ' z 4 x
Hy(z) = — = g:(z) — 2;” (Jgotx) da:) + —4%“— J g.(x)dz

Nhu véy sau khi k& dén (37), (36), (35), (33) ta nhan dugc biu thic sau day dé
cho S(z, ) ' ' ' '

: i - s r
S@D=0( xﬂffgo(x) az) + 2 - (L

+ e J. g.(x) dx — p) x? — ag, () T (38)

Sau khi thay gia tri cta S vao dang thue (29) ta nhan duoc:

x

B(z, %) = a:i:s_( ng’ + 2o “go(x) dr — 2].&) 7 —
. e k
a®(s) -
-~ 39
ag,(T) + oS T (34)
vai
S=% '2+fgo(:c) dx (40)

Nghiém dung in cia phwong trinh (15) ta s& nhin dwoc néu thay bigu thire cla
S(z, z), H,(z) tir (38) va (37) vao ding thwe (32). Sau hét nghiém diung an cia
phuong trinh Fokker — Planck — Kolmogorov (13) sé biing
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z

gi 3 : 2
W(z, z. x) = hexp ; —% I+ ( "'Bd J‘go(:c) =

£

20 ) o0 2 o _ [z de) — 2 g7(z) —
—) o - fum ) - pra@

=

b 4

_ 2o (J g2 dz) + 2k J' go(®) A +

D
+21_ﬁ(1;)3;_ix~% - (41)
D *° D

trong d6 h = const. véi gid thiét ring cac ham sé ®, g, phai théa min sao cho

ham sé Wz, r. ) (41) c6 moi tinh chét clla ham mat d6 xiac sudt tic la sao cho

W2, 3)_ o o s~ Wi %, Dis p =0

,H.J.W(E' z, r) dz dx dzr < =

Toém lai ta nhan duge dinh 1y sau

Pinh Iy 2: Ta xét phuong trink vi phdn ngdu nhién bdc ba

r+ ar + oxd — (% + 2¢ J‘ g.(x) dz — 29.) z =

atb(s)

—agy(T) + ——zx = i(1) (42)

. 2 z - 3 > : ) y
frong dé S = 32- — j g(x) d=, (¢)—kich déng ngau nhién én trdng ¢é cwdrng dé D.
Khi d6 mat d§ xzdc suit dirng tieong thich cia cdc dai lwgng ddp irng ngdu nhién =.
x, = sé bing (41).

-B!a chi Nhan nghy 20/1/1979
Vien Co hoc, Vien KHVN
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RESUME

ETUDE DES EQUATIONS FOKKER — PLANCK — KOLMOGOROV PAR METHODE
D'UN. DEVELOPEMENT EN SERIE MAC—LAURIN A COORDINATE CYCLIQUE

Dans la théorie des stochastique processus des systémes dynamiques, la méthode des
équalions Fokker—Planck—Kolmogorov a un rdle de grande importance. En appliquant cetle
méthode on rencontre une grande difficulté parce qu'il faul résolver des équations differen-
tielles aux dérivées partielles du second ordre avec les coefficieles dépandants des coordinates.
Dans cet article on étudie des é&ualioss FPE par une méthode, qui s’appelle la méthode d'un
dévelopement en série Mac — Laurin & coordinale cyclique. Dans le résultal on a recu une
classe des équations FPK pour qu'on peunt écrire toul de suile ses solutions.

a

HOf NGH] LAN THU NAM VIEN TRUONG VIEN CO HOC
THUOC VIEN HAN LAM KHOA HQC CAC NUGC XHCN

Tir ngay 1-4-7-1979 tai ngoai 6 Beclin @2 tién hanh hoi nghi noéi trén véi cac nodi dung
+hinh nhur sau:

— Nhirng két gqua co ban vi trxén vong nghién cuuw vé d& tai POng luc hoe he vat
rin, dao d6ng vd 40 tin c4y cha cde cOng trinh, di2u khikn va 161 wu hoa hé co hoc.

— Noi dung vé hinh thire hop tac nhidu bén trong linh vuc eo hoc gira cac vién han
l14m khoa hoc céc nuéc XHCN.

— Thong b4o nhitng k&t qui nghién etru quan trong nh&t ¢6 tht dua vao sin xuft v
cac thiél bj thi mghi¢m, cic chwong trink miu 43 ¢6 dung trong nghién ciru co hoe & céc
nude XHCN.

— K& hosch mo cée 16p chuyén dg, edc hoi nghi Co hoc 1981—1985.

Poin dai bidu V.N. do d/e Nguykn Van Dao, vién trudng vién Co hoc thude vitn kbhoa
hoe V.N.. lam truéng doan dé tham dv héi nghi. Toan thé hoi nghi di nhéi tri quyél nghj
ting cwéng giup & vien khoa hoe V.N. tropg vitc dao lao ein bo, théng tin co hoc va xdy
dyng céc eo s& thue nghitm eo hoe. .
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