
• --vt ··vAfi B£ KHAO SAT PHITO"NG TRINH FOHER - PLANCK -
·«oiMoGOROV .BANG -PHU'UffG P11AP ·DIA-l TRJbf ·CHUOI 

- - a.. 
IIACLOREfi THEO TQA BQ AN . -

NGUY~N -Bl>NG .ANH . . (_ 

TRONG 'ly .thuy~t qua trinh ngAu nhi~n trong each~ d¢nglvc phtrO'ng pha.p dl,l'a 
-· tr~11 -~hung phuong trinh FOiq'{ER-PLANCK-KOLMOGOROV c6 ·m¢t vai tro 

. . dt·qUaD 'ti-Qng. Thy v~y vi~c kb.ao "Sat dao d¢ng rigau nhien b~ng phtrcr..ng phap 
~y,~Jp m()rikh6 khln ·cO' bin·do phii :giii ~phvong trinh d~o ·ham rieng :cap hai 
~d. ~elh~-...so phl;l' thuQc phuc ~P <vao ·cite tva d;<?~ ·T:rong 'bai him n8,y de c~p m()t 
pbv(1I}g -phap giai Jlhua-ng·trinh FPK. N()i dung cua phtrO'ng phap nay nhtr sau : 

. . 
Gia thi'r trong kh6ng gian tQa d(> pha (q b . q2•· ' qll) ta xet cac h~ CO' hQC ~. 

Moi h~ co hQc nay thuang duqc d~c tnrng hoi m(>t nh6m tham so nao do A 1, 

Trong truerng hqp tC>ng quat cac tham so Ai la cac ham so tuy }· cua cac tQa d9 
pha Ai = A.l (qlt•• q~). Gifra cac h~ CO' hQC 2: ta lay :ra m9t l&p h~ CO' hQc c6 tinh 
chat sau: doi "VOi rnoi m(lt h~ CO' bQC lhUQC lop nay ton t~i IDQl lQa d() pha nao 
.do rna khong mat tinh tong quat ta c6 th~ gia thiet la qll sao cho cac khai trien 
Maclaren theo bie'n qD CUa cac tham so Al c\ia 'h~ CO' hQC dang xet la htru hl)..n 

Ki . 

AJ (qJ, ., qn) = L Bj (ql ;. , qn-1) q~ 
j~O 

TQa d9 q., ta se g9i la t9a de? an con h¢ ca hc;>c tuang ung se g9i Ia M co· 
hQC c6 chi"ra t(_)a d¢ an. Ghang h~n ta ~¢l h~ co hQC rn¢t b~c tv do co ltJC. ca.n nh6t 
va dan hoi -phi .tuyen 

Cil.c tham so d~c tnrng cua h~ nay la g1(x) ~. go(x). De dang thay rAng~ doi vai h¢ 
nay v~n toe :i: se la tc;>a d() an vi cac khai trien ciia Al. A2 theo v~n t6c X la hu'u h~n. 

Theo phuong pha.p kbai trien chuoi Macloren theo tQa d¢ an cac d~c trung 
x~c sutH cua dap ung ngau nhien se dugc tim a d~ng kha i trien chuoi Macloren 
theo LQa d(> an. Gifra cac khai trien nay ta d~c bi~t quan tam teri cac khai lrien 
hfru h~n. Cac d?c tnrng xac sudt tuong ling y<Ji cac khai trien hfru il~n nay ta sc 

· gQi la d~c trun·g :iac suat an. Yi¢c dtra vao khai ni~m tQa d() an trong nhieu 
tnrang hgp cho phep,dan bai toan n-chieu v e bid toan (n-1)-'Chieu. Trong co 



hQC gi:?li tich tljnh nghia quen thu¢c ve lQa de) an Ia trtrong hqp rieng cua djnb 
nghia neu tren (I\.1 = 0) . ~htr eta biet neu m(>t h~ co hQc holOnom the nang chua 
tQa. d(> an q

11 
hay n6i khac di neu ham Hamilton H co khai trien h~c khong doi 

v6i l<)a tf¢ ~in q 11 · ( lllL~O) 1hi h¢ co_ hQc nay se cho m(>t tich ph:ln an p11= const. 
c)qll . 

§ 1. Bt CO' HQC lfQT B~C TV DO PHI TUYtN 

Ta .xet m¢t h~ co h<;>c m(>t b~c l\1' do phi tuyen cbju l\fc· kich d<?ng ngau 
nhien on trAng tl:ugc mo ta boi phtrong trinh sau • x + g(z, x> = ~ (t> OJ 
trong do ~(t) - kich d(>ng ngau nhien on td.ng c6 cuong d<? D. Gia thiet rang h~ 
"co hQC dang xet c6 chua tQa d¢ an X va ham g(x, X) c6 }\.·hai trien sau 

g (X. X) = g0 (X) + St(X) X+ c g2(x) ;i:2 (2) 

. Phuong trinh· FPK de cho ham logarit ciia m*t (19 dfrng p = ln\V cua h~ 
(1), (2) c6 d~ng ~au · 
. x ~- g (x. x) ~~~ - ll? - _Q_ ( ,2_~ + ( ·}~ )2) = 0 . 

c)X c)X clX 2 llX2 .lX 
(3) 

).;ghi~m cua phtrong trinh nay theo phuong phap khai trien chuoi Macloren 
theo tQa d(> an se tim 0 d~ng sau 

p(x, X) = fo(x) +II( X) X-:- f!!(x) x2 

Thay (4) vao (3) ta nh*n dugc h¢ phuong trinh sau .([6]) 

' 

f 1 g - _Q_ f 2 - Df., - cr1 = 0 
0 2 1 . ~ 0 

f~- 2g0 f2 - 2D f 1 f~- 2e gs- g1f1 = 0 

< 

t 
r; - e g2 f 1 - 2gl I 2 - 2or; = o 

f~ - 2 e g2 f, = 0, n = ~ . 
dx 

Dieu ki~n d~ ch,o h~ (5) la· tuong thic_h nhtr sau 

g; - 2 e g2 S1 = 0 . (6} 
' Ta se giai h~ ·phuong trinh bbg phu ong phap tham so be (e < 1). Troag 

gan dung b~c kbong ta c6 . · 

{ f 10 go - ~ f~0 - Df2o- g1o = 0 

'f~0 -2g0 f20 -2Df1of20 -gtof 1o = 0 

I f • · ') r ')D rs o 
10- .. Szo :o-- ~o = • 

f~, = 0, s;o = 0 
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Tir ll6 · 

. . . 
Trong gan dung b*c nhlt ta c6.tiep . 

( fd1 -:- 2g; f 21- 2D f11 !10·- 2g~- g10 f11 :- ·o 

:, ... :. . ... · .. .J f~ 1 .- 2g10 ~21 ~·.2gu f20 - 4D f.t 1 fta.-:- 0: :. · 

. .. . . ~,- f~l - 2g~:ft~ . . . . 0 ,.~ ' . . . .; . . 
. ,:> •:·: .·.· gll--: 2g!,gl0 == 0 . , , . . 

~T~ UOsu~ ra I rll . ~ ~ J ~. (x) dx, ·gn 2p.fg,('") ax, 
· .. -: . ., : , ~ ·. . , Jx .· .· . 2a : j .·.. . .. 

. . ;.: .. .-·. ,.. ·: .,' _ _:;·'(_r~·~ · .. . ·. o. ! 01. _ _ ·2 .. ·<~z (x) ·~ .·n. ,g~ ·lrg2(x) ,dx) dx · 

(7) 

(8) 

. ,;· ... :.:.".' . . - r . ; . ·. :0: ~ . • 

.a&y ·::(,7')~ (8) vao (4) ta nh~n •du:qc nghi~m gan .dung ·b~c nhat . cua ,ph\r.O'ng lrinh 
.-·FPK :{3). nhtr sa·u .. · . . ·. . . . . . . 

~(x, X> _- ~l-) f 1~. +2•g.j g,d:r - •; i;;] dx + ( f +• I g, ax) :i: 'I (9) 

Nhu v~y ta c6 d!nh l)· ·sau · 

. Dinh-~"IJ' 1. Ta xet h~ lt9ng li,c · m9f bf!,c il! ·do dtt&i tac dr.;.ng ciia ll!C ngfm 
. . nhiln l>n trang 

X 

X . +(~+' 213 E f g~ (X) dx) :i: + E g2 (X) x2 +go (X)= ~ (l) (10) 

. trong lto E - tham so be. Khi i16 mf!,t i!~ xac suat dir~g w (x, x)' ciia h~ (10) trong gan 
ltring bgc nhat se Ia w = c eP veri p c6 d{I.ng (9}.· 

Ta cht.i ~- ding trong. tru&ng hqp khi E = 0 nghi~rn (9) tra thanh nghi~m · 
dung [3, 6·]. 

§ 2. PBUO'NC TRiNH VI PHAN NCAU NHI:£N B!C BA 

· Trong tboi _gian gan day phuqng trinh ,·i phan b~c ba cang dugc nhieu 
. ngtrCri quan tam den do C6 nhieu. van de CUa kboa hQC Ya · ky thu~t dan den cac 
phuong trinh nay [ 4, 5). Ta x·et ~uO'ng trinh vi pban ngau nhien b~c ba. 

(11) 

·so 



. . 
trong do ;(t) - kich <1¢ng ng:lu nhien on tning <-'6 cuang d¢ D. Gia thiet rAng (11} 

c6 chua tQa d¢ an (( gia toe)) ;; va khai trien chuoi ~facloren cua ham f lheo tQa 
J¢ an c6 d~ng 

f(x, x. X) = a X + B (X, X), a> 0 

Phuong Lrinh FPK .ung vai m~t ct<? xac.suiil dung w (X, X, X) cua 

i:JW - ilW .. ' . .., .. . D ili W 
--x + -.- x- - .. - (\V (ctx +B(.r-,x)j-- .. ., 
3X ax Jx · 2 <1 x· 

Hay ~echo d~ng Juy thlr:a cua m~t d9 xac suat 

W(x, ~· X)=:= c exp I P(x, X, x) I 

(12) 

(11) se la [1. 2] 

= 0 (13). 

(14) 

--x + -.- x- - .. - (ctX + B (x, x))- a-- --.. - + -.-. · = 0 (15.) aP · aP ·· aP ·· · D [ o1P ( ,p )~] 
ax ., x ax 2 axz llX 

· Theo phuong' phap khai trien chuoi ~!acloren theo tqa d¢ an . nghi~m cua phuong 
trinh (15) ta se tim a d~ng 

P (~. x, x> =~<pi (x,x)xl (16) 
i=O 

Giua nhung lai gi:H d·~ng. (16) ta d~c bt~t quan tam tai cac nghi~q1 an. tuc la cac 
nghi~m c6 khai trien (1o)· hfru h~n ~ 

m 
p (X, ;: x) = 2 cp, (X, X) xi 

i=O 

(17) 

Thay (li) vao phtrong trinh (15). So m se. duqc tim adieu ki~n sao cl'!o sau khi 

_thay _ve trai cua phuong trinh (15) la· da thrrc · b~c m d6i vai tQa d¢ an x. K~i do 
ta nh~n duqc dieu ki~n sau 

Suy ra 

2 (m- 1) = m 

il(j)ffi . 
. - . - =0 

ox 

Tt'r dieu ki~n ( 19) nghi~ an ctia phuong trinh ( 15) se c6 d~ng 

p (X, i:. X) = cpo (X, x) +·<f>l (x,x) X+ 'i''l (x} i:i 
T~y (20) vao ( 15) t~ nh~n dugc 

(18) 

(19) 

(20) 

( 
clcp "'Pt .. tlrp, .. ) • ( •HP ol<p1 .. ). .. .. .. • 

-
0 + - .r + - x2 X + ----:-2 + -. X r- (<pt + 2cp'! ,.t)(az + 8 (x: X)) -

i)X ,)X dz o)X O:Z: 

0 .. .. 
- ~ -

2 
[2cpz + (Pi +- 4~Pt 'P2 x + 4cp~ x:l] = 0 
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I tr d6 ola c6 b~ phuong Lriah ~U cU 1:8c ~nb CJlc,. Cfil, q2 

. 

.-a~ · · D ~ 
I - 'h B - Cl - Dcp2 - ._, lfi = 0 

· bX 

_!!L :i; + e!o - a cp1 - 2q;~ B - 2D C/>1 Cfi2 = 0 
ex ex 

dcp2 • ecp1 2 2o s 0 
-- X + -.- - ::l Cflt - IJl = 

· dx ex z 

Sau khi bi~n doi" h~ (2~) duqc du:a ve d~g 

\ :~ X- <m+n..l- .,, (B+ ~ .~,·k o 

( - ~fPl .:i: + e<po . -·cpl (a+Dcp2) -2cp,B._:_. Dcplff:z=. 0 

·( . ~:2 · · ::1: . .. ~~ . ·n .- . · {) .. 
-- ·x + -.-- -¥.2(a+ CJ>2) = · ·· 
dx . a~ 

Tir . phuong ·.trinh tb tl ha de dang-suy Ta rang .ta .e6 th~ . ~t 
• 1 .... • • • • • 

'Pl(x • .!C ) = 2aD-l~(;t)·+ g1(~)x~ . . ,. . 

Sau khi tbay vao phuong trinb -thu ba ta c6 

Tir do 
( 

dq> . ) •• 
dx1 7 2g2 x- 2c.p2(a+D<p2 ) = 0 

fl>2 = - ~ ' g2 = 0 

Thay (24) , (25) vao phucmg trinh thu hni cua h~ (22) ta c6 

2cx dgo X + b~o + 2a: ~ + 2~2 go = 0 
D dx ox D D 

tir d6 ·suy ra 

X 

•· ex -~ • • a. dg • 2o1 
• Cfo(x, x) = -:- 2- B(x, x)dx - - ~ x 2 

- -D go X + H0 (x) 
. . D . D dx 

Sau li~t thay (26) ,·ao phuong trinh lhfr nhat cua h~ (22) ta nh~n duqc . . 

X 

(21) 

(22) 

(24) 

(26) 

X { ~ dx + go-B=-_!_ d!go xS- ~ dgo ~~ + _!?__ dHo X- Clg2 (,21} 
J ox . 2 dx2 dx 2a dx . o· 

I 
il 

! 

. t 



I 

Nhu v~y ham so chua biet B phai t~oa m~n phuang trinh (27). ~Mu ta d~l 

X 

khi :iy 

~B<i-.-x>dx = S(x.x) 

· llS 
B(:r,x) = -. 

a:r 

va phuang trinh (27) ~e trcr thanh phuang trinh d~o ham rieng b~c nhat 

(28) 

(29) 

· aS <1S 1 d'go · 3 dgo •z D dH0 • 2 (30) x-+g0(:r)-. =----X -a--x +---:r-t~g 
ax <IX · 2 d:r'J dx 2!1 d:r o ' 

Neu ham S<x. x) c6 the tim duqc thi tir (26) ta se c6 

((!(X X)= - 2-=-s-~ dgo x2 -
2"

2 
g X+ H (x) (31) 

-ro ' D D d:r D o o 

va bieu thirc (20) sau khi ke den (31), (25) se co d~ng 

P (x, X, :r) = - 2...::.. s -.::.. dgo x2 -
2"

2 
g X + H (:r) + 2

a. g X-~ zS (32) 
D D . ax . D o o D o D 

Bay gio ta trb l~i phuang trinh d~o ham rieng dip m¢t (30) , nghi~m cua n6 co 
the bieu dien b d~ng 

S(x, x> = S0 (x. :r) + St(x. :r) (33} 

trong d6 S0 - nghi~m t~ng quat cua phuang trinh thuan nhAt 

• a$0 +. ( ) aSo _ Q 
X -- go X -.- - (34} 

<IX ax 

con S1 - nghi~m rieng cua phuang trinh (30). D~ dang thay r:ing nghi~m t~ng 
quat cua phtrang trinh thuan nhat (34) se la 

X 

So( X, X) = ~ ( ~ x1 
- f go( X) dx) (35) 

trong d6 <n(S) - ham m¢t bien kha vi tuy y. Nghi~m rieng cua phuong tx-in.h 
khong thuan nhat (30) se duqc Urn _a d~ng sau 

• e1 • r . . . 
S1(:r. :r) = - : 4 + - x3 + a(:r) :r' + b(:r) :r 

4 . 3 

Thay (36) vao (30) ta nh~n d11gc 

X ( da xt + db x) +So (CI:i:3 + T .:.Cs + 2a (.r) X + b(:r)) .:.... 
d:r dz 

J dig · tlg · D dH · = ----0 r- r.:t--• X 2-+- --0 
X - ag.! 

2 d:r• d% 24 da: • 

3-CH . 



= ' - ag2 
0 . . 

suy ra 

:r .' 
I ,' i 

(37) 

·. ·· 1 d .. 

5 
. . 

a(:r) : = . - -· ~- cr g
0
(x) dx + J.L, · f.L = const', . 

. 2 ~ . . 

X 

·· · ·· a · 2aa ( f )' 4a.IJ. s H0 (X) = · - - g2 (:r) - -- g0 (X) dx + -- g0 (X) d:r 
·~ D o D D . 

. - . . . - ";;"~~ 

~hu v4.y sau khi ke den ·(37), (36), (35), (33) ta nh~n dugc bieu thuc sau day de 

cho s {:r, x) . 
• . X 

s (~. x) = 4> ( + x2 ~ f go{ X) dx) .+ ~ x•- ( ~· · !~0 + 
X 

+. J go( X) dx - f.L) x2
- ago (x) X (38) 

Sau khi thay gia tr! cua S vao d~ng thll'c (29) ta nh~n dugc 

X 

B(x, X) = crxS ~ ( ~; + 2a· J go(X) dx- 21-L) X-

~Cl>(s) 
- ag0 (x} + X 

oS 
(39) 

v&i 

(40) 

Nghi~m dt!ng an cua phuang trinh (15) ta se nh~n duqc neu thay bieu lhtre <'U<J 

S(x. x), H
0
(X) tir (38) va (37) vao d!ng thirc (32). Sau hel nghi~m d irng an cua 

phuang· trinh Fokker- Planck- KolmogoroY (13) se bang 
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:( 

\Y(x, x. X) = hexp I - ~ x4 -i- ( 
2

a.<1 J go(X) d:c-
l 2D D . 

'):tf.J. \ . :1 ( x2 s" ) :1 . -----1 x 2 - 2-ct> -- ·<J (x) dx - -!!2 (x)-
D } D 2. ,.,o D ~o 

1 .x 

-
2~11 

( J g0 (X) dx) 
2 
+ ~~IJ. f g0 (X) dx + 

+ --- C1 (X) X - - X 2 '):t . • a . . ~ 
0 oo D 

(-U) 

trong d6 h = const. vai gia thiE'H ring cac ham so <%>, g. phai thea man sao cho 

ham s6 W(x, x: .r) (41) c6 mQi tinh chat cua ham m*t d¢ xac suat tuc Ia sao cho 

W(x, X; x) - _L -= w(i. X, x)' _ . + = 0 x-..!...- x-_oo 

J J J w(i. x. x> dx d:i: dx· < :10 

--
T6m l~i ta nh~n dugc dfnh ly sau 

Binh Iy 2: Ta xet phrzO'ng trinh vi phd.n ngau nhien bQ.c ba 
1 

-~· + ax+ axa - ( !~o + 2a f go(x) dx - 2~&) x -
o<l>(s) • 

-ag0 (X) +~X= ;(t) (42) 

• % 

trong adS= ~! - J g(x) dx, ;(t)-ktch ag~g ngau nhiett oti trd~g e6 ·erz&ng a~ D. 

Khi ad mt,Zt at> xac suat di.rng trzung thiclt cua cac aq.i luQ'ng ~ap ifng ngau. nhien x. 

X, z' se b/i.ng ( 41). 

EJta chi Nh~n ngay 20/1/1979 

Vtrn Co h(1c, Vttn KHVN 
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RESUME 

ETUDE DES EQUATIONS FOKKER - PLA~CK - KOLMOGOROV_ PAR METHODE 

D'UN. DEVELOPEMENT EN SERlE MAC-LAURIN A COORDINATE CYCLIQUE 

Dans la theorie des stochastique . processus des systemes dynamiques, Ia methode des 
equations Fokker-Plancit - Kolmogorov a un rOle de grande importance. En appliquant c:etl~ 
methode on rencontre une grande difficulte parc:e qu 'il faul resolver des equations differen­

tielles aux d~rivees parlielles d~. second ordre n vee les coefficieles depandants des coordinates. 
Dans eet article on etudie des equalioss FPK par une methode , qui s'appelle la methode d'un 
developement en serie Mac - Laurin a coordinate -cyclique. Dans ·lc resultat on a rec;u une 

elasse des equations ,FPK pour qu'on peut ecrire tout de suite ses solutions. 

Hc)f NGHl LAN THU N.hl VI£N TRUONG VI€:N CO HQC 

THVOC Vl~N HAK LAM KHOA HOC CAC NUOC XHCN 

Tu ngay I-4-i-19i9 t~i ngo~i 0 Beclin dri ti!n hanh h¢i nghi n6i tr~n v<ti cil.c n¢i dung 
r.:. h inh nhu sau : 

- Nhfrng kft qua co ban vii tri~n vc;~ng nghien c\ru Vt c1~ tid D¢ng l1,1c hc;~c h~ v~t 
r~n. dao d¢ng va d¢ tin c~y cua cac cOng trinh, di~u k.hien vi. t6i \rU h6a h~ CC7 hQC. 

- N(li duni Ta hlnh thuc: bgp tac nhi~u ben trong linh V\fc co hoc gifra cac d~n han 
lim kboa hQc eac ·nu&c XHC?-\. 

- ThOng bao nhfrng klt qua nghien ciru quan lrQn£ nhlt c6 th~ citra vi.o san :xull vi 
~ac tbiH hi thl Dghi~m. cac chllong trinb mau c1~ c6 dung trong ngbien c\ru co hc;~c u cac 
nuoc XHCN. 

- Kt ho,ch mo c4c l&p chuyen cle, de h(li nghi Co hQc 1981-1985. 
Do&.n d"i bilu V.l'\. do fJ/c Nguy~n Vln D~o. vi~n truang vi~n Co h9c thuQc vi~n kboa 

h9c V.N .. lt!m truang doan 4i tham dt.r h(li 0ghj. Toi.n the h¢i nghi cU. nUt trl quylt nghj 
tlng cu&ng giup do Ti~ll kboa h«;~e V.N. trong Yi~c cho t11o cin b¢. th6ng tin ca hQr va xiy 
cSqog cac tO sa tb\1C ngbi~m CO hQC. 
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