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Vt VAN B£ DIAO SAT PHU(JNG· TRINH ·FOKKEl- ·PLANCK -
·~OLMOGOIOV ·BAKG PHUO"NG PHAP THAM sO .DitU lHitN 

~GUttN ·BO_NG . A!\~ 

·HI~N nay vi~c .nghien cuu. dao d:(>ng ng~u nhien . trong cac h~ dQng h.rc-, chju · 
ldch ·.ct()ng ngau nhien c6 mQl )· nghia I)· ~huyet va ung d1,1ng to Ian. Ph.uung 

· . philp ·.phuang trinh ·Fokker - Planck- Kolmogorov la . .m(>t trong nhii'ng 
phuang phap ca ban de nghien euu· dao. ·d(>ng nglu nhien. ·Theo · phuong phap 
n'ay d~ tim ,cac ~c tr..ung xac . suit cua dap ung nglu nhien can phai gilti m¢1 
phua.n.g tririh d~o ham_ rieng cip hai. ·Day la m(>t van ·a~ rlit kh6 ([1, 2]) . 'frong 
·13}:-trinh .bay m(lt so phuang phap .giai phua.ng .trinh FPK. Trong bai bao nay de 
~p Uri van de khao sat phuang trinh FPK ha.ng m(>t phuong phap g<;>i la phuong 
phap tham so dieu. khi~n. y tuang cua phtrong phap nay la b cho hang each dtra 
vao tham so dieu khien nao d6, phuong trinh FPK dugc tbay bang rn(>t phuang 
·triilh d~o ham rieqg cap m¢t. Tham so dieu khien se duqc ch<;>n sao· cho phuang 
trinb na:y c6 the tich phan duqc. 

c . . 

§ 1. B~ D()NG . ~V'C PHI TUYtN MOT B!C TV DO 

Ta xet h~ d(>ng h.rc phi tuyen m(>t b*c 1\f d·o du6i kich d(mg ngiu nhie n 
t: on lrang », duqc ino t~ boi phuong trinh vi phan sau 

:r· + f(x, x) = .YE' S{t) (1) 

Phtrong trinh FPK ung y6i m~t d~ xac suat dirng W(x, x) cua h~ (1) se la (·[1, 2]) 

trong d6 D- cucmg c1¢ cua h.rc kich d~ng 

Tir (2) de dang c6 .. 
l( 

- ED ~W- J 11 • • WI = - -- + - (Wx) dx 
2 bX ex 

• 
. .. ~ . 

(2) 

(3) 



- · J• 

. --- . - :· . --' ~- .~ z.-~ ; -' ---~t 
Ta dua_ vao_ tham sci d_iea kbi~n_ A(%; i) ph~· thu~c _vto lQa. ttt.~.v.i v~~~,~ 

X, i va.· lien he veri w hoi dieu kien sau . . . .. . .. -. . -,..-r.. .. . . . . . . ' . . . .... ·.- .. .. ~ 

· hay 

z 

- (Wx) dx = W/(; 
. J ~ . . . . 

~~ . 

~ • it t~T 
- (Wz) = --.. (-u··/\l 
~% 

Khi. do thay (4)· vao (3) ta nh~n duqc 
·. 

• . . sO ~w .• 
f(x, X) = --- ; -- + A(x. x} 2w ~x 

. . -
: ,'»(_ 

, . 
·-·. ~{4) 

.• J ._ ·.: ,~ 

. ·., 
:_, .. 

' 

. (6) 

Ta chu y l'dng neu cac: dH~u ki~n (6.), .(5) dm;rc thoa maa ·thi dieu ki~n (3) va suy 
ra phuong trinh FPK (2) ciing duqc thoa man. Nhu v~y ta co djnh lj sa11 

~jnh ly 1.1 

N~u trong phucrng trinh FPK (2) htim so {(x,,l:) ctuvc xac afnh bbi bieu thm 

(6) trong ao f\(x, .X)- tham $0 auqc ch9n naq a6, thi nghi~m cua phucmg trtnh nay 
se 4urrc xac afnh tir phucrng trtnh· aq.o _ham riblg b~c n.Mt {5). -· 

. - Van deJa a cho tham so /\(x;x) se duqc chqn·sao cho phuong trinh. d~ci 
ham rieng b~c nhat (5) ·co the tich pha.n duqc. De dang. thay rang ngbi~m cua 
phuong trinh (5) co the bieu ·dien b d~g · 

. . . _(.7) 
.1 ... ' . . . . 

.trong do ham g(x. x) Ia nghi~m cu:i ~phuong . trinh thuin nhaf sa.u .. 
~g ~ tg ~ 

- X - -:-A (X,. X) = 0 
ox . 6$ 

Ta xet tar(mg RI!IP ''' 8f o khi Lham so dieu khi~.n dt.rQ'C chqn khong pht;t' thuQc 
vao vl).n t6c · ~"t. f.-c.. . .. 

' A (x, x) = a(x) · ~9) 

khi d6 phtrong trinh (8) se co d~ng 
&g .· ~g ( . 0 
-·X ---:--a X) = 
~X OX 

(10) 

nghi~ m cua phtrong trinh nay se dtrQ'C tim a d~ng 

g(x, X)= Cexp -- :t,.. (:t) + az(:.r) x~ + -~- x . C = c.onst · ~ 1 ( · • a (X) · ") ; 
sD -l · • 

( 11) 



Thay (ll) vao (10) La rh~n dugc hfba phuang tr inh vi phan sau de xac d!n~) 

Tir d6 ta c6 

{ 

da4 0 dc.2 ( 0 --=, --a.a::t)=. 
dx d:r 

dao - 2o2 a(.l:) = ·0. 
dx 

{ "• = e«, '«; > + ·~ fa(x) d:, 

) • X · :1 

r C10 (X} =~~-~~{X) dz + e~ (~,a( X) d~r 
I 
\ -Gt, j3 ~- const. : 

.. .. . ' : .... . 

Nhu '~~y nglii~m. cua phrr.ang trinh (10) se Ia 

•· X X 

• I g.(x. X) = c ~xp .~ ::::- -£~ ·r 2~ J a (x) dx + e~ ( J a(~) dx r .+ 

• + (H;~s~~Jdx )'"'+ 7 x·Ji 
va nghi~m c~a · phtrang trinh, (5). dtrgc tim Lheo (7) 

• z :r 

(13) 

':·(x. x) . e~ · ( 2~ :_~:_~x>_~,x +_:~x2.) x exp ~ - 8~ _ ( ~~ f a(x) dr:J+ 
.. ' ..... . 

•, %. I X :'1 

. ,-'+Eel ( s a(X)d::tr _+ (i + E~,s a(X)dX )x2 + E: z4 ] ~ (1 4) 

Bt cho (14) la ·ham m~t d(> xac su[L La can d~t cac dieu ki ~n sau 

X 

~.a ;;> 0, ~ + Ea ~ a(x) dx > 0 

X 

~ a(x) dx-+ + oc , :r- + oo - (15) . 

Ham f(x, x) se dtrgc tim theo (6), (9), {14) 

f(x, x) = ( 1 ()) 
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L 

. · .. '::. . .. :.· : '• . . .. ~9.!l 
--~- ~ -- .· . .. ·-~ . ·. . . . . . . :.*~~ ··: /::·~ 

.N~u biy gia coi ·a< 1 k~i d<t.trong gan. A~&bt'e:~blit ta ·c6t~ th~· h~~.s6·r~~&-.c6, 
ch~a e2 trong bi~u thuc (16} ya t~ n~~n cl11Q'~· -:~- - .· ~ .: , · · :·f. i~; . \~.~.~f 

. · r . ·. . ~·-~~"'~ ... · .·:· ·::, .... .. ··:. ~-~·- ~:;:..t; 

·. ·.. f(~. X)=(~ 7 8CI·J a{x)dx').i+-~ ~~ .. ·;s-+·~(;c~ .ll ~-c ~-'~.~:-. jl'~f 
I • \ • , • z • . •- ... •· • ' '' • "'-F . • 

T6m l~i ta c6 djnh ly sati · . · · , . · ... · . · ·. :_.·, · :: . · .. ,:· __ , ~"= . 
.'·---·= -~- . •' •. . t-;_ . : -- ~ 

Djnh ly 1.2 I .. ~.:;·· :\~~ • . . ..,..__ ·"~~ .. >.~>~:;A 
Ta xet h~ d~ng li!c·m~t b(lctl!·do, -cruvc m6·tci bui phuang trinh ~iluinn~a~ 

,nJaiin saa · · " ·. ~: ----~:"::' · : · : .~-::;-~~' ·:.:·~~~:'iS?. 

:r· + (!! + ea. f a(x) dx-) .x· + . :s;~ ~3 + a(x) = ·rt"~(t} . . . '_ci8) 

trong. d6 a - tham so be, Mt) - kich dt)ng ngau. rthiUI (( 2Jn trdng >J c6 cu&ng 49. D. Khi 
d6 hiim. m~t d9 xac saO..t lirng W (x, x) ~U.a (18) trong gan dung b~c phift se la (14) 
Trong truang hqj> rieng khi · : 

. X 

' ~a (x)dx = rxz-=. 1,. r > ~ 
thi phtrong trinh (18) se la 

x + (13- ,~ (1- rx2)) x + --=:. :i;a + 2r x = ,;-;-; (.t) ~ 
2 . . · . .. 

(20} 

va nghi~m ~ Clung b~c nhat (14) se la . ·. . · .. · _ · 

w <x. x) == J~ <213 + 2e:«(rx2·-I>.+ '" x2·> x ~Xp ~~ : ,~.-. [2.~· ~rx:~·- ~>+· __ , : 
. . ~ ~~ (Tx~ :_ 1)2 + Ol~ c~(rx~ -1)r_ f~+. ·:; ·~ lt·· ·~· .... : .. .. :. (2t~ 

· d~c bi~t khi ~ = o thi phuo~.s tri~h _(18) s~ . r~. -- ~ .. ·· : · -· ,.. . ·· . -;Sd:i·\~~ . <\~;~ 
x + fl.r -t- a{:.);-· 'l~~·:g(t) . .. .. ·.·::: .. . - ·; · . . ": _ 

khi d6 nghi~m gan d(mg . b~~ nh~t (14) seo"la ~ghi~m dung v·a. b~ng cr4~' 3jj ·. 
• . lr 

'\V(r,~) = ·2~ e~p 1~ - ~6 (2.}a(~)dx .+ x2
) )! 

. 
§ 2. PHUCJN~ TRiNH VI PBAN NG.lU NBI.£N B..).C BA 

. Trong nhfrng nam g~n diy xuat hi~~ ~at nhieu nhfrng cong trinh. nghiell' 
Ctru Ve phtrong trinh vi phan b~c ba do CO nhieu bai £oan CO hQc dan deil Vi~C 
khao sat phtrong trinh nay ([5. 6]) Tuy v~y vi~c nghien ciru cac ph1rang trinh vi 
phan b~ ba, ,chju kich d¢ng ngau nhilm hau nh1r chua d ugc de c~p t&i. Ta :u!t 
ph1rong ~rinh vi phan ngau nhien b~c ba "fl. 

·:r· + f (X, x. X) • ; (t) (22) 

trong d6 ; (t)- kich d¢ng ngau nhieu « on trilng :t c6 Ctrang <1¢ D. 



ftwong trinh ·FPK irng voi m4-l dt? -DC .u'l dU:ng ~r <=. i. Z) CUa phuong 

tr~nh (2l)·se la ([1.2]) . _ 

11W • oW ·· o \\"f D li
2 W 0 - X + - .- X - - • .- ( ) - 2 ~ = 

IIX OX 0 X OX· 
(23) 

Tu (23) la sc c6 
lt 

w f =- _Q_ ~~~~- + f( ~~~"- x+ o:r ;;) d;.; 
2 0 X J u: llX 

(24.) 

. . . . . . . 
_.hay d~ cho d~ng luy thira cua ham :w:n:).t d_~ xac sual 

, .. ' \V = ·eP (25) 

.. 
_ :·e~~- . -~ _·e~ eP+ Jlt(.-ap X + f)~ ~- ,ePd"x .(26) 

2 oi)X ·i)X. ~:r . } _ . . 
. · -Ety .gi6 _La ·dua vao tham s6 dieu khi~n A (x, x, x), lien M ~·oi p bai ph uang 

trinh . . . · 
• •• I 

lt s ( :~ ~.~ :: ':i; )~p . dx = eP 1\ (x. X x) . (27) 

·hay 
. op · op •· op · .. o 1\ 
-x +-. x--.. (\(x,x~) = - .. - (28) . 
IIX bX OX OX 

Khi d6 t\r (26) ta nh~n dugc 
· D op • ·· 

-e~ f = - ""';) - .. - eP + eP A (x , ·x x) 
- ox . 

suy ra 
· .. D 1p · .. 

f (x,x, x)=- -
2 

- .. - -+ 1\ (x,x.x) 
~X 

(29) 

Ta .ehu )• r~ng neu nhfrng ·dieu 'ki~n (28). (2~) dU'Q'C lhoa man thi phtrang trinh 
(26) va suy .ra phuang trinh FPK (23) cung se duqc thoa man. Nhtr v?y ta nh~n 
·duqc djnh I)· sau 

.Dinh ly 2.1 . -
8~u trong phrrO'ng trinh FPK (~3) ham·$6 f(x, x, ~) c6 d{lng (29). trong do 1\ -tham 

·$0 ~rrvc C}l{)n nao 66, thl lllghi~m cua phrrO'ng trinh nay Ia ~· =CeP, v&LP(x. X, x) drr(J'C 
xd_c dfnh tir phrrcrng 'trinh d{lo ham rieng b~c nhat (28), con C- hh.ng so chulin. 

CUng nhtr o mt;tc 1. Tham so A (x, x. x) se duqc chqn sao cho ph~q.ng l·rinh 
:l~o ha_m rieng b~c nhaL <28) c6 the tich phan dugc. Ta xet truang hqp khj tham 

:-;o die~ khien 1\ (x, i,'x) dugc ch<;>n o d:,mg -tuyen tinh. Lhuan nhat d6i Y6'i \'~n toe 

1\ (x, X, x) = a (X) X (30) 



· . Klii do phuang kliak (28)' se oo d~g. 

. . ~ x + ~r-_:: ()'~. a(%)~-=:= ·o 
~% ax · ltZ - · · '· 

!"~ • • ·• • • : . • .,_ ... ::- · 

.... . . . .. 

Tfr (.31),. (32) s~ c6 
-. .. . • . ' 

I • 

..;: ~ . . . .. 
(32) 

aS - 2e~ · :. ~ ... :··- tS 
----x =-'aE%)(___: ::..,. . .,,,, ... . -~ 

· ax D . ·• ' •. ' c.:r 
• .. , ... . ~\.""" " I ' .. ' , • '• --Ta ·d~t tiep-

-S. = _1_ x1 +A-<x) x + C(x) 
• I D .. 

.... ··-. . . -

.· .. :.:,.~·.:~ ~ 
. . • . .. , : I' 

. (34X 

Sau khi thay (34) vao '(33) ta nh~n duqc h~ phuang trinh sau d.~ xac . dinh-'. 
A:(x). C (x) 

_ ! _ { dA 2" 2Jl . (·.) -=---ax 
· dx D D 

dC -
- · = a(x).A 
dx . · 

• 

Tir d6 suy ra. 

:r ::z: 

. l! 

--2~- ' '2~ J 
A(x) =- x-- a (x)dx 

D D · . -

't' 
(35) 

C(x) = · 
2
;. s~ a (X) ~lt- - ~ - (J a (X)-dxr 

. . 
Sau. khi chu.y d_en (32), (34), (~5). nghi~m eil_a ph1rong trinh (30 se la 

- - :r • 

P (x; x,_~x) = :__~-x' ~ _! ;t; + ·P 2« x- ~ fa (X) dx) i ·+-. 
D D · \ -D . D' J · 

• • - ' .. • • 0 (36} 
\ :r :z: . . 

+ ~ .Jx-at(x) ,~- ~- {Ja (x)dxr 

Tir (29), (30), (36) ta nh~n duqc bieu .thuc sau de cho ham f 

- l! 

- f(x,;:x) = ~z- cr::r + ~ J a (x)dx +a (X) X 

Nhu v~y ta nh~n duqc dinh ly sau 

Djnh ly 2.2. 

Ta xet phuang tr!nh vi phdn ngau nhien bt;ic ba 

::z: 

':i + ~ z + a (X) x- :tX + ~ f ~(X) dx = ; (l ) 

(37) 

(38) 
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::one do ~ (t)- klch t1.~ng nglzu nhien c( on ·tr~ng » .co cuung · d~ D .· Khi ay nghi¢m 
ri~ng wa ph.uung trtnh FPK, ll'ng veri phaung trlnh (J8) .se 10.. 

. X 

w (~. x_ X) = c exp 1-· ~ [ ~ :r~ + ~;2 + ( 2 ~ sa (X) dx- 2~x) X-

"(39) 

2) ... c:t = 0, a(x1 · Q2 + e g(x) "(40) 

Phuong trinh vi phan ngau nhien (38)se 1a. · ·· 

· .~ + ~; + Q2~ + ~Q2x =- E {g(~)~ + ~ r g(X)) + ~(l) (41) 
. ~ J 

va co the mo la dao d(>ng nglu .nh~en ciia h~ phi tu}<~n dip ba. Nghi~m dung (39) 
c~a phuong tri.ah FPK tuong \rng se b:lng 

. ' 
% X 

W (x, x. x) . Cexp _~- ~ [~x2+2~ (nzx+e ~ g(x) ~:t)~+~ (Q2x+e: ~ g(x) dx)~] ~ (42) 

D~o d¢ng tien cljnh cua h~ (41.) dugc nghie~ CtrU trong ([5]). 

:Bta chi Nh~n ngay 20/1/1979 

l ' itn Ca h9c, Vttn KHVN 
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ETUDE DES E_QUATIONS FOKKER-PLA:'ol'CK-KOLMOGOROV PAR M.ETHODE DES 

f PARAMETRES DE CONTROLE 

L'etude des stochastiques vibrations par methode des equations FPK rencontre une 

grande difficulle pa_r~e qu'il' faut. reso.iv.,.er d"es equations dif.ferenci~lles a.ux deri~ies partielies 
du second ordre. Dans eel article on etudie des equations. FPK par methode des param~lrea 
de contrOle. Dans le resultat on a .rec;u u_ne classe des equation~t FPK pour qu'on peut eerire · 
tout de suite scs solutiops. 

/ 

. T.~p chL m&i 

Vi~n ban 14m khoa 'bQe eac: nu&c·: -C~ng .boa nh:tn Cia.n Bungari, CQng hoa nh4n dia 

Hungari. C~ng boa. 'il4n. chu E>ue. C¢ng hoa nMn 44n..:Salan. Lien bang CQng b.Oa xi b~i ehli 

ngbia XO viet Li~n 'banl C~ag h6a. :ta h¢-i chu nghia Ti~p kMc vai Vi~n khoa hQC Vi~t nam 
vtra qua d~ quyet dinh cho xu:it ltan t~p chi cAc THANH TTJU ca HOC- ca qua~· ph6i b9p 

ho~t dQng cua Vi~n han him cac nuac xi hQi ebu nghia .lron& linh V~C ca hQc. 

T~p· chi CAC THANH. Tl,lU. Ga m)c :tu!t l:ran hang quy c6 nhi~m v~·: ph.O bi!n ~ie 
k6t qua nghien c!Z·u cO' hQe cua c:i.c rHrae xi h.~i ehu nghia, giai tbi~u cac v§.n d~ ca. h9C ·co 

tinh chU thai Sl,f vii trih V<_>ng doi vai Sl,f phat tri~n cua khoa. .hQC va lr.inh. l!~ qu6c· diD~ 

thOng bao ci~ phuan~& huang nghi~n ~!Zu v_a 'ung d~:~ng co hQc m&i. B~ hoan thanh nhi~m T1;1 

lrl!n t~p ehi nh:).n dil.ng cac blli c6 llnh chit tong quan va cae vdn de l6n c6 linh chU thoi 

9", nM,n lh6ng bao .cac sinh ho~t lihoa hQc cac h~i nghj, cac x~mina va. cac ho~l dQna trong 
linh v'-'c co hQg. Bai g~i dling a t~p chi dn dllQC viet boing tieng ~ga vai t6m tll bhg 
ti~ng .\nh ho;!.c ca b i ~t c6 tb~ vi~H bhg ti~ng Anb vqi lam tilt bang ti&ng Nga. · 


