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·,Ij'O:iNo'pbi\p,phuerng't&ttlh Fol~ker..,. Planck,... Kolmogo~ov (FPK) 1Lm¢t trong nhfrng ll 
;.;1J):l1tt(O:ng~pq'apeo MJ8cualy thuyet dao d(ing ng[u nhien,tuy v~y vi¢c tim nghi¢m · It: 

.~,¢:li(phu6ngtrinh FPK,rat !r_h6 khan, d~c .bi~t la cac ngh!~m kMng dung [1, 2, 3]. , '!·.j 

.. ;' ;'t~J:>~£t.'9aL:bao. nay. treh .ca sa ciia ph liang ph:lp .kha! tri~n chu6i theo biei1. v~n toe .[3] . • 
"'4.~ .l~p d]IQ'C m~t ~$ pfiuang trinh' vi phfl,n d6i v6i cac;h$ s6 cua. nghi$m khOng dung 
'Cji~ phuo:ng 4tinh FPK doi v&i h~ d(ing h.rc tuy~n tinh ni(it b~c 1\f do. Sau het bang phep rl: . 

. :·T~~~~il;tt~~ cJ?~i t~}'en da nh~n duqc m(it nghi~m khOngdt'rng cua plm~mg tririh nay. l 
:·;,.;':~i·~;</;Tp. xet M d<?nglgc tliyen ti~h m<)l b~c t\]: do dugc rno ta Lo·i ]lhtwng trinh vi I 
.-!;pl,:i3;Iii,ng!l.l nhi~n · · . ·. ·. · 11 

;:> ;' •·' , . '·. .• . \ . ~ + a(t) X+ d(t) X = ~(t) (1) 
1 

·tJ . 

.. ;fE§n~·.<t6 ~(t) la qui trinh 1igilu n~ien « on trang >> co gia tr! trung binh bang khong va I 
:<trt{jng de) .D. · 

. Phuo-ng trinh :FPK 'lrng y&i ham. m~t d(i x'~c sual W(x, v, 0 cua d0ng pha 
<h~ (1), . 

'. 'J . . , x =·v · · 

· , ~ ;:::: -a(t) V- a(l) X+ ~(t) 
.. 

Ngoai ra.' ham m~t d¢ xac suat con ph8.i thOa map cac diht ki~n sau : 

W,(x, v, t) > 0, \fx, v, t E [Cl,, ~] 

:vi!. dieu ki~n chu~.n 
W(x, v, 0.~ o khi x-++ co ·hay v-> 

0<> 

If W(x, v, t) dxdv ::::;; 1 

lJan_g each thay l:i.ien ta dua pl!uang tri~h (3) ve dl!.ng sau : 

·. . P(:~~, v, t) =hi W(x, v, t) . · 

.. ·. · · · :._ ap liP liP . . . D [ 112p' ( ap )2] · 
A(P)-. (It +.-.-v-.- [a(t)v+d(Ox] -a(t)'_-· --+ -"- =. 0 

.. . .• llx i'.lv . . . , ·2 ilv2 6v . 

cil.a 

(2) . 

(3) 

(4) 

(5) 

(7) 

(8) 



Nghi$n._<:i1a phuO'ng trinh (8) Ia se bi~u di~n du:M d;:t:ng chu6i lliy thu:a theo bien 
v~n !Oc 

P(x, V, t) = g0 (X, Ov0 + ... + gm(x, t)vm + gmHWvm+l + ... -F gn(t)vn (9) 

trong d6 m, n I~ hai so nguyen du:ang chua hiet, (m < n). Thay (9) vao (8) ~.a nh$.n 
dtrgc ve phai cung Ia da th(rc d6i v6i bien v$.n t6c v v6i so niu k bang : 

, {· m+ 1 · 
I{,·max.·u . UO). 

. · 2(n ~ 1) 

L Nhu v~y de khong gian tuyen tinh ciia· cac 'da tln'i:c theo bien v$.n t6c b~c n 
bien doi V:(:Yi toan 1{'r A(P) ta 'ph3.i c6 pb.uang t.rinh ·. · 

K·= n 
. Thay (10) ';'RO (11) c6 , 

·. .. i 
'm + 1 

n .=<= max n · 

· . · 2(n- 1) 

2. Tit· day c6 Lh~ qh9n : 
11 = 2, In ;:: 1.' 

Thay (12) vao (9) ta c6 ~·· 

.. 1 . 
Ptr, v, t) == go(X, t) + gt(x, t) v + 2 fa(th~2 

·hay· lhay (13) ·VilQ (8) c6 . 

· ·· . llg0 · llgt 1 dfs ( llg0 · {lgl. ) 
A(P) = -. + -.-v + -. -- v2 + - + -~-c v v '- (gt + 

cH ... Cit 2. · dt ·., llx Clx 
- \ ' ' ,' ·. :. 

· D · 2. 2 2 : 
+ f3v) [a(t)v + d~t)x] - a(t) - 2 ,[fa + gl '+ 2gtfsv + fs v ] ~ 0 

Ph uang ·trinh nay s!! tho a man neu 

·~go d( ) ' .. ( ). D D 2 --- t xg1 ,-- a t - -. fa - -· a = o 
lit . . . 2 2 ~1 

agL ago · · · . --+ ---- a(l}gt- d(t)xf3 - Dgrfs = 0 
Cit . . Clx . . 

. ' 
l df3 . Clgt . D 2 
-·-+~-a (t)f3- -. f !:::0 
2 dt · Clx . · 2 3 

Tli: plmung tdn.h (16) suy ra · 

khi d6 (16) c6 dl,lng 
g1 (x, t) = ft ( t) + .:Pt ( t) x 

1 dfs . . D /2 
-~ + Cj)t - a H) f3 - - f · = 0 

2 dt. . 2 3 . 

Thay 07) vap (15) c6 
df1 dcrl i.lgo · ··-+- x +--- a(t>ft- a(t)CPt(t);J; 
dt dt ilx . 

- d (0 fs - D f1 f3 - D fs crt x = 0 
Nlm "*-Y g0 c6 d~ug :sau : 

g0 (:p, t) = f 0 (t) + ({> 0 (t) X f: + 1P2 (t}a;~. 
Thay (20) vlw (1!)) ta c6 . 

. , / 1 I 

dft . ··. ·. ). . . . ( dept . ' . ) 'dt + Cf>o(t ·- a(t)ft - D ft fs .+ . ~ - d (t) fs ({>2 - a (t) crt- Dfscpl x = 0 

(14) 

(15). 

(18) 

(HJ) 

(20) ' 



Plnrang tr.in.h nay se thoa man 'neu nlnt 

dft' +m
0
(t) -a (t) fi(t)- Df1 (t) f3 (t):::: 0 

dt . 't' ' 

<21) 

.:· 

d((lt + cp2(t)- a(t) !:pt(t) - Df3 (t) Cj)t{t)- P, (t)f3 <t) = 0 
dt . . . . . / . 

(22l 

rha.y l:li~u tb~c c2o), (t7)eua go <x. t) va. gt(x,-t) va.o· (14) taco 

~ .• ·.? r2{t) +{·dcpo ,.,.·a(tHt(t) -. Dft(Ocpt(o)·a:·. 
2. 1 · .. ·. 'dt ·. . . . . 
' - . ' . ' - . 

(23) 

. ' : ~--· . \ 

--_a:<tlft (t) ·-.:D ff<t)W.t (t> -:-:- o (24) .. 
ill' . • ' 

o - D '2 . . 
- d tt)cpt<t)- 2 <p1 (t) = 0 (25) i 

in(>t h~ g~m 6 phuang trinh vi pMn. (18), (21) - (~5) ·d~ xflC dinh 6 lin 
\ . . . 

.. .· - :1\(t), CJlt(t), fo(t), ·'(/)'0 (t). CJl2(t), f3(t) ·1 

·~hi g;ai 'M n~y .thay (20) y~·o (til) ta. uin . duqc 
- . '_.. ' ·' ., . . . ' '-,.: : 

' . . 1 . 2 . . . . . . 1 
· P(x,y;·t) = f

0
(t) +(jl 0 (t)x +- (jl2(t)x +ft'(t)v+ (jlt(t)xv + -f3(t)v2 (26) 

•... . . . . .. 2 , . . 2 .. 

· -~.i~ het ham ~-~t d(l xac suat 'se b!ng . . . 

W;-(:t;, v-, :t)'= exp { f
0
(t) + .Cfo(t}~ + ~cp:j(H x2 + ft(f)v + (jlt(t) xv + _!_ f3 (t) v2j (27) 

. .• ' . . . . . . 2 . 2 .. . . 

·:.: fr¢ phtrailg trinh (18), (21)-{26) la h~ ph~ang trinh vi phlln .phi tuygn n6i chung rat . 
.. kho. gi:H.· Ta co gKng tim m¢t trong cac nghi~ni. cua h$ ·nay. D~ dang thay rang h$ nay 
. ~6 th~ c ho · nghi~~ thO a man dih1 ki~n · · · 

(jl 0 (t) =='= ·o, ft(t) = 0 (28) 
. . 

Khi d6 h~ phuapg trinh (18), (21) - (25) co'n chfra 4 p hu<i'n~ trinh . 

dfo D 
-· - - a(t) -- f3(t) = 0 

dt . 2 

. 1 d<:p2 . D 2 2 dt - d(t)(jlt(t) - 2cp1 (t) = o 
d(jlt ... 
dt + (jl2(t) ~ a(t) {jlt(t) .~ Df3(l) CPt(U - d(t) f:l(t) = 0 29) 

1 'df3 D 2 . - - + (jlt(t) -- a(t) f3(t) - - .. f (t) == 0 
2 . dl . 2 3 

· M~l khac dieu ki~~ chufin (6) tuc nay se c6 d~ng: 
~ . . 

S S .. exp ~ fo(t) -+ _!_ rp2(t) x~ + (jlt(t)xv + _!_ f3(t)v2 l dxclv = 1 
( . - 2 . . 2 ~ . 

-co· 

2-TCCH. 9 



each bi~u di~n 

_!_ cp2(t)x2 + CD"(th:v ..L _!_ fs(t)v2 = (' ~ fs - --}\ v2 -
2 ' . ~ 2 . ' 2 .2cp2 

v~ sir d!,mg c 6ng th1rc 

· tir (30) ta suy ra 

ha~: 

io(t) . 2:7t = 1. . v· . . 2 Cf12f3 - cp .. 
1 

(31) .· 

fo(t) = LnVCf!2fs- cpi -ln2n. G12) 
• I • 

Nhu vi),y di~u·~i¢n ch~h (6) trong truang hgp _nay d:uqc thay.Mng dieu ki¢~ t~ang 
dti-aiig (3f) D~u h¢ (29~. c6 nghi¢m thcYa man .cp2f3- cpJ > 0, q>2 ,r.:::o .. H~ phuang trinh (29) 

Y~fl con la h~ phuang trinh vi phart phi tuyen kh6 gilti. Ta 1'idung ~qep bi!ln a<H. phi 

t~y~n stfu d~ di.ra !?-.~.nay ·ve h~ ttiy~n tinh 

Trong d6 F1, F2, Fa h\ :cac ham m6i v&i FtF~ :._ Fi > 0, F1 > 0 

Phep. bi~n di'li (33) tho~· man tinh chat s-au day . 
. . 2 2 
(FtF3 ~ F2> · 

=1 
(FrFa- F2

)
2 

. . 2 

Do !'(6 tt1> (32) ta c.6 th~ bi~u dien fo qua Ft, F2. Fs 

. 1 ' 
fo(t) =·In v . ...,. ln2::t 
' ~ 

· . . FtFs...,.. F 2 . 

Trr ph·ang trinh dau cua h~ (29) ~a dilng th~c (34) ta c.6 

DFs(t) 1 d 2 
··- ----· - (FtF3 - F ) - a(t). = 0 

2 2 dt' 2 2(F1Fs -- F 2> 2(F1F3- F 2 ) 

Phuong trinh thu hai. cila 11$ (29) qua phep bii~n dCli phi tuy~n (33) :;e c6 d~ng 

F1 d . . 2 1 2 dFt . . · 2 D 2 . 
-· -· -· (FtF"- F ) - --.fFtFs- F ) -- d(t)F?(FtF3- F ) -- F = 0 

2 .dt iJ 2 2 .2. dt I" 2 2 ·2 

Si'r dyng phuang trl.nh (35) ta c6 th~ vi~t tiep 
Ft' · . '2 1 2 dF1 · . · 2 D 2 .. 
- [DF3 - 2a(FtFs -- F;.. )] - - (F'!f3- F ... ) - -d(t) F2(F1F3 -F.,) - - F2 = 0 
2 ~ . ' ... 2 .· ,. . dt . ... . 2 

lCP 

(33) .. 

(35) 



!, 

hay 
dF! . ( ) 'd( ) . D -- + 2a t F1 + 2 t Fa - = 0 (36) 

. dt 

Tua~g tv nhu v~y qua phep bi~n d:M phi tuyen (33) hai phuO'ng tHnh sau cung 
'ci'ul M (29) se bH~n · dM thllnh hai phuO'ng trinh sau 

· dFa . () . () · · -- - F1 + a t Fa + d t Fa = 0 
dt . 

. (37) 

dFs· -' 2Fa = 0~ 
dt . 

(38) 

, ' 

H~ 3 phtwng· t1:inh yi phtt~ (36) - (38) lit p~ phuang trinh vi phan tuy~n tinb: kin doi v&i 

_ 3 :in F1 / F;!", Fs. H~ nay c6 vo s6 nghi~m, gifra ea'c nghi~m nay ta' chi chqn cac nghi~m 
:thOa ma'n phtrang trlnh (35). ~~ ~inh hQa· ta xet tru6:ng h'gp sau . 

' / a(t) = •8, d(t) = (i>2 = const · (39) 

do ·M (36) - (39) ~e .co dl}.ng 

· dFa ·· · · 2 
.-.-- -'- Ft +. w F3 = 0 · 
.. dt ' 

dFs 
dt - 2Fa = 0. 

I • 

" 1Tir d6 suy ra 
- I• • • - . ' . ; ;; . ~· D .. t . . ' 

· Ft = -- - A oo sin (2wt + B), 
- D. . . . 

F11 = -- + Acos(2wt +B). 
. 2 . ~· 4w2 . · · 

·· . Dt . A· 
Fs = --.·+~sin (2wf+ B). 

. 2W2 · (I) · . 

· .· 'troug cac nghi¢m ~ay, ·ri'g'hi~m thO a man dieu ki~n (3~) se H. 

. · Dt 
Ft =-, 

2 

Tbay (44) vao ~(33Ha nh~n t'hrqc . 

Fs = Dt 

zw2 

(40) 

(42) 

(13) 

(44) 

4w2D soo4Dl 8oo2Dt 
<:p1 (t) = · · , <:p2(t) = - fs (t) == - . \45) 

'.. 4oo2D2t 2-D2 4w2D2t 2 - D2 ' 4w2D2t2 - D2 

· Sau het ham m~t d(l xac suilt s~ 'la 

1 
2,w2 4cv4 Dt 

'.W (x, x, .o_ = exp ln ::c2 -r-
~v 4to2 D2t:~- n2 4w2r)2 t2 -D2 

+ - X X - Xw 
.4oo2D • 4w2m ·.,. ~ 

4oo2D2t2 - D2 • 4w2D2t 2 
- n2 

B~ eho .cac di~u Id~~ (4), (5) thOa man thOi gian phiH Ion hO'n 

1 t>-
2tO 

Wi) 



l~.t~c ldnh vl (35)- co th6 ap dl).ng di3 nghi~n cim 
dao d(mg cL!a d.c h¢ co· h9c ·tuyen tinh m(lt b;!,c tv do du6'i kich dqng ngfiu nhH\n va 
fhtwg so. 

Dla chi: · NMn ngay · l0/6/1979 
Vi~n _Ca h9c, Vi~n. KHVN 
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. RESUME 
• I 

SUR UNE SOLUTION NONST.ATIONAIRE ·DE L,EQUA.TION 

FOKKER .:.__ PLANCK - KOLMOGOROV POUR UN SYSTEM DYNAMIQUE 

LlNEAIRE A UN DEGRE DE LIBERTE 

Da'ns eel article a 1' a~de de la: methOde du dev:eloppeme.nt en series de Maclaurin a 
la v~riable de vi!esse, no us uvons determine un system d' equations differ~tielles pour 
les coefficieles de la solution nonstatioriaire de l'equation FPK pour un system dynamique 
lin,eaire a ··un degre de liberte. . 

Par.suite, avec une .transf~rmaUon non ll.neaire, on a obtenu une solution nons.!a·· 
Honah·e de cette equation.,, 

12 


