
GIAI BAI TOAN DAN DEO DJ HUONG CUA V~T LI]J:U 
TAl B"~N DQNG- DANG HUUNG BANG PHUONG PHAP 

cAc PHAN TU HUU H~N 

TRAN DUO'NG !HEN 

§I. 11~1' VAN DE 

D~ m6 t3. sat dUng han s~t· H.m vi~c ci':ta v<).t li~u, thuyet ch?ty d€o di h1r&ng dia 
Hill [1] (d:~mg tOng quiLt ctia thuyet Huber- Mises) tta dtrqc phit tri~n bC'ri Hu, Olszak, 
Sawczuk, Berman, Hodge, Mr6z ••• v:l vi~c -xfty dlJng mO h_i.nh tofl.n ch~d che cUa v*t li~u 
a:an deo dj hu6ng c6 t~d ben UQng- d~ng htnJng da duqc gi:ii quyet. Cdin d:fty do s-v· phat 
tri~n m~nh ella kY thu~t tinh s6, mU hinh n:iy rBin duqc ap dl}.ng trong thvc t£i tuy chua 

nbih Va thUaDg 0 CaC d~ng rut gQD• 
Mvc dich ctia b<'li bE..o la chuy~n sang ~lqng s6 cUa mU hinh treu cho tnr&ng 1H;P 

tbng quilt .c'tia b:li toRn 3 chieu. Quan h~ t'rng suA.t- bifin cl~ng duJ.ie xAy d1rng cho phep 
k~ d:(;n hitu trng t3.i ben d¢ng, hli ben ctllng bu&ng vit v*t. li~u dan deo lj tu&ng. Ttuh 
to.An thrgc thvc hi~n theo pbuong phap gia s6 ttli trQng [3], mO hinh chuyen v! ella phlD 
tlr hfru h~n duqc xt\y <!h_rng. Cac vi· dl.J minh hQa ctuvc Unh b(d chuang trinh s6 c6 thu*t 

toin dt.ta tren co sO m6 hinh trcn. 

§ 2. QlJAN H~ UNG SUAT -llltN D4.NG CAC THONG SO Dl HUlYNG 

:u. ClUAN H~ liNG suiT -BIEN D~NG 

Phuong trinh mQ.t ch3.y d~'O (i]j hU"6ng Hill - I-Iu [1, 2] cho trtr(rng h\Y.P t~ng quid. 

ella b8.i toin 3 cht'eu cO d(mg 

F = [ ~ <;o:- _r:!" ~(~ _::! r12 
_-;; = 0, (2.1) 

trong d6 A,!!_ va ~ tt.rang ling l!l ma tr~n thOng sO di hu6ng, yeda (l'llg' suat v:l yecto 

djch chuyen tAm m~t 0.eo, cr 13. lrng suM tu·un g duong v&i trmJng hqp b:3.i toan m ¢t chien 

Bi~u diE\n vecta ,gia s6 biCn cl~_mg (~ qua 2 th2.iih ph1ln dan h~i dze va dCo dE:' 

ta 66 th~ viet 

8 

ds: = dS0 + dsP, 
- -

dcr = ce 

deP = ~ dA 
8cr ' 

( 
&F ) de. -- dA • - aa 

(2·2 

) 

(2.3 



£>~ Vi~t d~ng cu6i ~tng ci'ta quan h~ lrng Su~H-bi~n d~ng (2.3), ci'in bi~u dil;n dA 

, Oia thiH v:).t li"u c6 '11\¢u '/rug tai Mn d¢ug-d1lng huang, vecta gia s6 bien d~ng 
m6 ta du&i d~ng t&mg cila hai thanh pMn luang l'rng Uti b~n d[ng hu&ng d~; 

deP = dep; + dePk, (2.4) 

d;pi = Ncl~P, de;Pk = (1 - ·cu)de_l', 

·~4Ay w Ia M 161ai Mn, o<;w<;1. 

"" ·' ... Tir c3.c dfnh nghia ella Prager va Zieglgr, vecta gia s6 djch chuy~n ta.m mJt tdeo 
theo dinh nghia ciia Sawczuk c6 d;mg 

d.Ot = DdePk (2.5) 

tr(),ng.:d6 D - __ m~tr~n c:ic m6dul ,Q.eo._ 

Ung su:1t'tm:mg _drrong rr tinh dugc tU duOng cong rr - E: ella p·hep th& mQt- chi~u. 
Ttang vUng bi~n dl(lng Jeo, ih.rlrng cong- nAy duqc tuy~n tinh h6a tUng btt&c tuong Ung 
.v6i .cac_ bu&c gi~ t3.i. 

dcr = wCpd<;p. (2.6) 

tr.&.nll d6 Cp - modul deo cila ilu&ng cong milu t~i bu&c t1ti tinh toitn, olep Ia gia !6 culrng 
. ct,b bi~n d~ng deo dj huang [7] _ _ 
.,:. >I dep = 1h '(d~PTA- 1 d!P)ll2 (2-7) 

Sir dJJng cite c6ng tl;l'rc il'r (2.2) d~n (2.7) tinh fi pMn loan pMn (2·1) ta c6 

·. oF 
dl. = -~ -- c•<Ie oz_T _ -· (2.8) 

Tir d6 (2.3) tra tliKh'ii 
do-= ceP de, (2.9) 

trong d6 
oF aF 

c•P = c• + cP = c• - 1JC" -;;- • --;--;r c•, 
"" ocr ua 

1J = l wCp + :;~ [ ~ + (1 - w) ~ ] ~~ r1

• 

oF · 1 · 
- = ~ A[ a - (1- 0) DeP]. 

ocr 2cr -- -

Tir quan h~ l'rng su~t-bi~n d~ng (2.9) nh~n thAy cite mO hinh ttl Mn d~ng (., = 0) 
tili ben dil.ng huang (w = 1) va v~t li~n deo ly ltrang (Cp = 0) dugc xem lit nbung tru&ng 
hgp ri~ng. V&i w = 1, (2.9) trung v&i ket qua trong [5] nh~n duqc tir each trlnh My khltr 

2.2. Vi! cAc THONG SO D! HU'ONG 

. ' Cite thOng s6 di hu&ng trong, rna tr~n A dtrgc xitc djnh tir hie tr~ng thai l'rng 

sult thOa man dieu ki~n deo ban dll.u'• Cac th6ng s6 ban dAu tinh (luge tir phuong trll)h 
m~t chay deo (2.)) cho 6. trulrng hgJI. cth hili loan 1 chieu lll'ong l'rng 6 cbii!u cita vecta 
l'rng spR.[2]· V&iv~t li~p.Hti. ben, trong qua trlnh chil.y ileo ~ !a ham tr~ng thai bi~n 

~~ng va c:ic -ihanh pbiln c~a n6 .~ITQ~-;~xac g!nh ~hi e3.n hUng. gia sO cOng sinh ra t_r(>:n,g fl-~it 
trinb bi~n c!~ng <ileo Mn lugt v&i 6 lruong bgp cua hili toan 1 chieu (6]. . 
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§ 3. Hi): lf'IUJO'NG TRi.NH CAN BANG VA. PI!Uj)'NG PHAP GIAI 

3. 1. H~ PH!TONG TRiNH cAN IA,NG 

DUng mb htnh chuyf!n vj.. vecta chny'iJn 'Ti u_ t~J d:i_~-m b.'t k:)" ella. p.hitn tiT- hfru h~n 
d:uqc bi~u di~n qua r:.{te chuyEm vi nUt re -

(3. t) 

trong dO ham dl.!!lg N ClU\fC chqn lhOa man cite ti~u chriln li~n tJJ,c va hQi tv. vee to 

bien d~ng x:lc dtnh tt'r phrrang lrinh hiuh hQc 

(3.2) 

quan h¢ cr - s dct cto c6 th~ dPt tt'r (2. 9) 
drr = c•P B dr•. (3.3) 

Cfi.n b3.ng nang lrrqng bi0n d<J:ng ci'ta phtin t[r chH~m mi'€-n·v-vo6i c'llng>&inh ra:- do cite 

ll!C nltt, nh~n duqc ma tn)_n cling ph~n tlr ~ltr6i d;;tng 

~· = J ~T 2•p ~ olv, (8A) 

v 

Cbo toan ket ciu ta c6 h~ phuang-.. trinh 

Kdr=dF, (3;5) 

t.ro1;1g d6 K, c+l r, d F tU'ang (rng Ia -m_a trtin drng,. c.,{ic- ve·.~ta _gia s6 chny~n vj va t3i trqi:tg - - -
nUt. H$ (3.5) .khOng eOn B. tuyen tinh nhlr tro11g .hili.. to• n -~a.n hOi vi K Ht ham tr;mg 

thai, n~n duqc viCt dti&i d~ng gia s6 db thich .. irng v&i dtr&ng lM gia sO tS.i ·trqng. 
' 

3.2. GIAI H~ PH!TONG TRiNH cAN B"'"J~ 
C6 hai each thuimg dt\ng d~ giaLhe phi l<>ygn (3.5): phtrong phitp ct¢ cd:ng thay 

d1\i va phuong phitp t1ti h·9ng ban aiiu. 
Dt'tng phtrang phttp d:¢ clrng thay .c1M '[3], t~i bu6c :t:i'i trQng tblr i he (3:.5) c6 

d~ng tuyen tinh 
Ki-1 d ri = d:Fi (3.6) 

Phuang phip nB.y dan gHin n~n duqc dltn·g rQ·og ra.i. Tuy v~y v&l m6.i htr6c taH 
trqng phiii tit:h l;ti ma tr*n clrng 1~, kh6 d{ll.lh gili; sai s6 -tich lily ella nghi~m _yfl kh6ng 

dUng duqc cho m6 hlnh ph~ln ti'r hfru h~n nlra g-i3i tich vi n6 ph~t va tinh trt:rc gia6 
Fourier- uu di'em ca b8n clut m6 hinh nay [7]. 

Dlmg plnwng ·{Jh~1p tai 1-rQng ban diin (5-], rna tr*-n .cfrng_ K .duqc ta.ch ra 2 .thanh 

phiin d8.n hM K8 y3. d0o KP. I-I~ (3.5) cho bu1Je r.iii trong tht"r i cO (Lhwg 

Ke(•ln. = dFi+ dJ. 

d_:! = --K.t;'clri, 

(3.7) 

v&i d.:!,la vecta tii lrQng ban tUu. He, (\.7) gilii btlng phu:ong phftp I~p. & bu6c li}p 

th(r j ta c6. h~ tn;,r0n ·linh 
Ke (•i.Ei = d ~i + d !_i-t 

Sai s6 cho phep tlur{_'tng Gi.,lt -dtrqc ·sa:u 4-6: bU'·&·c · l~p. Phu-mig: philp nay kb~c ph1;1c 
duqc nhttng n·huqc· di€lm ell~ ptnrcing p-hl!p trion. ti"tl ·Lti~~m'-ch1nh ·ella nO 1a· Ke._ rna lr~n 

cling d'3n hOi nen kh6ng dOi t-rong suCH qua tci:nh Hnh,toi.n. 
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. Tuy v~y pb3.i chia c:ic bu6c t1ti tn;mg kh:l nhO va dii§u chinh gi8. trt vee to irng 
-:uit.t'rong mbi bu6·c lq.p d~ thOa man dU~.u ki~n deo (2.1). Ngoai ra, vi~c chqn each Hnh 

-li,:nia:ng phuang phflp Lrng sudt ban dUn hay bi~n dqng ban dliu) ph\1 thu¢c J&p bid 

. -t·ci~·n xet. 

§ 4, VI DlJ MINH HQA 

Ttr quan h~ t1- e xay d\rng trong ~2, va ilp d\mg c:ic phuang_ ph3.p sO gi&i thi~u 
16<11 tii.t trong § 3, thu~t toan va chuang trinh m~u ita duqc viet cho !&p bill toan tr~n. H¢ 
p:bi tuye'n (3.5) gi:ii b~ng phuong phUp l.'rng sufit ban dilu. Du&i d&y dua ra 2 vi dv minh 
J10a. Xet chi 1i€t mfty dOi xlrng tqlC .chju h;rc t~p trung (hinh la). TrCn hinh trinh b:ly 
c~c d~c tnrn-g hinh hqc, v~t li~u va thi trqng. Tinh to3.n ti€n h3.nh cho ph~n gitra ciia 
ket c1lu khi xem philn ngoili khOng bien d~ng. Mo hinh hlnh h9c gi\m 13 phiin tu d9ng 
xuyen m~t cat chfr nh*t. Hinh ;lb bi~u dil!u S\f .. tbay d&i ella chuy'€!n Vi Uz theo him 
kinh a c3.c vi tri kh3.c nhau cila_-g6c 6 khi v*t li~u lam vi~c trong tr~ng thai _dan deo 
chju tid ben d&ng hu6ng duqc so sUnh ·voi n·ghi~m giiti tich va nghi~m ella bS.i toan d3.n 

I, 

f' 

i' 8 12 /if 
ti) 

. 'f. (ltr1 em) 

--- -l&nt?'m g,;, M:h 
'-- Nglli#'m .sil~ 

h) 
Hlnh 1 

hOi. Do so brr&c ti'li tr9ng dun~ con it (50 bl!&c) n~n c6 sv chenh J~ch kH qua & cite 

di~m quanh vting d~t tiii thuQc mi~n cleo cUa v~t lifu. Tuy v*y~ sv kh3.c bi~t c6 th~ xem 
Ill kMng l6n (max 8%)· 

Trong vi dl) 2, kilt du c6 m~t c&t vuong (hinh 2a) chju Ivc pHn b6 dilu & 2 m~t 
d6i di~n, c6 cac d:J,c trtrng v~t li~u san: h~ s6 Poisson Vx = 0,12; Vy = 0,23, modu1 d3n hOi 
(thtl nguyen N/mm2l E~ = 7000; E; = 3500; E:' = 7000; Gxy = 200; G.,= 300; Gy, = 200; 
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fd'Odlli deo E~ = 1;)0; t;j =roll; 'E~ = 150; G:q· ~ ,IO; Gn: = 60; Liyz'~ 40'; 'gi&i ;'b:ttl deo ban 
dftu cr~ = 15; cr~ = 10; rri_= 15 v<'l du&ng cong 1 trv(; Jay theo trt,tc x. Hi$u Ung·9~a_ttl_i 
ben d:<;;ng- Q~,ng htr<Jng d:ttqc_ tinh vtn (,l =0,2; 6l = O,fi Vil so s:.\nh v6i c~le m6_}l_irlh:i_ai 8 
ben dQng (u) = 0) va tai b€o dflng hu6ng ((t) = l) cbo 50 bu&c t.il trQng. Sv th~-Y-:-.d;~i 
d~ng m~tt d.t sau quii trinh biCn dztng dm;rc th€ hi~n djnh tinh .trCn hinh-2b.--9~-~~-:h:¢ 
Ung suat - chuy'e:n vj ve tren b,inh 2c cho thdy: 'f~i di€.m A v6i qy/cr

0 
= 1_,_·5 ~ta . .-C6 

uj/u1_= 1~_87 troug dO :C£r ::;= qV-ti2,. u; va u~ tuang lrng Ht chuy~n v! theo hlfq.pg __ .·J_. _·cji_a· 
v~t ll-~u t'ian bbi vh dan d€0 .. Hinh ~c frinh b:ly :inti. hllbng cUa gii ·thi€t cac·. i40.-h)ri.h 
t:li ben d6i x{r e-lla v~t lt~u irng v6i cit(' mile ·t3i trQng khac n·hRu. 

I 

I/ 
' 

[; 

!0 

Hinh 2 

' " 

tlin hoi· 
G):{J 

G.)~ 0,2 
G.) =~0 

SI6t m6 hinb phiHJ ttl· hfru hgn m6 l<i quan h~ a-Echo phep k~ den tinb di hu&ng 
~.·Ua v~t tiQu chn deo cbju tai ben d¢ng - .dKng htr&ng trong tru&ng hqp cUa b:'.d toan 
:) chi€u dtrqc xt1y rl~rng. KbO lHtnh gil't. duqc·· chinh xic sai s6 d1a mtl hinh do vi~c dUng 
dOng tl1(l·i mQl t~p h<JJ! de phnung phap giln d{Jng: phfiu tU· hfru h<;~n, gia s6 t3.i trQng, 
tich ph&il s6 V[l pliu:ang phftp ~l·ng suat han d~u. Tn:v vi}y~ pMln tich ket qua i:lh*n drrgc 
thay Chrqc ~a.r pl:ir hvp v&i nghi¢DI gilti lich. Chuang trinh s6 c6 th~ dUng ngay·trO'ilg 
tinh toflll ti-n~rc t6, kb6ng rJbi hOi ngtr.Ui tinh phiii hi'&.u bie:t sfl.u ve. phu·ang ph<lp .-s_6. v:l co 
hQC V*t ra.n bi€n d~ng. 

Dia chi 
Vi{n (:q hp; Vifn KHVN 

Nh4• ngay 20!6!198'4 
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