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TIWYEN SONG GIAN DO!N YEU TRONG MOl TRUO'NG 
DAN·DEO VOl QUA TRiNH DAT TAl PHIJC T~P 

DU'ONG TAT THANG- BAo HUY BiC:a 

- ·.. J 

KhUo llil Slf truyen s6ng. deo v(ri m¢t vai d~ng: mO hinb cUa J:Y thuylt chiiy deo 
' d.fl dtrgc tien hanh lnr6c d~y, ch~og b::J-n trong (2, 31. Trong b8i nay, chlln& ta. khi.o sit 

Sl! 1an truyen sOng (m~t giS.i1 d_O:jn) til Co va s6ng (m4t) cit tri.i deo· trong mOi thrOng vd 
h:pl ba chieu khi qua\ tdnh d~t t<'ii lfi phUc t~.\P• IU;t qu~ ·thu duge cho kh:i nang di~b gii 
ctlng nh~r tim tM~rn cite dieu ki~n d6i v6i cac· biim vl!t li~u c6 m~t trong cac h~ thll"C xid 
.d-jnh cUa IY thuytH qu~ tyinh bien. clgng deo [ 4, 5]. . 

§ 1 • H-E: THUC CO' SO 

Li~n ht gifra l'rng suat Ta bi~n d~ng trong qua trinh bi~n d\lD£ phfrc l\lp· v&i d¢ 
cong kh6ng Ian, c6 th~ vi6t cl,~ng [1] 

£ii = [$'(s) - 11ok(s)] 
Smnemn S . 

'2 - iJ 
<ru 

(!.!) 

(J diiy 11u - cuCrng d¢ t'rng suAt 1 

Sij~ eij - ten-- xa 1Vth U:ng suit \~a LHin d~ng. 

S ~ d9 d<ii cung q\.11 d:;w bifin d~ng. 

II% !hire (!.1) dtrqc d·~c trung boi hoi bitrn v~t li~u (fl'(s) va k(s), li~n k~t veri diic. 
tnng v6 lm6ng va veda, cua qua trinh (<l>'(s) = d<l>(s)/ils vai <!J(s) lo du&ng <:ong 1~1 
ben, thu duyc lir' d.c lhlJc nghi¢m d~l tili don giiln, k(s_) li~u k!t v&i hi~u t'rng «ch;ft_m tr~» 
eli a tinh cbfit vecta, k{s) c6 th'~ xiic djnh tlr ll1tJC nghi~m tr&n tw ctic qu1 d~o· hai doey.n 
gAp khtlc), 

H¢ th1'rc (1.1) thOa man v&i qua l~·inh \'i:'P t;'li chU dQog. Khi cit tlii, cii thl~t v~t· 
li¢u 12. Uan hOi : · 

(1.2) 

Tieu chuln d't~ xet .qua trinh Ia U:t1t t;ti bay dil t{U JU dfiu c:iis. t6c dt! bigil thien --- . c6ng bien d~.~:ng Ll = a . e = Skmekm 

i\ > o qua trlnh la ll~t tid chu c1¢ng 

.::1 < o qu:i triilb dh tili dan hiJi 

ll~ sung viw cac h~ !hire (I.J) ho~tc (t.2) ta c6 gilt thii!t bi@n d~ng kMi 1• 
dan bbi : 

. -
">< = (3). + 2Gl<kk 

(1.3) 

1 



·rn- b~ i.bCrt C~·_iJl tt·iy d'F~'J d~wg ,.;u:J };(:;-\., <P~(s-! till. si~ dAn vf: rrd)~ ::'!6 ttruOng 1uj[J 
lfi~ng dfi' bf&'f.-

D€ n~n cho vi¢<.: khJ.o sat v:a d:1nh gi:l nghi~m~ titra vito baA h&m -- tham s6 L~ 
tl' va ~2 x:ii.c din~ d~ng: 

¢'(s) = 30(1 ~ <t); k(sl = 
3
G- (I-- •2l 

"• 
Khl do (1.1) viih l~i d~ng : 

§ 2, TRUY~:!'il S6NG DEO GIAN DO.;.N YtU 

(1.5) 

K.bao s~t S\i la'n trUy~n trong m6i tnrCmg dan d~c v6 hQ.n mQt -m~t gi{m do~n ~ 
eil_a t6c d~;rQ_i~n d~ng; sao cho t:q_i bai phia cila m~t nay·; cac cbU di~m deu nUm trong 
tr~ng thai d~t tai phcrc t~p. mO til boi b¢ thirc (1.1). Gia thiet them rang khi chuy~n qua 
ml!.t :E, gian ·ao.~nehl xay ra d6i v&i thanh pMn phap tuy~n cua t6c d¢ bi~n d~ng. 

~ 

T~i mbi di'tm a~n-- mii\.t l:. d\fng m~t m(i.t Q ch,Ua vecta phap tuyen e" ci'ta m~l L 
-7 ~ 

T3. vt:cta t!ng sufit l~cb S~. \'ecto e-"t' bu¢ng titip tuy~ri v6'i giao hiyl!:n elia ~ va Q, 

·~ b\ trUng ph a p tuyen. 

V.6i gilt ThieLgian 1t.o~n Hl you, ta c6 [3): 

(2.1) 

-=[a"~] trong d6 V ~ v~n t6c chiit di~rn, c- v~n t6c ian truy€:n rn~t gHm doi;i.n, A th bub< 

nhiy cUa gradien v~n t6c phap tuyen. 

Ket hqp v0i diili.! ki~n I~en t1:1c d¢ng _hQc vi~t cho frng su:it 

• 1' 
[ O'iJ] = - Cv' [aij,k] (2. 2) 

(2.3) 

Nhiln phuang trlnh (2.2) v&i VJ. tinh den cacM thirc (2-1), (2.!1) IC< tbu dugc mn 
b~ gifra bu&c nh3.y ella t6c d\) hi~n thi~n trng suM va grll'lief! v:}n t6c phap tuyen tr~n 
m~t gib.n do~n: 



[~;] = G(! _ < ) r1-.. + 1 .. ·] . (' . lG<z) '-'Jii l l•l . )H V; + f, 1"' 3-
<1>' - cruk ~ --> 

+ 2 (S[, i-.) (S;)[ 
O'u 

Neu · g1a -thiet ·gian (1o~n chi d.y ra v&i thanh phan phtp tuyen · cUa ten xo t6c ·d¢ 
bi61.1 d~og ta c6 : 

[\: ;,rJ = [ »;:' ] ~; (U) 

-K~t hgp (~.4), ('l.5) · va chit y den (2,6), ta cUn v~ phuang trinh xac dfnh 

.::4. .. ~ --> 
pc2 !. :o, A' l..: 

~ ---;. -.. 
l. Tr.ong hJ tQa a:(;) (e..,, .e. 't'' e!O.), rna .ir~n A c6 dq._ng 

¢' - O'uk 2 
R1 + -~ :'! .... 

_a~ 

A= <1>' - O'uk 

cr~. 
s'Vs't' Hz 

,_,,. J e.; . 0 

3 
lrong dO Rl = 1 + 2G-

R2 = G( l - <2) = 
cruk(s) 

3 

~ 

rp• - Gul< 

+ 

s s,. 
a' u 

c:D, - O"ak . 1 

s" a' u. 

0 

.j 
K_ + -· - auk(o) 

9 

. (2.7) 

0 

0 

Tit d1c h~ thlrc tr~n suy· ra pC1 va /\. ltrung trng lii. dtc- gii1. tri ri€mg vi\ -d.c vecta 

.fieng ella A. TIT tinh ch1t d6i xlrng va xae d~nh throng ci'ta A suy ra t<.ti mOi 'di~m tr~n 
.': .- __,. 

: I:r1 ~tt -~.::-tO·n t~i ba .v:!n t6c Ian truy~n -s6ng vi :1 vecta s6ng A ttrng d6i m.9t tn;rc. giao 

· · TU- d.u- trl1c ella ht; phuung trioh tren suy ra tUn .t~i mQt s6ng ngang Ian -truy~n 
•'-d¢C l~p (:s6ni; deo SH) vir· hai s6ng Ian truye.n li0n kCt (s6ng P va SV). D~c trll'ng djn_h 
tinh nay trUng v6i ~~~t qult dii biCt trong tB.n h(Ji by d.c m6 binh ella IY thuyi.'!t chS.y. 

·. :Kb.~o. si~ chi tift tUng lo<,li sOng : 

·· ,, :a) Song ngang SH I an trutfln drc /dp 
~ -

S6ng ntty c6 vectcr A trq-c gi~o V6i 1'Q_ (ln:d1ng tbeo e~) 

(c,- v~n t6c s6ng tigang dan hbi) 

K£H qu..1. cho thfiy s6ng deo SH lan truyen v6i v~n t6c cO th~ khic v&~ V$-n t6c 
>6ng ngang clan hili c,. (Bil.ng thfrc :xity 1·a khi k(sl = 3G/cru). Trong cac· niO hinh cua 
ly thuyet chi\y, s6ng deo SH iu6n truyen v&i v~n 16c C2[2]. 

b) Hai song la11 truy8n lieu kit P va SV. 

B~t X= pC2, nh~n dti:gc phtrcrng tl'inb xac c1jnh cite v~n tOe s6ng ngang va 
s6ng ch~m : 



Giili phtrang a rlnh nay, d~ cHtng tiro duqc bH~·u thlrc tOng quit cUa Y~n t6c a6ng 
gang va s6ng cb~m. 

Khi c6 bilt di'mg thfrc sau (ton t~i_ doi vt;i nhi~u l6p v~l li~u): 

<l>'(s) '( O"uk(s) 

k , ) " . . "" \S .- . • .,.-- K' . 4 ~.--- -.. pC """ + '-3 nbanh u du.k. 

' 
Ta se chi ra rftng v.n t6c S6ng ngang v~ s6ng ch~m d:}t duqe ctlc gi9. trj gi6i h¥n 

__,. __,. 
t1 va R2 khi ve~tl! ~ng su~t l~ch hlr6ng th~o ph!!p tuy~n ev ho,(ic tHJ:p tuyt1n e1' cUa rn'-t 1: .. 

Qua v~y, khi S't = 0 tir (2.81 ta thay s6og ilgang lao truy!o vai v~n tOe: 

(p)2 ~· 
Csy = R2 = "" k/3 v6i vecta s6ng luang ung A = (0, t.,. , A~) con s6ng doc c6 v~n 

oc !an truyen 

__,. 
·6i vecto s6ng J.. = ("Av.0,o). Khi S..· = G, s6ng d9c loa truy!n viii ••o Me 

(P)2 4 __,. 
'c = R1 = K + -·- Cuk veri vecta A = (1-.,o,o), song ngang !an truy~n v6i V$n t6c 

p 9 

Ta chuy'en sang x~t s1;r lan truyen trong m6i tnrCrng vc) b3n m¢t mt}t gi:in do~n I: 
.. ua tOe d¢ bien dl;lng sao cho tr!!&c m~t nay, dtc ch&t d'if-m n3.nl. trong tr1Jng tb'lli ··d(U 
iii m6 tii. bbi b~ thlrc (1.1), sau m~t nay c:ic chat di~rn nllm trori-g tr~ng tbl:\i -diD hOi. 
fheo sv lan truyen ella. m¥-t I:t chUng ta c6 · s!J ctlt tAi dtlo hbi (s6ng edt tfi.i) trong mtli 
trnfrng. 

V&i d.c cbfit di~m, th&i di~m khi m~t gi~m do~n di qua s(! tuarJ·g Ung v&i thOi 
~ 

di~m t1Ji d6 qui d~o .bi~n d~ng c6.diern gUy. vecta tiep tuyen P1 qutty di g6c 6)r: n/2 
~ 

~n v6i veda Ung suit S. 

Trong mH~n deo cO h? thlrc (1.1) 

• [1 )' 

S• tlJ _ (<l>' k) Smoemo 
ij - - O'u 3 

. "u 
- Trong mi~n dan hbi : 

Til: /16 c6 :I 

S + 2 Ouk:(ll ·ll -, ' 
3 !j 

(s•il ~ 2G [~iil - 2G<z; W + (<l'>' 



(%= - ._.. 
r:i .• e fll 

- "' l = (khOng t~ng theo i, jl · 

" - ty s6 t6c d9 bi~n thi~n c6ng tnr<'rc va •au ml!.t gian .do~n. 
"'I -- tj so too d¢ bien thi~n e6ng theo hu<'rng bien d9-ng eij 
Thay vao ta c6: 

• ( <2 ) ' <!J' .,.... O"uk • 
[Sij] = 2G 1 - - (eij] + 

2 
Smn [emn] Sij 

1- O:ij (1 - o:)o-u 

K~t hqp v&i h~ thirc (1-3), qua m~! vai phep bi~n dbi thu dugc: 

<P'-!J'uk ' + 
2 

s,.. [e.,.J sij 
, (1 - o:)cru 

B~ng m¢t so pMp bi~n d~i Iuong t1r nhtr phan tren ta c6: 

. -( •z ) [cr;] = G t - (l.;v;v; + AjVj'li) + 
' 1 - !Xij 

+ i. + l.j'li''; + S; ( o~ . l.) ( 
2Ge:2 ) 'P' - O'uk -';Po ~ 

3(1 - .. ,,) (I - «I"~ 

(3-1) 

Btra bilu tbirc nliy, ,·ao ve phai phuang trinh • (2.4), Ia dil.n ve phi!ong trinb 
de o'ljnh 1-1 

p C2).; - G ( 1 - • ' ) (l"''i"i + ).jVjVi) + 
( 1 - «ij 

(3.2) 

_,. 
Phuong trinh nay c6 d~ng pc2 1. - A). 

' 
D~ don giin, x(:H iru&ng hqp khi tl'\lC tQ'a d¢ t:rong khOng glan chQn sao cho oxt 

--> -~ -> 
ht.rbng theo ev/ rn~t ox1X2 chUa vecto &ng su2t i$ch S:L;, OX2 hu&ng I hco e~ · Khi d6 

_,. 
•11 ~ 1; vz"" v, = 0; S.JS = (Si, Sz. i) 

'Trong: M nay, ma tr~n A co d~ng: 
~ tl>' - O'uk 

s~ <ll' - <Tak s,s, lh + 
(t - «)a~ 

0 
(t - "')"~ 

A= . ¢>' - cruk 
SiS2 

<ll' - <Suk sl 
(3,3) 

(1 - o:)cr~ 
Rz + 

(1 - oc~cri 
0 

0 D R3 
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trong i!6 

R~ ~ pC~ ( 1 -
02 

.)· 
' ' \ 1 - «13 

Ttr he phuong trinh tren suy ra tg.i mbi diem tr~n m~t gi:in doqn iOn l~i ba v~u t<'1c -

l.an truy~n dU t3.i Ung v&i m¢t s6ng ngang lan truyen O(lc l~p (s6r.g c'tit 1-iii d€o- SID 
va hoi s6ng Ian truy~n lien ket (song c~.t .tai deo P va SV). 

a) Song •gang/an truyh Jq~ IJI' (so"g ,&t tal dio SH) 
~ 

Vecto· song vu6rig g6c v6i m\it Q, A = (D. 0, );~)·con v~n · tlic tr·ayen s6ng 

pCSH = pcf I - ---"--(ct)
2 

( •2 ) 

. 1-:XjJ 

b) H•i song /an. truysn lien kJt (song edt tdi dio P •• SV) 

B~t pC2 =X, tir del II A - pC2 I II = 0 thu dtrgc ph11ang trlnh xac" il inh v*n .t6C 
s6ng nhanh. va a6ng ch0-rn : 

- - - · <l>' - cr k - - · 
F (X) = ( Rt- X) (Rz -X) + u [s~(lh - X) + S~ (Ri - X)] = 0 (3.4) 

cr~ 

Neu Rt < I\2 c6 

2 4G <z 
1pCt- --

3 1 - Cl..ii 

Cac vJn 16c s6ng nhanh V~1 s6ng ch~m se dq.t di.rqe ca-c gil. trt bi~n Hi hay Hl 
khi St = 0 hay Sz = e .. 

Trong ph:J-m Yi mtJ hlnh tti.i hh1 luve'n tinh [2] t111 dua Ta .. d8.nh gi~l san : 

(p)2 (ct )2 
c~ < ci < cf (3.5) 

(r d'B.y \o·~n tOe s6ng ·cat t<ii c6 th~ lan tru_yen nbanh hay ch~rn han v~n t6c s6nf! 
d€o lily thllQc v:\o d'Jng hB.m v~t JiQu duqe ch9n <P'(s) va k(s), ciing nhtr tUy thu(>e vao 
hu&ng oita qn8. trinb d~t tai phlrc 1~!P· · 

Dcr&i dAy xet dtc dih1 ki~n v6·i c3c h:\m v~t li~u cO m~.t trong h~ thUc x{ie 
clioh (t.-1) d~ thOa man b3.t c1r\ng thtrc (;5.5), 

B6i v6i s6ng nga.ng ian tn1y~n Q¢c l(i.p 

(P)2 _.- (ct) 2 2 
p_csH ·""'' PCsn < pc, 

GiD.i b~t d~_ng thUT treo ta dB.n ve h~ thUc e2 > 0 ~-~ tti~·k:( o-·ba)i Itt· ·G;ik < 3G; 
• (2). • (1) ,._.. 
e 13/ e 13 ~ 0 

f)6i yQj bai s6ng Jan truyen lie.n ke't ta 1-l~n c~~ xet truCrng hgp gi&i h~n s-,: = 0, 
·-



Thay v>HJ rHi.y LH't:u _lh,l-c cila de vl).n tOe. va kel hqf-! vi:ri gd tbiBt thu duqc tll 
fln,rc nghi~m ll>'(S) < 3G ta d~n ve ho Mt O:il.ng thirc -

0 "( <!J'(S) < <>ok "( :lG; «12 < 0; o;11 < 0. (3.6) 

Cac Mit di.ng tbUc trong ~3.6) cho c3c rang bu¢c hO sung trong vi~c chqn die 
d~ng ham v~t li~u trong m6 hlnh ly tbuyet deo d~ cong trung blnh [1, 4, 5].-cbung to 
ra phit hqp v(ri di.c sO li¢u thgc nghi~m thu duqc. 

Truirng h<;rp S, "' O, S'" + 0 dln ve cac dieu ki~n hoan loon luang .!'!· 

' Y&i qua trlnh d~t tii phlrc h.lP trong tnrCrng hgp lan truyen s6ng deo va s6ng c:U 
tii dCo, da chii'ng minh dugc sv tOn l<;.i ella ba lotJ.i sOng v6i v~n t6c bnan to:in 'x<ic dinh .. 
K6t qua thu dugc cho phCp tim cac r3ng bu~c bO sung l~n dq_ng dU'(;rc chQn ella cac h~m 
v~t li~u trong cic mO hJnh deo khi d~t tii phlrc ltJ.p. 

Dia chi Nk¢n ngay 3!'3!1986 
Trt<itng f)~i h9c TJng h~p HN 
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SUMMARY 
0:'\ THE PROPAGATION OF WAVES IN THE ELASTO- PLASTIC 

MEDIUM WITH COMPLEX LOAD!NC, 

In th 1;:; paper is studied. the- propagation of" waves in th-e inJinite tridln"'.ensial plas~ 
tic xnedimn witb comples lomding, using the tbeor;r 9f elasto ~ plaslic d~finition processe~. 


