
T~p chi CO HQC, qp XIJl, 1991, s5 1 (22 ~ 27) 

' ,I ~ A A 

BAI TOAN OOI LUU NHI~T TV NHIEN 
' A' ' .A "' 

CUA CHAT LONG QUY LU~T MU 
""' . ' " , 

GIU A HAl HINH TRl.J TRANG DUNG 

- ' . VU DUY QUANG, NGUYEN QUE 

' ~ 
1. MO DAU 

Bii toin dOi lrru nhi~t tl! nhien cda chat lOng phi Niutan n6i chung·va chSt l6ng quy lu~t 
mii n6i rieng di dll'CfC nhi~u tic gii quan tam do.-nhfrng U·ng dvng ella n6 trong cOng nghi~p d'au 
h6a, polimer ... (xem [1]). Trong [2[ U. G. Xemakin da xet bai toan dili hru nhi%t t'! nhien ella 
chit lOng quy lu~t mii nlm gifra hai thanh thing dli'ng, phing, vO h~n, v&i nhi~t d9 cic thinh cho 
tnr&c. Trong [3] Vii Duy Quang va P. Sulman di xet bii to in tren nhung v&i th~mh c6 b~ day v&i 
d(_) d~n nhi~t hli'll h~n (bAi to<in iien hqp) ngoii ra cOn t:inh de'n inh hrr&ng crl.a cic nguOn nhi~t 
trong thanh ciing nhrr trong chat i6ng. 

Trong bii nay chUng tOi xet bii toin dS'i lu'U nhi~t tv- nhien ella ch[t l6ng quy lu~t mli n~m 
gifra hai hlnh tr\J. trOn thing dtl-ng, d'Ong trvc, dii vO h~n, c6 b'e diy v&i d9 d[n nhi~t hi'ru hc;m 
(hinh 1). Ngoai ra gii thie't & hlnh trv ngoii, hlnh trv trong vi cha:t lOng d'eu chlXa ngu5nnhi~t 
khOng dcii. ChUng tOi dii rUt ra dU'<;tC bi~u thll'c nghi~m ella bii toin c6 ch(ra h~ s3 chrra bigt. Cic 
h~ s5 niy da drrqc xic d!nh tren m3.y tinh. Ke't ca:u dU'qc phin tich va bit1u di~n tren d8 thj. 

. . '- '- ~ , • A 

2. PHUONG TRINH VA BIEU THUC NGHI~M 

G9i h~ s5 d[n nhi~_t ella hlnh trlJ. ngoii vi trong fan hrqt li A~ 1 At. Nhi~t d<? 0 thinh ngoii 
cda hinh trv ngoii vi thinh trong crl.a hlnh trv trong gilt thi~t cho trm5-c va, bing eO~) Bot· Ngu8n 
nhi~t 0 hinh trv ngoii, hinh trv trong vi chit Umg gii thie't khOng d6i va b~ng s~, St viS; 

Xet bii toin dirng m?t chieu. Trong h~ t9a d? tqt·ta c6 cic phuang tr'inh sau (6- d~g khOng 
th{r nguyen): 

(2.1) 

(&day n- h~ s5 mii. cua cMt !6ng; B- nhi%t d(i cd.a chat 16ng) 
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DiE;u ki~n bien: 

v = 0; (}n = 0; An dOn = dB 
dr dr 

khi r = r3 

v =0; ()t = 0; At de, = dB 
dr dr 

khi r = r2 

Dieu ki~n dOng kin: 

,, 
J u · rdr = 0 
,, 

B~ng c<lch tlch ph3.n phrrcmg trlnh (2.3) va ke't h<7p v6i diE;u ki~n bien c6 th~ suy ra 

,
1 e = _!s,r2 + [e,o- e + !st(ri- r~)]/r2lnh/r2) khi r = r2 
"' 2 4 

Aln 0 = -~snrs + [Bno- e + ~sn(r~- d)]fr,ln(r.(rs) khi r = r 3 

£h.if loag 

Hinh 1 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2. 7) 

(2.8) 

Day ch:inh Ia 2 di~u ki~n d8i~ v&i a. Hai dieu ki~n nay ke't h9'P v&i phuang trlnh (2.2) s€ cho 
phep ta xac djnh &: 

e = - Dr2 + clnr + c 1 (2.9) 
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& day D = s/4 con d.c h~ s5 c, c1 drrgc xac djnh tlr (2.7), (2.8) 

c = 11cJ11; c1 = 11c,/11 v&i: 

& day ky hi~u: 

11 =An [ln(r,fr2) + Atlnr2] -At [ln(r./r3) + Anlnr3] 

11c = AAn- BAt 

11" = B [in(r,jr,) + Atlnr2] - A[in(r./r3) + Anlnr3] 

Thay bi~u thrrc cua e tlr (2.9) vaa phrrang trlnh (2.1) ta drrqc: 

~.dd (rlvln-lv) = F + Dr2 - clnr- q 
r r 

(2.10) 

& day ky hi~u F = dp/ dz = canst - h~ng s5 tach bi~n; tich phil.n phrrang trlnh nay ta thu drrgc 
bi~u thrrc v(r): · 

r r 

v( r) = I lw(t)l'/n sign w(t)dt = J W(t)dt 
r, 

Thong d6 

1 1 c 
w(r) = 2c2r + 4Dr3

- 4rln(r2 je) + c3 /r 

W(r) = lw(r)i'/n sign w(r) 

& day ky hi~u c2 = F - c 1 ; c3 la Mng s5 tich ph an. 
Cic hlng sO c2 , c3 drrqc xic d!nh tlr diCu ki~n bien va di'eu ki~n d6ng kln d5i v?i v. 

,, 
J W(r)dr = 0 (2.12) 
,, 

(2.13) 

Di~u ki~n (2.12) suy tlr dih ki~n v(r3 ) = 0 con di~u ki~n {2.13) suy tlr dih ki~n d6ng kin 

" J vrdr = 0 blng cich tkh phin tirng ph'an. 

Ngoai tru·i':Yng v~n tOe v(r) ngrrOi. ta cOn quan tim de"n m<?'~ d<:ti hrqng quan tr~mg, d6 1a dOng 
nhi~t Q rna cMt 16ng mang d<;>c thea thimh. ,, 

D~i lrrgng nay drrqc t!nh b&i cong thrrc: Q = f vOrdr 
,, 
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B~ng each tich phan tirng ph'an c6 th~ bih di~n Q qua W: 

. 1 ;" Q = 4: (Dr4
- 2cr2 lnr)W(r)dr (2.14) 

,, 
Xet tr~rimg hgp d~c bi~t khi r2 = 0 trrc khi kh&ng c6 hlnh tn1 trong. Khi d6 do tlnh hi'ru h~n 

cda 8 va v t~i r = 0 ta ph:l.i c6 c = c3 = 0. Cac bi~u thti-c (2.9), (2.11) tr& nen dan giim han: 

o(r) = -Dr2 + c1 

1 . 

v(r) = J W(t)dt h luc nay blng 1) 

w(r) = (112)c2r + (DI4)r3
; W(r) = lwl1 /n sign w 

1 

Dieu ki~n v(1) = 0 hi~n nhien, dieu ki~n dong kin J r2 W(r)dr = 0 cho phep ta xac djnh c2 • 

0 

Dili v&:i cMt i<\ng Niutan n = 1 tad~ dang tinh dm;rc c2 = - D 13, v = (D I 48)(3r4 -4r2 + 1), 
elm O(r) tinh theo tren. 

'~ '~A'~) 

3.GIAI BANG PHT.JONG PHAP SO. PHAN TICH KET QUA 

a. Gi<ii b~ng phtrong phap so 
D~ xic d!nh giii tr! sO cUa·v(r) va Q ta c~n tlm cic h~ sO chrra bigt c2 , c3 trong (2.11) va 

(2.14). Chung dm;rc xac djnh tir dih ki~n (2.12) va (2.13). 
Tr1r&c het ta chuy~n ca.c rueu ki~n c6 chtl-a dau tich phin sang d~ng phtrang trlnh dg.i sO, stl: 

dl;lng cO:n.g thll-c g'an dUng Gauss. Sau d6 h~ phrrcrng trlnh dg.i sO phi tuye'n thu du·qc se giii b~ng 
phu-o:ng phip Niutcrn. Bii toin dtrgc giii tr€n miy vi tlnh. 

b. Ph<in tfch ke't qua 

Tnr&c he"t tir bie"u thfrc (2.11), (2.14) c6 th~ th~y rling v(r) va Q khong ph'! thui)c vito c1 . ve 
Y nghia v~t l:Y di~u d6 c6 nghia 13. ntfu·tang ho~c gi3.m tnrCrng nhi~t d9 m9t hang sO thl v(r) va Q 
se khOng thay "dbi. 

Hem nfra d5i v&i hai thOng sg cOn l~i 18. D va C ta c6 th~ dtra ve m()t thOng sO li tf sO gilra 
chUng. 

Th~t v~y, tir bi~u thti-c (2.11) va (2.14) do tinh thu~n nHt ta c6 th~ vi~t (gilt thiet D op 0): 

v(r) = IDI1/n sign Dv(n, C I D, r) 

Q = IDI1+1/"Q(n, C I D) 

.;. day il, Q chi ph'! thu<?c vao ty s5 c I D rna thai. 
TnrCrng hqp D = 0 ta c6 c5ng thll-c tU"ang tv: 

v(r) = ICI1/" sign v• (n, r) 

Q = ICI1+1/n Q•(n) 
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Kgt qui tinh toan cho thay : v&i m6i nell dinh, khi (C I D) thay d6i tir -oo de'n +oo hie dliu 
ii co 2 lu5ng (h.2 va h.3). Clmg v&i S'! tang (CID) cu-img d(/ ii gilun dan va dgn gia tri (CIDh 
niw. do (dm;rc xac dinh tir dieu ki~n ii'(r2 ) = o) lu5ng b thanh trong b1t dau di xuilng. Luc nay 
xuSt hi~n 3 luOng : hai lu"Ong di xuOng & hai ben va lu"Ong di len & gifra. Ne'u tie'p tvc tiing ( C J D) 
thl lu5ng b thanh ngoai thu h~p dan vii. dgn gia tri ( C I D)2 n1w do (dm;rc xac dinh tir di~u ki~n 
ii'(r3) = 0} thllu5ng nay bign mO:t, khi do chi con hai lu5ng trong kenh: lu5ng di xu5ng b thii.nh 
trong va di len & thinh ngocli. Cling v6i sv- ting ( C /D) hai luOng niy tang dk v'e crrCrng d.:}. 
Cac gia trj (CID),, (CID)2 ph\l thui)c vao n va r2 , r3 . Ching h;m v&i n = 1, r2 = 1, r3 = 2 thl 
( C I D), = 3, 8; ( C I D}2 = 5, 0. Dili v&i tru-img hqp D = 0 thl v• lu&n co hai lu5ng : di xuilng b 
thinh trong va di len &. thinh ngoii. 

5 

1 
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c;o 
' 

Hinh 2. Tru:lmg hqp n = 0,6 Hlnh 9. Trv:IYng hqp n = 2 

Dl!a vio nhfrng nh~n xet tren ta phin tich anh hrrCrng cUa die thOng s5 bii toin (nhu nguOn 
nh~, kich thrr&c hlnh h9c ... ) de'n dOng dOi hru trong kenh. 

Ta khio s.it mQt sO: tru-tJ-ng hq'p dan giLt v&i gii thie't At = An. = A"'; St = Sn = s*. 
+ xet tnrCmg hqp khOng c6 ngu'On nhi~t trong chat lOng va trong th3.nh : s = St = Sn = 0. 

Khi do v, Q co d~ng (3.2). M~t khac tir (2.10} ta tinh du-qc 
C = (Ono- B,o)lin<p v&i <p = {rzr4 lr1 r3 )

1 i>" {r3 lr2 } > 1 
COng thll-c tren cho ta thay: thll- nhat, khi ta dOi chO nhi~t dq ()to va. ()no cho nhau thl dOng 
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dOi hru giii' nguyen crrCtng dQ nhung d6i chi'eu 1 thJI hai 1 dOi lU'U trong kenh se ting n~u d9 chenh 
nhi~t d? [Bno- 8, 0 [ tang ho~c h~ so <p giim (be day thanh gi!un ho~c d? dh nhi~t cda thanh so 
v&i ch~t 16ng tang). 

+ Tnrlmg hqp khi s oF 0; s• oF 0 thl, d'!'a vao (2.10) va nh~n xet & tren ta th~y S'!' tang s· 
va (Bno- Bw) se thllc d[y str di xuOng cda chat lOng&_ thip.h trong vi str di len & thinh ngoii. 
DOi v&i cac thOng sO kh<ic nhtr SJ ).*) ri thl inh hu&ng len dOng dOi hru ~hOng dan chieu mi phv 
thuQc vio cac thOng sO khic nfra. 

H A 

4. KET LUJ}.N 

0 bai nay chllng t&i da mer ri)ng kgt qui trong [3[ sang tnrlmg h7p kenh tru, c6 xet Mn 
tnrCtng hqp d~c bi~t khi chi c6-thimh tr~ ngoii. Da chi ra r~ng ~hi- thOng sO bii to<in thay d6i c6 
th~ xuat hi~n 3 ludng trong k€inh cling nhrr d6i sang chi'eu ngrrqc l~i. 
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PE310.ME 

3A,[(A'-IA 0 ECTECTBEHHOtl: TETIJlOBOtl: KOHBEKl(l111 )!(J.1,0:KOCTM 

CO CTETIEHHbiM 3AKOHOM. ME)!(,O:Y ,O:BYM5! BEPTMKAJlbHbiMM U\11111H,O:P AM11 

B )J.aHHOfi eTa The paccM<;>Tpeaa conp.HJKeHHaJI aa,u,a'-la e<;TeCTBeHHOA: Tennoso:A KOHBeKn,HH 

HeHblOTOHOBCKO:A: >KH,[J.KOCTH CO CTeiTeHHhiM 3aKOHOM B KaHane, orpaHH'-IeHHOM )l,BYMH Bep

THKaJihHhiMH IJ,HJIHH.D,paMH. Tiony'-leHhl ¢opMy1ILI ,O)IH CKOpOCTH H IIOTOKa Te'rrna. ''-lHCJieHHhJ.e 

pe3yJihT3Thl Bbl'-lHCJieHbl Ha 3BM H H306pa:>KeHhl Ha rpa<P~~aX. 
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