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ON DINH CUA CON LAC NGUQ'C 

" A " KHI DIEM TREO DAO DQNG DA TAN 

NGUYEN VAN DINH 

v ~ " 

D~T VAN DE 

Bit.i toin con l.tc ngtrc;.rc xet m9t hi~n ttr9'11g IY thU va c6 Y nghia k:Y thuzy.t: v! tri din bing 
khOng 5n d~nh cUa con l~c 6- v! tri tren se tr& nen 5n djnh ne'u di~m treo con lie dao d9ng v&i t'in 
s5 dd cao. '!l-ong /IL bai toin nhy dJ. dm;rc gili.i quyift nhO phrrang phip trung blnh khi di~m treo 
con llc dao·di}ng di'eu hOa theo phtrO'ng thltng dfrng. T5ng quit hon, gilt thi~t di~m treo dao d9ng 
theo quy lu~t phll-c t<;tp. Htr&ng m& r9ng nay aa dtrqc d~ cij.p di!n trong· [2] ciing khi xet con lite 
ngtrqc va trong [3] khi xet con I.tC Ct vj tri cin bing th8:p va trong chuy~n di}ng quay to~m vOng 
nhrrng vin h~n che & tnrCrng hqp di:m treo dao d9ng th!ng dl'eu hOa theo phuang nghieng. Du&i 
diy, gilt thigt di~m treo con l£c d'ao d9ng vCti hai t:l.n sO theo phucrng th~ng dtfng ho~t trong m~t 
phitng thing dll-ng, se xet va':n d'e 5n d!nh cUa con Ii1.c ngtr7c. PJ~uang ph lip trung binh v~n du·qc 
sti- d\lng n.htrng 1.! x5:p xl thtr hai d~ c6 th~ kh3.o sit ttrang tic gifra cic thilnh ph 'an dao d9ng ella 
di~m treo nhat lil khi c6 cl}ng htr&ng giifa cic th3.nh phin d6. 

.. ... ._,J "' ' >$ ~ ,J 

1. PHUONG TRINH VI PHAN CHUYEN DQNG CUA CON LAC CO DIEM 
A , ' 

TREO DAO DQNG THANG DUNG 

Cho con lilc AM Ia kh5i lm;mg m t~p trung t~i cl'liu 
M cda thanh khong trgng hr7ng AM, chih dai i, quay 
drrqc trong m~t ph£ng th~ng dUng Oxy quanh diem treo 
A, di~m nay dao d9ng d9C tqic thing dll-ng Ox vCti hai 
tlin s5 theo lu~t (hlnh 1): 

OA = XA = a,sinw,t + azsinwz(t + x) (1.1) 

trong d6 : ab a2 va Wr, w2 ~ rihihlg sO du-ang tu-ang 
6-ng chi ccic bien d9 va tin sO_cUa cic th3.nh ph'an dao 
d9ng ella di~m treo con I£c; X( -1f :S WzX :S 1f) - d9 l~ch 
pha-gifra hai th3.nh ph'an dao d{mg n6i tren. 

Phtrcmg trlnh vi ph5.n chuy~n d9ng ella con I£c Ill.: 

0.-------------------y 

A 

If 

Hinh 1 

m£2 0 + hB + mgisin g + ml[a,wi sinwrt + azw~ sinwz(t + xJ! sing= 0 (1.2) 

trong dO : () - g6c nghieng e-lla con I£c v6i trq.c Ox; h > 0- h~ sO c.in n·h&t; g- gia tOe trqng tnrCrng; 
dau "." - ky hi~u d~o ham theo thCri gian t. 
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C6 th~ vi~t (1.2) dcr&i d\lng: 

(1.3) 

trong d6: w, a. -· hai sO' du-crng trrcrilg ll-ng d~c tnrng cho mli-c cic t!in s~ va d.c bien d9 ctl.a cic 
thinh Ph'an dao d{mg eli a di~m treo con l£c; aau "t" - k:Y hi~u d;;to ham thea 1' = wt; Wo = ViTi­
tlin sO' rif!ng ella con l.ic; A= hjmi2

, e1 = atfa, ez = .azJa, Vt = wifw, Vz = wz/w, v2a = wzx. 
·xet tnrCmg hqp a <t: f. va ch9n e = a/i lim tham s5 he. Gilt thie't w0 jw vi Ajw0 d'eu & cS:p e 

(dn y~u han so v&i gil thigt trong [1], chu-ang V, trang 308-311), phu:ang trlnh vi phan (1.3) tr& 
thanh: 

trong d6: 

aeu a cap dO'll v!. 
Tmmg tv trong [lj, thvc hi~n phep bign dBi: 

0 = rp + e(e1 sin v1t + ez sin vz(r +a)] sin 1.p, 

01 = efl + e[e1V1 COS V1T + ezV2 COS Z12(r +a)] _sin rp, 

trong d6 p, 0 l<l hai bien m6-i. 
So sanh (1.5) (1.6), ngu chi gifr l(Li cac d\li hrgng Mn d(p £

2
, suy ra: 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

( 1. 7) 

Thay (1.5) (1.6) viw (1.4), sau khai tri~n va giln rr&c, ngu chi gifr l~i cac d<'i hrqng Mn cap 
e2 , se dl.r<;rc: 

O' = -e{ fl[e 1 v1 cos v1r + e2 v2 cos v2 {r +a)} cOsp + k2 sin<p+ 

+ [etvf sin v1 r + ezv~ sin vz(r +a)] [et sin v1r + e2 sin v2(-r +a)] cospsin p }+ 
+ c2

{ n [ ei~I cos VIr+ ezllz cos vz(r +a)] [ei sin VIT + ez sin vz(r +a)] cos2 ~­

~ 2o:fl ~ 2a:[eii/1 COSV1T + ezVz COSI.Iz(r+ a)] sinp 

~ k2 [ei sinv1r + ez sin vz(r +a)] cos psinp+ 

1 [ 2 . ? • ( ) l [ . . ( )]2 . 3 } +z eivismvir+e2 v2smvz r+a e1smviT+ezsmv2 r+a sm r.p (1.8) 

H~ (1.7) (1.8) Ia h~ phrrang trlnh vi phli.n h~ng nMt, d~ng chuifn, & xiip xl thrr hai ella con i&c 
khito sat. 

-& , ,., A " , 

2. CON LAC NGUGC CO DIEM TREO DAO DONG TRANG DUNG -
' A • ' • 

TRUGNG HQ'P XA CQNG HUGNG 

Xet 5n djnh ella tr<;~-ng th<ii din blng ella con Hie ngrrqe khi VI # 112, 111 :f. 2vz, v2 f. 2v1 g<;n 
Ia tru·Crng hqp xa e{mg hrr&ng. 

Ti~n. hanh trung blnh h6a h~ (1.7), (1.8) Mn xiip xi thrr hai. 
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r'; xfip xi thir nhfit, h~ phuang trlnh trung blnh Ia: 

IP~ = e1l1 

fl ' {k2 . 1 ( 2 2 2 2) . } 
1 = -e sm p 1 + Z e1 v1 + e2 v2 sm 'PI cos <p 1 

(2.1} 

trorlg d6 chi sO 1 dUng d~ phin bi~t ci_c bie'n <p, 11 ban diu -vCri d.c bie'n d6 & d.c x5:p xi. 
H~ (2.1) tuang du-ang v&i mi)t phuang trinh vi phan h~ng hai: 

"2{k2' 1(22 22)· } <p1 + e sm <pr + 2 e 1 v1 + e2 v 2 sm <pr cos 'Pl = 0 (2.2) 

D~ ditng th5:y <pr = 1r (con l£c nguvc) Ht nghi%m c-da (2.1) va di€u ki~n c'an d~ 5n d!nh li: 

(2.3) 

£)6 Ht di~u. kifn d~ phmmg trhih bie'n ph5.n tlrong il-ng khOng c6 nghi~m d~c tru-ng c6 ph'S.n 
th\fC drrang mit. c6 C~p Dtghi%m io lien hqp. Vl v~y, van d'e 5n d}nh chrra dtrqc gi3..i_ quyet (do d.n 
yeu) va di.n thi€t trung blnh h6a & xS:p xi thli- hai. 

xgp xi holm chinh th{r nh5t c6 d~ng: 

<p = <pr- vi 0 = 01 - e{ Or [ er sin VrT + e2 sin v2(r +a)] cos 'PI 

1 [ 2 • 2 • ( )) • . -4 e1vrsm2vrT+e2v2sm2v2 r+a smcprcos<p1 

1 2 2 • (sin[(vr- v2)r- VzO"] + -
2 

e1e2 (v1 + v2 ) sm 'PI cos cp1 . ~-~ 

sin[(vr + v2)r + V20"Jl} 
v, + v 2 (h) 

Thay (2.4) vao h~ (1.7), (1.8), ke't qd trung binh h6a cho h~ phu-ang trlnh trung blnh & x5p 
xi thir hai: 

Ia: 

<p~· = e01 

fl ' {k2• 1(22 22}· } 2 n 
1 =-e ·Sln'PI+ze1v1 +e2v2 sm<p1cosrp·1 -e.2o:~q 

H~ (2.5) tu-ang du-ang v&i mqt phrrang trlnh vi phiin h~ng hai: 

" + 2 2 ' 2 { k2 . 1 ( 2 2 2 2) . } 0 P 1 ae cp 1 + e sm 'Pl + 2 e1 v 1 + e2 v 2 sm cp 1 cos <p1 = 

Dg khio sat 6n djnh cUa con lie ngu-qc <p1 = 1r d1t rp1 = 1r + Oop va l%p h~ bie"n phfrn: 

(2.5) 

(2.6} 

(2. 7) 

Do a > 0, dieu ki~n (2.3} tr& thanh dieu ki~n dtl d~ c6 5n djnh vii. theo cac ky hi~u ban dau 

(2.8) 

Trang [lL khi die'm treo cU. a con lite dao c19ng thing dll-ng dieu hOa vCri bi€n de? a 1 t'5.n s5 w va 
khi >.jw & d(p dan vj (dn m~nh hem), tir h~ phtrang trinh trung binh h6a & x5p xi thir nh~t suy 
ra dieu ki~n d-& d~ con U.c ngrrqc 5n d!nh li: 

(~.9) 
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RO dmg (2.8) m& ri)ng (2.9) vi cho thiy d.c thinh ph'an dao d9ng ella di~m treo di "c9ng" 
tic dvng. Nhu the', c6 th~ cin d!nh con l£c ngm!c nhCr nhi"eu th~mh ph'an dao d9ng ella di~rn treo 
v&i t'5.n sO tU"crng dOi thip hon. 

ChU Y rlng, ngoii vi tri cin b~ng thip p = 0 vi vi trf cin b£ng ngtrqc rp = 1r cOn c6 vj tri 
cin b~ng trung gian p 0 xic d!nh b<'ti h~ thU:c-cospo = -2k2 /(eiv~ + e'5v~). Vi tri c5.n bang thip 

luOn 5n -dinh khi di~m treo dao d9ng v&i t'an sO dti cao. Vi tri c5.n bang ngrrgc luOn tOn tc_ti se tr<'t 
nen 5n d~nh khi t'an sO dao d9ng di~m treo dd cao va t'inh 6n dinh Ul.ng thea t'an sO d6. Vi tri' c3.n 
b!ng trung gian xu5:t hi~n khi vi trf c5.n b!ng ngU"I!C 6n dinh nhrrng kh&ng cin d!nh vi mli-c kh&ng 
5n d!nh ella_ vi tri can bang trung gian tang theo t'an sO dao d9ng di~m treo . 

.J , "' A " • J 

3. CON LAC NGUCJC CO DIEM TREO DAO DONG TRANG DUNG -
' A • } • 

TRUCJNG HQ'P CQNG HUONG 

Day li tru·Crng h9'P rna, (y xip xi thll- hai, m{)t trong ba h~ thU:c -sau dm;tc thda min: Vl ~ Vz, 

v1 ~ 2vz, Vz ~ 2vr. 
C6 th~ rUt ra nhli"llg nh~n d!nh v'e lmh hu&ng clia-tlnh trc_tng c9ng h1r6-ng giii-a c<lc t'an sO kkh 

d{ing de'n tlnh 6n dinh crl.a con lite ngrrqc qua cic tru·Crng hqp c?mg hrr&ng dUng. 
Trrr&c he"t gilt thie"t Vl = Vz = v. D5.y la. trtrCrng h<;tP aa bie't vl di~m treo dao d9ng di'eu hOa 

v&i t'an s5 v va v&i bien d<}: 

a*= Jar+ a~+ 2ala2 cos vx 

va theo (2.3) di~u ki%n cin d!nh crl.a con lie ngrrqc li: 

(3.1) 

2 1(a•) 2 
2 (3.2) w0 < 2 7 v 

Nhrr thg, di) l~ch pha x dieu chinh bien di) dao di)ng t5ng h'!P va qua d6 <inh hulrng Mn tinh 
5n d:~nh cUa con lKc ngtrqc. 

Bay giQ- gia thie't v2 = 2v1 = 2v. Xiip xi thu nhit hoim chinh vfin c6 d~ng (2.4). Ke't qua 
trung binh h6a h~ (1.7), {1.8) & x5p xi thu hai cho: 

(3.3) 

H~ {3.3) trrang drro-ng v&i mi)t phrro-ng trinh vi phan h~ng hai: 

" 2 ' 2 { k2 . 1 ( 2 2 2 2) • } cp1 + 2ae: cp 1 + e sm Pl + 2 e1 v1 + e2v2 sm cpr cos cp1 

3{ 1 2 . . 2 [ 2v,(vr +vi)] - e - e 1 e2 sm vza sm 1,01 cos 'Pl v1 Vz + .:..:...=-'--'--'2..!. 
8 ~-~ 

1 2 (2 2 2) . . 3 0 } - 8e 1 ez v1 + v2 smv2asm p 1 = . (3.4) 

Che' dt} can blng crl.a con Hie ngtrqc van t'On t?i va. di~u ki~n 5n d!nh la : 
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(3.5) 

. So sinh VO'l (2.3), di~u ki~n (3.5) c6 them sO h~ng & di:p e. V~y ve CO' blm, b tru·Crng 
hqp c<}ng hrrCrng 1 tlnh tr~ng 5n d!nh cUa con U.c ngu-qc vlin nhu. khi xa ci}ng htrCrngj chi khi ·; .. 

k2 R~ ~ ( eivf +, e~vi) nghia la khi con lie ngu-qc n~.m & ranh gi&i c~a mi~n 5n dinh thl <inh hU'&ng 

e1ia tlnh tr;,tng c{?ng hrr&ng gill-a c<ic -tk s5 klch di}ng m&i d[n de'n nhfrng thay d5i d!nh tinh. 
Tru-Ctng hqp v1 = 2vz ciing hrcrng t1J.'. 

6 .. "' ... ,) 
4. CON LAC NGUQ"C CO DIEM TREO DAO DQNG PHANG 

M& ri}ng bid to<in, cho digm treo A cUa con l£c dao d{mg trong m~t phing Oxy. thea lu~t: 

(4.1) 

V&i cling nhfrng gii thi{ft vi kY hi~u dii bie't, phtrang trlnh vi phin chuy~n dt}ng cUa con l&c 

011 + 2o:e2B' + k2e2 sin()+ e{ elv; sin l/1 rsin tf- e2v~ sin V2(r +a) cos & } (4.2) 

Hi~n nhien 0 = 1r khOng phAi Ia nghi~m cda phmmg trlnh (4.2) nghia Ia khong tCin t~i che' di) 
din bAng ngu-qc vl khi digm treo A dao d9ng nga.ng, con I£c nh.1t thie't da.o d9ng. Vl v~y, & diy, 
se chi n6i de'n chg d9 dao dQng nh6 '( c5:p e) cU. a con lite quanh tr~c thiing dUng qua A. 

Th'!c hi~n phep d5i bie'n: 

8 = <p + e{ er sin vr r sin <p- ez sin vz( r +a) cos <p} 

fJ' =eO+ e{ e1v1 cos v1 r sin <p- ezv2 cos v2 ( r + u) cos <p} 

H~ phll'ong trinh vi ph£in h~ng nh5:t d~ng churk theo <p1 fl lcl. : 

<p
1 =eO- e2 fl{ er sin vrrcos <p+ ezsinvz(r +a) sin: <p} 

O' = -e{ n(et!.ll cos VIreos <p + ezVz cosvz(T +a) sin P] + k2 sin cp 

+ [ erv; sin vrr cos <p + ~zv~ sin vz(r +a) sinp) [ e1 sin VtT sin~- e2 sinv2(r + u) cos p)} 

(4.3) 

+ e 2
{ O[e1v1 cos VIr cos <p + ezvz cos v2 (r +a) sin p] [ e1 sin v1 r cos <p + e2 sin v 2 (r +a) sin p] 

- 2afl- 2a(e 1v1 cos v} rsin <p- ezv2 cos v2 (r +a) cos cp] (4.4). 

-:- k 2 cos cp(e1 sin v1rsin<p- ez sin vz(r +a) cos p] 

+ ~ [ervf sin v1r sin <p- ezv~ sin v2(r +a) cos cp] (e1 sin VtT s~ <p- e2 sin v2(r +a) cos p] 2
} 

Xet tnr(mg h9'P xa d}ng hmYng : Vr f: Vz, VI f: 2v2, vz :j; 2vl· 
X~p xi thfr nhitt ho1tn chlnh co d~ng: 

28 

-·· 



Thay (4.5) vao (4.4), ke't qua trung blnh h6a cho h~ trung blnh l.t x~p xi thrr hai: 

<p~ = ~nl 

....,, { k? . 1 ( 2 2 2 2) . } 2 ..... u 1 =--e -smcpt+2 e1v 1 -e2 v2 smp1 coscp1 -e 2au1 

trrong drrang v&i phrrang trlnh vi ph5.n h~ng hai: 

II 2 2{k2· 1(22 22)• } Q rp1 +2o:e iptl+e smrp1 + 2 e 1v 1 -e2v2 smrp1cosp1 = 

Vi tri can bKng 'P = 1r cda con Me ngrrqc tOn t;:ti va di€u ki%n bn dinh Ia: 

2 1 [("')
2 

? ("2)2 2] hay w0 < 2 £ w}'.- £ Wz 

. (4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

Nhll' the', thanh ph'an dao d(]ng ngang ella di~m treo A (a2 ) lJ.m gia.rrt va c6 the lam con lite 
ngrrqc mat bn dinh. 

Xet tnr/mg h91' c;;mg hrrl.tng dung: v1 = v2 = v. Xip xi thli- nhat hoan chlnh c6 d~ng: 

p = <p1 va 0 = fh- efl1[e1 sinVt1' COS<pt + ezsinvz(r.-.1- a) sin <pd 
. [ 1 2 • 2 1 2 ( l] +esm<p1coscp1 4e1v1sm v1r-4e2 v2 r+a 

• ( 2 2 2 . 2 ) sin[(vJ + v2)r + VzO"] 
- -e1e2 v1 cos Pl- v2 sm Pt 

2 ~+~ 
{4.9) 

Thay (4.9) vao h~ {4.4), kgt qua trung blnh h6a cho h~ phu:ang trlnh trung blnh & xap xi thtl­
hai: 

(4.10) 

trrcrng drrcmg v&i ph1.rang trlnh vi ph5.n h<,mg hai: 

N ' rr h' d' ' . Kh" d' d"> A h - d I' eu va = ±z, cos va = 0 c e 9 cp = 1f ton t<;t1. 1 o tern treo v~c ra quy <:tO en tp 

Uim 0, hai ntra tn~c chinh b.lng a 1 , a2 vi hrang 1fng nKm thea hai trlJ.c Ox, Oy va thea (4.3) con 
U.c dao dQng nhO thea lu~t 8 = 1r ± ee2 cos vr quanh trl}.c thing dli'Ilg di qua di~m treo di dQng A. 
Di'eu ki~n 5n d!nh v~n cho b&i b5:t ding thll-c (4.8) va tr& thinh: 
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1 [("1)2 ("")2] hay wJ < 2 7 , - f-:. w2 (4.12) 

N' ±" d' h' ~ ·..., . h' d' ' b' t d' d d' I ' " eu Vt7 = 2, cos vcr u n o, se ton t<;~-I c e 9 can ang ngu·qc rang o ao qng n 10 xay 

ra quanh tq1c qua A nhrrng hai b! l~ch so v&i phtrang th~ng dll-ng. Thlf·c v~y, tri~t tieu sO hc~lflg 
thll- ba i!t ve phlLi ella phll'ang trlnh (4.11} va vi€t phuang trlnh thu du·qc dwYi dzmg: 

2 . 1 ( 2 ?) ? • 1 2 Y1=k sm<p1+4eJ-e2v~sw2p1=ze1ezv cosvt7cos2pl=Y2 (1.13) 

Tr€n hinh 21ft d<?-ng cic dOth! cic h3m y1 khi 0 < k2 < v 2 (ei_- eiJ/2v'2 va y2 khi cos va > 0 
dll nh6. Hai dO thj clt nhau t<;~-i -hai di~m trrang 6-ng gii tri rp0 gan 1r va fJ = Po + ce2 cos vr. Clu1 
dQ nay cllng tinh 5n d~nh v&i che' ctq rp = 1r khi cos va = 0. 

!/ 

Hinh 2 

TnrCrng h7p v2 = 2v1 xilp xi thll- nhat hoin chinh vlin c6 d<}ng (4.5) vi plnrang trlnh trung 
b\nh & xap xl thrr hai lit: 

(4.14) 

ttrO"ng dttang v&i phtrang trlnh vi phin h~ng hai: 
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" + 2 2 ' + 2 { k2 . 1 ( 0 0 0 0) . } P1 o:e: ¥?1 e: SlllifJl + 2 eJ:V.L- e2v2 s1np 1 cosrp1 

(415) 

D~ d~mg th5:y khi sin v2a = 0 che' d9 din b!ing ngu·qc r.p = 1r tOn tai va khi d6 di€m treo A 
v~ch ra qu)' d~d d~ng sO 8 cOn dieu ki~n 6n d!nh v[n cho b<'ri b5:t cLing tl~t'rc (4.8). Cling se xfiy ra 
tlnh hlnh nhu v&i tru·Cmg hqp tnr&c neu sin V2(J chi nhO. 

" ' KET LUAN 

Nhii11g phSn tkh td~n cho phep rl1t ra m9t sO nh~n xet ve tlnh 6n d~nh nb con lie ngu·ac khl 
di~m treo ctla con lie c6 dao d9ng phlrc t<;tp. Ne'u plnrang dao d9ng th~ng d'U:ng, cic thinh. ph 'an 
clao d9ng c<)ng tic dl;lng vi con lite ngu·qc On djnh hcrn. Tru·&ng hqp di~m treo dao c19ng trong mi?.t 
phing thing dU·ng 1 thtt.nh phiin dao dQng ngang c6 inh hu&ng x5:u va !Zun gibm m1.l-c 6n djnh. 

Xic nh~n- COng trinh niy du-qc ho~Lll thanh vCri S1[ tai tr£! ella chu·crng trinh nghi€n cU:u ccr 
bin trong linh VlfC khoa hqc tv- nhien 
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SUMMARY 

STABILITY OF THE INVERSE PENDULUM WITH 
THE HANGING POINT IN MULTIFREQUENCY MOTION 

In the present paper, the stability of the upper equilibrium position of the pendulum is exam­
ined. It is found that if the hanging point undergoes vertical complicated oscillating motion the 
different components of the motion law renforce their actions so that the mentioned equilibrium 
position becomes more stable. On the contrary, if the hanging point moves in the vertical plane 
the inverse pendulum is less stable under the influence of the horizontal cofnponent of the motion. 
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