
T\'P chi CO HOC, t~p XV, 1993, so 4 (17- 23) 

...J ' ' ....... ' " ON D~NH CUA VO TR1J DONG THOI B~ NEN 

DQC DUCJNG SINH v A AP LVC NGOAI 

THEO QUY D~O PHUC T ~p 

DAO VAN DUNG 

Thea hu&ng nghien clru d5. chi ra trong [1, 2, 3, 4L bai nay xet Slf 5n d!nh ella v6 tn;~ dim
deo dOng th&i b! nen d9c dU'Ong sinh vi <ip ll!c ngoJ.i theo qu)' d~o ph{rc t<_tp, x5.y d\mg phuang 
phip xic d!nh Iv-c t6i h<.tn va chi ra inh hubng ella qui trlnh d~t tii phU·c t<_tp t&i Sl! 5n d!nh ella 
vO qua m?t vi dt;t: ,b!ng sO. 

' ' ~ 
1. BAI TOAN ON Hj"NH 

Xet vb tr~ bin kinh R, d9 day h, chieu day L, ch~u qua trlnh d~t tii phlrc t~p: nen d9c theo 
drrirng sinh b&i il!c c6 cu·irng d(\ p(t) va ap l\fc ngoai v&i cu·irng d(\ q(t). V~t li~u Ia khong nen 
dl.r9'C va khOng xet de'n Slf xu at hi~n mien dlt tii trong v~t th~. Ch<?n h~ trl;IC t<?a d? tnJ. sao cho 
tn,tc x n!m dqc drrCrng sinh, trtJ-c z hll'Crng theo phip tuyen ella vO, trl!c y theo hu6-ng tiep tuyen 
vOng. Gil thiift v6 tn}. t'!a blm Ie t<;ti x = 0, x = L. 

a) Qua trlnh tnr&c khi vong 
cac th~mh ph'an tru·&c khi vOng c6 d<,mg 

CTxx = -p(t); - R CTyy = -q(t)h = -q(t); CTxy = 0 

(1.1) 

Cic thitnh ph'an t5c dQ bie"n d<;tng tu·ang li-ng drrqc x<l.c d!nh thea IY thuye't qui trlnh bie'n d<;tng 
ditn - d~o nhll" sau: 

(p- !q) 
i,, = _!_(- p + !<i)- (_!_- _!_) (pp + qq- !pq- !pq) . 0 2 

N 2 . </>' N 2 2 p- - pq + q2 

1 
. 1 1. . ( 1 1) . . 1. 1. (q- 2Pl 

e =-(-p-q)- --- (pp+qq--q--pq)·~-.!L_~ 
"" N 2 </>' N 2 2 p2 - pq + q2 

(1.2) 

trong d6 </>' '= ,P'(s); N(s, CTu) = CTuk(s) 
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Phll'ong trlnh xat dinh d9 d~d cung c-da quy d;;to bie'n d<,~-ng nhrr sau: 

ds 2 ( ·2 . . ·2 ) 1/2 - F( ) 
dt = y'3 exx + C:xxC:yy + C:yy = s) ~ 

b) Qua trlnh sau khi vtng 

(1.3) 

Gii thie't r~ng cic l1fc ngoii phv thu9c b5:t k:Y vio tham s5 tii t. T~i thCti di~m t'"' vd b! v'Ong, 
tfrc li xu5:t -hi~n d<;tng cin b~ng Ian c~n. Khi d6 h% phrrang trlnh 5n d!nh d~m - dJo Clia v6 c6 d<;tng 

( 1.4) 

( 1.5) 

trong d6 

3( ¢/) p' 
001- 1-- 1--

- 4 N p 2 - pq + q2 ' 

f31=1+!(N -1) (2q-p)' · 
4¢/ p'-pq+q' 

3 ( if/) . pq 
<>3 = 2 - 2 1 - N P' _ pq + q2 

il3 = 2 + !(N- 1) (2p~- q)(2q- p) 
2 ¢/ p" - pq + q' 

(1.6) 

3( ¢!) q' 
<>s = 1 - 4 1 - N P' - pq + q' 

f3s = 1+ !(N -1) (Zp- q)' 
4 if/ P2 - pq + q' 

Gilti Mi toan 5n djnh quy v~ nghien ctl:u dllng thai h~ 3 phuang trlnh (1.3), (1.4), (1.5) cling v&i 
cic dieu ki~n bien, d3. cho. 

' , 
2. PHU0NG PHAP GIAI 

T' I "' ' d '" d ' A · ( m11"x ny) d' ' I' ' " ' ' h 1m ng u~m v w U"O'l ~ng uw = sm L + R tr~ng o m va n a cac so mra song t eo 

hll'&ng trvc vi hU'&ng vOng cU.a tn~. D~ th5:y rZ.ng cich tim nghi~m nhu v~y thda. m5.n di'eu ki~n 
bi€n tl!a bin I'€ theo nghia trung binh tfch ph&n. Thay 6w via (1.5) thu dm;rc plnrang trlnh x<ic 
d!nh rp. N ghi~m rieng ella phrrang trlnh nay li 

(m11"X ny) 
<p= Bsin L+ R 

trong d6 

B~AN(~<r,)[!31 (7)' +f3,(*)' +f3s(:J'Gfr' 

Thay ow va <p vao (1.4) va tlr dih ki~n kh&ng tlim thuang cua nghi~m, trrc 1i A i 0 (keo 
thea B f- 0), nh~n du-7c h~ thll-c xic d!nh Ivc t6-i h~n cUa vO tr~. 

(m11")' (n)' · {h2 
[ (m11")4 ("111")'(n)2 I: p+ Ii q=N(s,au) 9 "' I: +<>3 I: Ii + 

(n)4] (m11")'[ (m11"R)' ( Ln2 )2]-1} + <>s R + L f31 -y- + fj,n' + f3s m11"R . (2.1) 
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(2.2) 

Sau khi qrc ti~u h6a i 2 theo 0 vft. 1/; ta tim dm?'c h~ thU·c xic d!nh h,rc t&i h~n nhrr sau [2]: 

trong d6 e va 1/J drrqc xac dinh b&i 

( as) ( f3s) ( f3s ) ( as) a,- 82 (j,e + (3, + e - (3, - ez a,e +a,+ e + 

2q ( as) ( (3,) + ( q) a,e +a,+ e (J,e + (3, +- = 0; 
ez p + - e e 

H~ thtl-c (2.3) bao quat cac tnrirng h7p <Ia xet trong ]3, 4, 6]. 
Cac tru-img h'!P rieng 
a) Vd c6 c19 dli trung binh 
Theo ]6], ta c6 m = 1, e2 « 1 va 

. , [ 3 ¢') qZ ]' ( R) z=2N{s,<1u)· 1--(1-~ o · "L · 
4 N p2 - pq + q" 

{ ("R) 3 ( ¢') qZ 
. p L • 1 - 4 1 - N p 2 - pq + q2 

1(N ) {2p-q)2 1+- --1 + 
4 ¢' p2 - pq - q2 

, 1(N ) (2p-q)2 }-1 + ·q· 1+- ~-1 
4 ¢' p2 - pq + q2 

(2.3) 

(2.4) 

Nh~n xet: Neu q = o tir (2.4) suy ra cong thU.c dii c6 trong ]1], neu p = o cong thu·c sai khic veri 
cOng thll-c trong [4] m9t hKng sO nhin b~ng 0,85. 

b) V6 dai. Khi d6 e « 1, ta c6 ]2] 

! 
3 ¢' q2 ]1/2 

. 2N(s,<1u) 
1 -4(1 -N)p2-pq+q2 

•= p 1(N ) {2p-q) 2 qN(s,<1,.) 
1 + - ~ - 1 + 4 "---'--o:--"-'-

4 ¢' p2 - pq + q2 p2 

{2 5) 
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.. , ,.., , , 
3. PHUaNG PHAP SO XAC D]"NH LlJC Tal H~N 

Vi~c x<l.c d!nh hrc t&i h~n trong tnrCrng hqp d~t tii phtrc t~p ctu-qc th'!c hi~n theo phrrcmg 
phip tham sO tii. Dg minh h9a, gii thie't cho quy lu~t d~t t<ii ph li-e t~p du·&i dc,mg 

(3 1) 

VCri qo, q!, qoo li cic hlng s5 aa bie't c6 thU: nguyen 1\fC. Thay quy lu~t (3.1) vao cic h~ thU·c 
(1.1), (1.2) tim dtr<!C a.,(t), i,,(t); phuang trinh (1.3) xac d[nh s = s(t). H~ thll-c xac d[nh 1\):c t&i 
h<:J.n cho v6 dii din v'e 

i = 2qooN(s(t), a.,(t)) [1 - ~ ( 1 - ¢'(s(t)) ) . 
(go+ q1t)2 4 N(s(t), a.,(t)) 

. (go+ q1t) 2 ] 1/2. { 1 + ~ (N(s(t),au(t)) _ 1). [2(qo + q1t)
2 

a~(t) 4 </>'(s(t)) q0 o 

]
2 }-1/2 

-(go+ q1t) a;;-'(t) + 4N(s(t), O".,(t))q6o(qo + q1t)-3 (3.2) 

trong d6 

au(t) = [(qo +
2
q1t)

4 
_ (go+ q1t)

3 
+(go+ g1tJ 2]1/2 

qoo Qoo 

Vi~c xac d[nh do? dai cung ella quy d~o bi~n d~ng s = s(t) tit phuang trinh (1.3) du-gc th'!c 
hi%n theo phu-ang phap Euler ho~c Runge-Kutta. Ching h~n theo phu-ang phap Euler. 

(3.3) 
trong d6 7 = tn+l - tn. 

Nhrr v~y d\fa viw cic h~ thli'c (3.2), (3.3) ta c6 thg xic d!nh dm;rc gii tr~ tham s5 t<li t&i h<:J.n 
t"'. Cic ll.!c t&i h~n p*, q,., u: drrgc xic d!nh nhu sau: 

) • ( 2 . ') 1/2 P, = p(t,), q, = q(t, , a.,= p,- p,q, + q, · 

Dg so sinh Ivc t&i h~n gill·a qui trlnh d~t tlti phU:c t¥-P vCri d~t tlli clO'Il giltn, v6-i d~m h'oi. Tt'r 
(2.5) taco: 

. V6 dan h5i ¢' = N(s, au) = 3G va 

2.3G 
(3.4) '= (p2 + 4.3G.q)'l2 

a 
Vol dan- d~o chju qua trinh d~t t&i dan gi&n ¢' = 4-'(e.,); N = ~ va 

<u 

2a" i' 1- ~ ( 1- ql'(<u).<u ),-2 ) 1/2 
. eu · 4 au ·=-f3q 1 ( O"u ) (2/3- 1} 2 4a., 1+- -1 +--

. 4 e.,ql'(<u) 1 2 j3 2 qe., 

(3.5) 

trong d6 j3 = 1:'; 1 2 = (3 2 - f3 + 1 
g 

DmJ-i dii.y d5.n ra kth qu<l tinh toin b~ng s5 xic d!nh ll!c t&i h~n cho vO trv b&ng thep 
lo~i 30XrCA v&i gi&i h~n ch&y a, = 4000kgfcm2 , 3G = 2,6.106 kgfcm2 , q0 "= 20kgjcm2 , q1 = 

lkgfcm2
; Qoo = 1kgfcm2 • Liiy bu-&c T = 0.01, ty s5 R/h nh%n die gia trj tit 22 de'n 49 va 50 den 
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77 v&i cOng sai b~ng 3. Qui trlnh d~t tlti nhtr hinh 1 theo quy d~o OB. Ghi nh4n tr<}.ng thii mfit 
5n dinh Ia M 1 . Qui trlnh d~t tlti dan giin d~ so sinh 1a OM1 N 1 . Cic ke"t qui t:inh toin dtr9"C 
thrrc. hien tren miy vi' t:inh thea llgOn nglr Turbo Pascal, sai sO' nh6 hem nlim ph'an nghln, bing 
1 c.ho si li~u v&i vO tr~ ch}u qui trinh dan d~o phtl-c t~p (3.2), bAng 2 cho s8 li~u v6 tq1 dan h'Oi 
tmmg rrng (cong thrrc (3.4)). Hinh 2 bigu thi d5 thi gifra u~ va R/ h. Du-itng I U:ng v&i v6 tri) dan 
deo chiu- qUi trinh d.i phll-c t~p, duCrng II hrO'llg Ung v61. vO tn}. dan h'Oi. Cic khoanh trOn o bi€u 
thi gia tri t&i h~n tu-cmg U:ng v6 tr~ din deo chiu tii d<Yn giin (theo cong thrrc (3.5}) . 

p 

Hinh 1 

900fl 

5000 

4000 

• .. , 
'· ' ' \ 

\ 
\ 

' ' \ 
' 
~ 
' \ 

\ 

II) 
0------o_ 

\(]r; 
' \ 

\ 
• 

\ 

- -~ 

' \ 
' ' \ 

Hinh 2 

Cil.n ell- vil.o cic ke't que\. tinh toin ta rUt ra cic nh~n xet sau: 

NH~N XET 
a) Ciing nhtr tru-itng h<;rp blm [5], & day cho thily gia tri cua l'!C .t&i h~n tinh theo Euler (dan 

h1li) lu&n lu&n l&n h<Yn hrc t&i h~n tlnh theo cac ly thuygt deo (d phfrc t~p, !lln d<Yn giin). Tren 
dO th! a~ va R/ h cho th5:y du·Cmg bi~u di~n · tmrng U·ng v&i d~t d.i phfrc t~p n~m dtr&i du·Cmg li-ng 
v&i v6 dil.n h'Oi. 

b) L'!c t&i h~n khi d~t tii phu·c t~p c6 xu htr6-ng nho h<Yn khi d~t tii c!<Yn giin. & day lt 
khic birt vi d? ph li-e t{tp ella qui trlnh x5y ra trong gi6i h~n dan h'Oi. Die~ nay phU hqp v&i thvc 
nghi%m va nh~n xet trong [2]. 

R 3R 
c) Qua vi d~ nay cho thily khi vo c6 ty so h ~ 68 (tfrc Ia vo mong h<Yn i = h ~ 200},tlti t&i 

h~n tlnh cho vo tq1 dan h5i va vel clan deo.trung nhau. Vl v~y khi vo c6 di} minh 16-n (tu·c Ia vo 
mOng hO'n) c6 th€ sU· d1:1ng cOng thlrc Euler. Tru·Ong h'!P nay vO bj m5:t 5n djnh ngay trong giai 
do~n dan hOi. · 

d) Khi vo day hem (R/h < 68) din phii tinh l'!c t&i h~n theo ly thuygt qua trlnh dan dt\o. 
Vi trong trmJ-ng h<fP d6 llfc t.&i h~n Ian hO'n so v&i gi&i h<?-n chiy, dieu dO c6 nghia hl cfiu trUe di 
chuy:n sang lam vi~c trong tr~ng thcli dfm clfo, khi d6 vi~c tinh thea mO hlnh din h'Oi se niy sinh 
nhfrng dieu kh&ng h<;rp ly. 
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Bdng 1. VO trv dZm d~o ch!u qua trlnh d~t t<ii ph li-e t<_t.p 

R/h t' s.103 p 
. q• < 

22 55,9 9,0204 5760 75,9 5721 
25 54,4 7,2046 5540 74,4 5501 
28 53,3 6,0076 5380 73,3 5342 
31 52,4 5,0474 5240 72,4 5204 
34 51,7 4,0455 5140 71,7 5105 
37 51,1 3,9367 5060 71,1 5020 
40 50,4 3,4597 4950 70,4 4919 
43 49,7 3,0176 4860 69J 4820 
46 49,2 2, 7263 4780 69,2 4750 
49 48,7 2,5007 4720 68,7 4685 
50 48,5 2,4331 4700 68,5 4663 
53 48,0 2,2403 4630 68,0 4591 
56 47,3 2,0268 4530 67,3 4497 
59 46,7 1,8829 4460 66,7 4422 
62 45,9 1, 7369 4350 65,9 4316 
65 44,9 1,6235 4210 64,9 4176 
68 40,8 1,4126 3700 60,8 3672 
71 36,1 1,1990 3140 56,1 3117 
74 31,8 1,0226 2680 51,8 2658 
77 28,0 0,8763 2300 48,0 2278 

Bdng 2. V0 tr\]. QJ,n h'Qi bi nen cl9c Ju·Crng sinh vft ip Jv-c ngoii 

R/h t• s.l03 p' q 
. 0":1 

22 225 23,109 60200 245 60084 
25 203 19,506 49700 223 49547 
28 183 15,825 41200 203 41144 
31 165 13,191 34400 185 34296 
34 149 11,009 28700 169 28622 
37 135 9,1857 . 24000 155 23883 
40 121 7,6543 20000 141 19901 
43 109 6,3678 16600 129 16556 
46 97,5 5,2"894 13800 118 13753 
49 87,1 4,3904 11500 107 11415 
50 83,8 4,1258 10800 104 10727 
53 74,6 3,4261 8950 94,6 8907 
56 66,3 2,8500 7450 86,3 7410 
59 58,9 2,.3769 6220 78,9 6179 
62 52,2 1,9901 52)0 72,2 5174 
65 46,2 1,6730 4380 66,2 4349 
68 40,8 1,4126 3700 60,8 3672 
71 36,1 1,1990 3140 56,1 3117 
74 31,8 1,0226 2680 51,8 2658 
77 28,0 0,8763 2:Joo 48,0 2278 
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" ' KET LU~N 

Phucrng phip gibi bii toin tr€n diy cho ta kh!to sit d~nh tlnh vi d!nh lu·qng v'e S\1' 6n d!nh 
c-.la vO khi ch!u qui trinh d~t to\i phU·c t~p. Cic k€:t qui nh~n du·qc cho phep drra ra m9t vii ggi Y 
khi U:ng d1;mg vio thlfC te". V&i phuang phip tham s6 tii vi Slf tr7 giUp cUa miy tinh c6 th~ gi:U 
quye"t bid toin 5n d~nh cUa h~ d~m d~o drr&i tic d\].ng c1.ia nhieu th?mh ph'an lvc. 

Tic giil. chin thlmmh d.m an Gi<lo su· tiCn sl Dao Huy Bich dii hu&ng d~n cOng trlnh niy. 
COng trinh dm;rc ho~lll th~tnh v&i sv- tii trq cUa Chtrcrng trlnh nghien dru ccr bin trong linh 

VlJC khoa. h9c tv- nhien. 

Dia chi: Nhiin ngay 25/9/1993 
Dai To'ng hqp HN 
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SUMMARY 

STABILITY OF CYLINDRICAL SHELLS SUBJECTED TO 

AXIAL COMPRESSION AND OUTSIDE LATERAL PRESSION 

The method for calculating critical forces of cylindrical shells subjected ~o axi~l compression 
and outside lateral pression has been presented. A numerical comparison -based on t.he theory 
of elasto plastic processes, the simple loading process theory and the theory of elasticity for this 
problem was given. 
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