
T~p chi C<Y hgc Journal of Mechanics, NCNST of Vietnam T. XVII, 1995, No 4 (13 - 16) 

ANH HUONG cuA cA.cTHAMs6 
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DEN DANG DI~U DAO DQNG PHI TUYEN 

NGUYEN NHiT LJi: . 

D~T VAN DE 

Ph .rang phap gilri tfch nghien eti-u eae h~ dao d(lng phi tuye"n dii. d.rqe nhi~u tac gil>. d~ e~p 
de"n. Cae ph.rang phap nay th.rlrng d'!a tren gil>. thie"t v~ kich d(lng bel. A. Told [1[ da chi ra rlng, 
ly thuye"t kfch d(lng be khOng th€ eho bie"t ro rang •m.rc d(l be" va trong nhmu tru·lrng hqp khong 
th~ gi/U thich S'! ehuy~n tie"p tlr eM d(l dao d(lng nay sang ehe" d(l dao d(lng khac.Trong [1] va [2j 
A. Told da xay d'!ng nhi~u phlr<Yng phap va dung may tlnh d€ khi>.o sat nhih h~ phi tuye"n khac 
nhau. Theo huc6ng do, trong ba.i nay, sv· lmh hm'mg eda tham s<l de"n dang di~u dao d(lng phi 
tuye"n ducqe xet de'n nhlr s'! mo phclng tren may tinh mi/t s5 h~ phi tuye"n da d.rqc N guy~n Van 
f>~o nghien cti-u blng phlrang phap gll.n dung cda dao di/ng phi tuye"n [3]. 

' " 1. Ma DAU 

TrOng [3] t3.c gilt. di xet dao d9ng ella h~ phi tuye"n v6i. ye'u tO dan h~i c6 d9 bie'n d:ptg tinh 
kha 16-n. L'!C lo xo tac dvng vao kh5i hrqng M Ia: 

f(x) = Co(il- x) + .Bo(il- x)3 

trong do: a - di? bie"n d~ng cda lo xo (y vi tri can b~ng tinh 
Co - h~ng sO du-ang 
,Bo- Ung s5 duc=g (d~e tinh e.rng) ho~c am (d~c tlnh m~m) 

(1.1) 

Blng each d.ra vao tham s<l he e, phll<Yng tr\nh vi pharr ehuy€n di/ng ella kMi l.rqng M ducqc 
vie"t & d~g: 

ii + w2 x = E')X
2 + e2 (-h:i:- ,Bx3 + f(t, x)) (1.2} 

2. H~ OTONOM 

2.1. PhlWilg trlnh Duffing 

f>ltu tien ta xet phuc<Yng tr\nh Dulling da din ra trong [3]: 

ii + w2 x = E')X
2 + e2

( -h:i:- ,Bx3 ) (2.1} 

blng phucang phap gilri tfch, tac gil>. [3] da ke"t lu~n: Dao di/ng eda h~ (2.1} Ia tilt dan v6i tin s5 
phl). thugc vao bien d(l. 

Khi mo phdng h~ (2.1} tren may tlnh veri tham s<l he d.rqc ehgn Ia e = o, 25 va do do 
e2 = 0, 0625 ta thity: 
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a. Khi h~ co ~c tinh eli'ng f3 = 0, 2: H~ (2.1) c6 3 m4m suy bi<!n trong m~t phil.ng pha Ia 
x 1 = 0; x2 = 5,52 va. xs = 14,47. Trong d6 di~m x2 Ut di~ yen, cOn z 1 , x3 13. hai di~m t~Em.3n 
djnh (hinh 1). 

Nhtr v~y tUy di~u ki~n d~u, ca.c dao d9ng se t1t d'an v'e xr hay x3 • (J lin c~ g5c, dao dc}ng 
se tlt.d'an v~ vj tr{ can btng. 

b. Khi h~ co ~c tlnh mlim f3 = -0, 2: 
H~ '(2.1) c6 3 di~m suy bidn l.S. x1 = -2,4; x2 = 0 va. z3 = 3,4 trong d6 x2 13. digm tieu 3n 

djnh (hlnh 2). 

Duffing equation (0 = 0,2) 

0.0000 zo.oooo -25.0000 x(t) 25.0000 

Hlnh 1 Hlnh 2 

c. Anh htrang cua tham s5 be "' khi chgn h~ sll d.n " = o, 1 va f3 = 0, 2 dang di~u cda 
dao d\>ng l:t Ian c~n g&: dtrgc cho & hinh 3. 'frong d6 dtrlmg 1 bi~u dih dang di~u x(t); drrltng 2 
bi~u di~n th1mh ph"a.n o"(x2 ; drrlmg 3 bi~u dih thlmh ph "an .0(-hi- f3x3 ). 

N<!u chgn tham si'l M " < 0, 25 thi thanh phlin e2
( ·) "" 0; ne'u chgn " qua !Crn thl h~ se khong 

_cOn d~c trtmg da.o dl}ng t~{t dln v'e g5c. 

d. Anh htrang cua h~ s5 w: 
Xet M c6 d~c tlnh clhtg (/3 = 0, 2): v&i cac thOng si'l dtrgc chgn nhlr tru·&c, ta thO:y h~ chi c6 

d~ trtrng dao d{>ng ttt d"a.n v6i o, 34 ::<; w ::<; 2. 'fren hlnh 4 Ia dang di~u x(t) t1rcrng lhtg v6i m{>t 
si'l gia trj khac nhau cda w. 
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Hinh 9 
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f. 1 Q (x,X) 

120.0000 

2.2. Phtrang trlnh Van-der-Pol 

Xet phuang trlnh : 

Influence of w 

1 ' w , 2 
2 ' w -=. 0.5 

100. oooo Time 3 ' w .1 

Hlnh 4 

ii + w2 x = o"(x2 + e2 [-f3x3 + D(1 - x2
) :i:] 
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trong d6 D Ia h~ng s6 dtrang. 
Khi mo ph6ng h~ (2.2) tren may tfnh sil, 

ta thO:y trong m(it phitng pha c6 m.;>t di~m tieu 
c1n dinh x = 14, 5 vA mc?t vOng gi6i h~n 8n djnh 
bao quanh ~ilc veri ban kfnh a "' 2 khOng ph~ 
thuqc h~ng sil D > 0 (hinh 5). Di~u d6 phl1 
ho;rp v&i ke't lu~n trong [3]la: H~ (2.2) Ia h~ 
tv kkh dqng v6i bien do} khong deli a = 2. 

3. Ht KHONG OTONOM 

3.1. Tnremg hqp klch d{ing tu'an 
hoan 

Xet h~ (1.2) veri kkh do}ng tulin hoan: 

VanderPol equation 

-zo-.oooo x (tl 

Hinh 5 

ii + w2 x = e7x2 + e2 [-h:i:- fix3 + Ecos(pt)J 

20.0000 

(3.1) 

& [3] trong tnr1mg ho;rp thu- nHt, tac gilt dii xet sv qua cqng htr&ng chfnh va dii nh~n dtro;rc quan 
h~ bien d9 - tli.n s<t 

Ke't qui mo ph6ng h~ (3.1) tren may tinh sil cho thii:y: 
a. V&i h£ng sil E = 1, 5; p = 0, 4; fi = 0, 2: Dang di~u x(t) dtro;rc cho b&i dtr1mg 1 (hinh 6). 

Trong tru·cmg ho;rp nay, ham x(t) tulin hoan veri chu ky T"" 30sec. 
D~ tMy ro inh htr&ng cda tham sil be e va thanh phlin kkh dqng di~u hoa chUng ta quan sat 

dtrctng 2 (th3.nh phlin o(·) dii dtro;rc khuye'ch d~i 5 !lin) va dtr1mg 3 (th3.nh phlin e2 (-)). 

b. Thay dili gia tq cda tham st5 p ta thO:y khi p "' 0, 92 thl c6 hi~n ttro;rng phich v&i bien dq 
!ern (hinh 7) vi hie nay h~ da glin cqng htr&ng. 

Dang di~u :z:(t) dtro;rc cho Mi dtremg 1. Dang di~u cac thanh phll.n e(·) va s2 (-) dtro;rc cho Mi 
dtrlrng 2 va dtremg 3. 

c. Khi h~ c6 d~c tinh m~m (fi = -0, 2): Dang di~u cda de drr1mg cong khOng thay d/1i so v&i 
h~ co d~c tinh cwg. 

20.0000 Time 

F "' Ecospt ; p = 0.4 
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Hinh 6 
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3.2. Tnremg hqp kfch d{ing tham so 

Xet h~ (1.2) v6i kkh di/ng tham sil: 

·' 
fi il 
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80.0000 Time 

F. Ecospt; p • 0.92 
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ii + w2 :z: = qx2 + s 2[-h:i:- fix3 + p:z: cos(pt)J (3.2) 
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Tic gil. [3] trong tru-lmg hgp 2 da xet sv qua cl)ng htr&ng tham s5 va da nh~n dtrgc quan h~ 
bien dO • t'a.n s5. 

Khi mil ph6ng (3.2) tren may tfnh sil dili voo h~ c6 d1ic tfnh chg ta th[y: 
a. v 00 p = o, 4 va J.l. = 1, 2: tren m~t 

ph!ng pha, h~ (3.2) c6 3 di~n suy bi~n X! = 0; 
X2 = 4, 5 VA. X3 = 14, 5, Trong dQ X2 13. di~m F : f'XCOSpt 

yen, cOn x1 va. x3 13. di~m tieu 5n d!nh (hinh 
8). 6 ian c~ x1 , h~ dao dl)ng tilt d'an v~ gilc. 
TUy theo di~u ki~n d~u, h~ c6 th~ t't d'a.n trlr 
v~ :z:1 ho~c X3 1 h~ ciing c6 th~ dao d(}ng, quy 
d{t-O ph a bao Ia:y Xt va XJ. 

b. Ding di~u c3.c dU'Crng cong Ian c~n x1 

c6 d(l.c tfnh dih hl>a (hlnh 9) con dang di~u 
ccl.c dtr0ng CODg J£n C~n X3 c6 d~c tlnh tu'an 
hoan (Hlnh 10). 

c. Dili voo he c6 dac tfnh m~m: Chl c6 vi zo.oooo 
tri g5c 13. di~m ti~u Sn dtnh. cOn 2 vi tri kha~ 
13. di~m yen. 

F. }'1xcospt, neighbourhood of x1 
(; 
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4. KET LU4,N 

' '' ': '·' 

Hinh 8 

F •)'!Xcospt, neighbourhood of x
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Hinh 10 

X e t xz. 
E 'a(x,X) 120.oooo 

Da mO ph&ng tren m&y tinh s5 h~ dao d9ng phi tuyg'n chli-a ygu t5 d,an h'oi c6 d9 bie'n df!.ng 
tinh i&n. H~ nay da d1rgc tac gia [3] nghien c&u bAng ph1rcmg phip g'an dung cda iy thuye"t dao 
d9ng phi tuye'n, ke't hqp v&i may tlnh sO'. . 

Da xet gi<i. tri blng s5 cUa tham s5 be va xet lm.h hubng ella mc?t sO' tham sO' de'n ding di~u 
cUa h~ phi tuye'n 6t6n0m va khOng 8t0n6m v6i kich d9ng tu'an hoa.n va kich d{mg tham sO'. 

Cac ki!t qua drrgc cho b d~ng d~ thj: b ian c~ vj tri can b!ng, cac k~t qua thu d1rgc d~u phil 
hgp voo ktt iu~n da dh ra b [3]. 

COng trinh nay d11"9'c hoAn thA.nh v6i s~ ta.i trq cUa chtr~g trinh nghien cli-u co- b!n trong 
linh vvc khoa h<;>c tv nhien. ·· 

Dja chl: 
Trv:ung aqi hqc Bach khoa HN 
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( xem titp trang 28) 


