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DAM DAN HOI BANG CAC D~C TRUNG DQNG LVC HQC 

. ~ . 
NGUYEN TIEN KHIEM 

M&n.Au 
D~ng nh3:t h6a 13. m9t b3.i toci.n c6 nhi~u Y nghia trong th11c t~ vA dang dtrqc quan tim m9t 

each d!!.c bi~t. Ngi dung cda n6 J.a thi~t l~p mo hlnh cda dili tu-gng dang t~n t')J d.,a tren nhirng sil 
li~u c6 thg do d~c dtr17c v~ chlnh n6 t~i thai diSm dang xet. Th1fc til' day Ia d~ng bai toan ngtr17c, 
ma cac phtr<Yng phap gi!u vin con dang trong thai ky pbat tri~n. Trong ba.i bao nay tac gia d\(t 
ra va. tlm ph1.r0'11g phclp ghli m9t sO' ba.i toan d~ng nha:t h6a d'am dAn h~i b~ng cac d¥: tru'llg dao 
d(}ng. 1\e't c'u d~g nay m!) t! nhi~u dO'i ttrc;rng thl}'c td dang dl.r<(c sd· d1;1ng nhtr cci.c m6ng cqc, 
thap cao v.v._ 

1. MO HINH VA cAc D!c TRUNG DQNG LVC HQC 

Xet dll.m dan h~i ly ttrbng c6: 

m = pF = canst; ko = EJ = const. 

Khi d6 ph .rang trlnh dao dgng uiln c6 d~ng: 

ka•w(:x,t) L• a2W(x,t)_ 
0 ax 4 + m at2 - 0, 0 :$ x :$ 1. 

Tlr (1.1) ta c6 th~ tim dtr~YC ci.c d~c trtrng cda dll.m bao g~m: 
- Tlln sil rieng: 

w=(~)2 {EJ=A2·~=A2a 
L v PF v [;4;;. £2 ' 

trong d6 A Ia tham sil xac djnh tlr ctih ki~n bien. 
D~ng rieng: 

¢(:X) = C1 sin .\x + C2 cos Ax+ CsshAx + C4chAx 

v&l Ci 13. c3.c hlng s() tich ph3.n, xac djnh t11- dieu ki~n bien va. chuin h6a. 

(1.1) 

(1.2) 

(1.3) 

Nhtr v~y cac d¥; tru"llg dgng 11fc h9c cda dll.m ph\1 thugc vao d.c thOng sil: E, p, J, F, L, A. 
Ta ggi t~p h17p cac thong sil nay Ia cac tham sil mo hlnh, cht\ng c6 thG chia thanh cac nhom: 

+ Tham sO ke't ca:u: 
- Tham s<! v~t ly: E, p. 
- Tham sil hlnh h9c: J, F, L. 
+ Tham si5 bien: A. 
Tlr (1.2) va (1.3) ta th~y ngay cac tinh ch1lt sau: 
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Tlnh ch~t 1: D~ng riSng It ph'! thu<$c vao cac tham s3 k~t c~u. 
Tinh ch3:t 2: T'3.n s5 rieng 13. m9t Q~c tru·ng phv. thu?c va.o t't c! c3.c tham s5 ella h~. 
Nhihlg tinh ch~t nay cho tMy, d~ng rieng chi dl!-c tl'U'Ilg cho di~u ki~n bien, vi v~y n6 khong 

chrra d'!'llg thOng tin v~ ke't cO:u ( di nhien Ia trong tl'U'Itng h9'P ly t.rc'rng dang xet) va do do se co 
it vai trO trong bhl toan d'Ong nhS:t h6a. Trong khi dO, tin s5 rieng se d6ng vai trO chi ygu, vi n6 
phv. thu9c va.o ti:t ell. c3.c tham. sg cU.a ca h~. 

' , , , ..... )>,. ,II , 

2. BAI TOAN TONG QUAT VE DONG NHAT HOA 

Ba.i toan d(\ng nhitt h6a d.rgc thanh l~p tren cct s?:t cac dir k~n: 
A. Cac d~c tru'llg do d¥; B. Mo hinh co thil ch9n; C. Cac tham s3 mo hinh. 
Nhll' vi.y d5i v&i d'a.m d3.n h'Oi ta c6 c3.c dir ki~n: 
A. T'a.n s<l va d'!-ng rieng; B. Mo hlnh d'a.m chin u<ln thulin tuy; C. Cac tham s6 (S, b). 
Bai toan t<lng quat: Tit cac s3 li~u do ella cac d~c tru"Ug dqng I'!'< h9c (w, ql), xac d\nh cac 

tham s<S mo hlnh (S, b). 
D3.y 13. mc}t ba.i to3.n ng1rgc trong ca h9c dao d(]ng. Vi~c gili b3.i to3.n n3.y cOn r3:t nhi'eu kh6 

kHn, cho Mn nay chlra c6 d.rgc d>rltng lSi chung nao him hi~u dil giil.i. Tuy v~y c6 thil khhg d\nh 
mqt VM tfnh chitt CCf b/m cUa bai toan nay: 

- Bai toan rO:t co thil khOng c6 llti giil.i. Trong tr.rltng h'?'P nay phil.i xem xet I~ hai yltu t<S: 1. 
M8 hinh toan h9c dii sat vai th,c t~ ch.ra? va 2. 83 li~u do d¥ dii du tin c~y ch~ra? N~u hai ylu 
t8' nay da thOa man thi bai toan bao gia ciing CO J(ri giil.i b?:ti vi C'! thiJ dQ'i t.rgng dang tlln t')i. 

- Khi co lCri gi/U thl r~t it khi no Ia duy nMt. Di~u !lay d~rgc khhg dinh ngay bhtg loan h9c 
vi s3 l1r9'1lg fut Ia r~t Ian, trong khi d6 s6 phmmg trinh (sll ~u do d¥) dt h'!-n chl. Vl v~y dil 
titn tCri I<ri gi/U c6 y nghia th'!'c t~ c'a.n ph/U c6 nhirng chi tieu nao do dil ch9n nghi~m. 

3. BAI TOAN xAc DlNH DQ DA.I CUA CQC 

Bd qua nhirng ylu t<l phrrc 1'!-p, gia thi~t c6 m(it c9c dan. h(\i vai nhirng tham s<l Ia hlng dii 
bil!t E, p, F, J va di~u ki~n bien sao cho xac djnh d~rgc day tham sll >.;, j = 1, 2, ... Trong trwng 
hqp nay cO th~ do dU"9'C c3.c t3.n s5 rieng, l'&n hrqt 18. Wt 1 W2,. ..• Vg_n d'e 18. x<k dinh chieu da.i cqc 
{L). a day theo tinh chitt 1, khOng dln ph!.i do d~c d'!-ng rieng, vi no khOng phl). thu9c vao L. 

Theo (1.2) thl wg vai m~i tlln sll do d.rqc Wj ta c6 m9t gia tri ly thuye't tinh d>rqc CUa tham 
s<l bien >.1. Ba.i toan d~t ra Ia tim L sao cho: 

u(L) = L [>.;- Lf!r _,min= 0. 

' 
(3.1) 

Trong tr>rang h'?'P J:Y tu·c'rng thl u(L) = 0 se cho nghi~m L va nghi~m nay Ia duy nUt. Nh=g 
vcri s<l li~u do d~c va m8 hinh c6 nhirng sai s<l nao do u(L) > 0, khi do L chi c6 tM tlm tit di~u 
~n u(L) _,min. D.r6i day ta chwg minh d\nh ly d~ gill ba.i toan nay. 

Djnh ly 1. Bai toan c6 nghi~m duy nMt Ia: 

L= 

khi va chi khi thda man dil!u ki~n: 

La).~ 
i ' 
L;w,. 
i 

L:>-;F;:c (L:>.]Lw;)l/2. 
j i i 
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Th$t v~y, ky hi~u ,;w;r;. = w; va vecta X= (>.,, A2, ... ). w = (w,, w2, ... ) khi d6 

/X/2 = L>;. 
j 

va tich vo hll&ng cda hai vect<Y A va w b~ng: 

v 6-i nhii-ng ky hi~u nay ta co: 

Phll<Yng trlnh u(L) = 0 c6 nghi~m khi va chi khi: 

(X,w) 2 -/X/2 /w/ 2 
2: o hay (A,w) 2: /X//w/. 

Nh=g theo tich vo hllang ella hai vectO' X, w: (X, w) ::; /A //w/, dieu ki~n c6 nghi~m tr& thanh: 

(X,w) = /X//w/. (3.4) 

Khi il6 nghi~m duy nh1ft cda phll<Yng trlnh u(L) = 0 se btng: L = /X/1/w/. M~t khac tlr ilih 

ki~n u(L)-+ min ta c6 2£/w/2
- 2(X,w) = 0. Cung v&i {3.4) ta c6 ngay L = /X/1/w/. Djnh ly da 

i11rqc chtrng mlnh. 
H4 qud 1. Djnh ly chota thu~t toan tlm nghi~m dung duy nha:t ella bai toan nhrr sau: 
B1r&c 1. Kiim tra dieu ki~n (3.4). Ne"u kh8ng thcla man bai toan vo nghi~m. Ne"u thcla man 

ta thvc hi~n: 
B1r&c 2. Nghi~m L = /X/1/w/ Ja duy nha:t. 
H4 qud 1!. Nghi~m g'ii.n dung c6 th~ tim theo cong thll-c: 

(3.5) 

H4 qud 9. Ba.i. to:cln c6 th~ t&lg qu3.t h6a nhU' sau: Gi! sd- c6 thg do du-9'c cac t~n sg rieng 
Wt, w2, .. 0 va tlnh dt.rqc c&c tham sO bien. Ab ..\2, .. 0 phlJ. thu(]c va.o cac d4c tnmg di~u ki~n bien 
Ia h, b2 , ••• , bm. Khi d6 cac tham s<l (b1 , b2 , .•• , bm) tfuh tlr .ph1r=g trinh 

(3.6) 

va d9 dai ella C<)C S~ i!1rqc tfnh theo cong thU,c: 

L= 
j (3.7) 

Riang cac tham s<l b se dllqC xet de"n trong ba.i toan ella ph'ii.n tie"p theo. 
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Vi du thuc tt. 
Trong phong thi nghi~m [3[ da tign hanh do t'an s5 rieng cda m9t dlim (hlnh 1) It 10 di~m 

kh3c nhau dU'ac 10 gia. tr\ khic nhau c-da hai t'a.n s3 d'au. Ki~m tra di'eu ki~n (3.4) cho c<ic gi.t tr! 
do nay ta thi!y 4p: w1 = 13, 184.-, w2 = 82, 0241f th6a miin v&i sai sll nh& nhitt 9 · 10-•. L[y cac 
gia tri nay tinh L theo cong thrrc (3.2) ta d1rgc L = 1, 0006 m. Trong tru·ang hgp nay gia thigt 
dliu d1r&i bi ngam tuy~t d<li v&i >.1 = 1, 875, >.2 = 4, 694 [1]. 

4. BAI TOA.N DANH GIA LIEN RET BIEN 

M~c dfch cUa bAi to8.n n3.y 13. tir s5 li~u do d~ t'an s3 rieng va. d'}ng rieng dinh giB. bh ch3:t 
cua lien kgt t'!-i bien. Mu<ln v~y ta phli mo hlnh h6a bien bLlg cac tham sll d('c trung cho d.c lien 
kgt, Nhi'rng lien kgt lY ttrbng di. bigt g'om: g8i tv-a, ngam cling, tl! do, ... Ta coi dii.y 13. ccic .tru·cJong 
hgp t&i h'!-fl cda lien ke't d'!-flg t5ng quat nhll hinh 2, trong d6: 

k1, kz - D9 cung lo xo tinh tiil"n 
v~, 112 - D9 cling 10 xo xoln 
Cac tham s5 nay bign d5i trong khoang (0, oo). Cac tru·<rng hgp t&i h'!-fl bao gllm: 
1. G5i tva: k = co, v = 0 
2. Ngam c1fng: k = oo, v = oo 
3. Tv do: k = o, v = o 
4. GCH tru-Qt: v = oo, k = 0 
Trong thl)ct tg gia trj vo cling cda cac tham sll d1rgc coi Ia d'!-t d11"9'c It gia tri du l&n nao d6 

[2]. 
V&i nhihlg gilL thUt d'am dan hlli ly t1rl:tng chiu u<ln thu'an tuy (cac tham s<l Mt cltu Ia hlng 

sd) phU"cmg trlnh dao d{ing co d'!-flg (1.1). Khi do t'an s<l rieng vO. d'!-ng rieng v[n c6 d~ng (1.2) va 
(1.3). Trong d6 >. va C;, j = 1, 4 xac dinh tlr h~ ph1rang trinh [1]. 

[A(>., k, v)]C = 0, 

k = (kl, kz), II= (vl, liz), c = (Cl, Cz, c., c.), 
A 13. rna tr$.n: 

>.•ko 
-Ill 

-(ko>.3 cos>.+ kz sin>.) 
-ko>. sin>.+ 112 cos>. 

-kl 
->.ko 

k0>.3 sin>.- k2 cos>. 
-ko>. cos.\- vz sin>. 

->.3 ko 
-Ill 

ko>.3ch>. - kzsh>. 
ko>.shA + v2ch>. 

Nh1r v~y >. li\. tham sll bien xac djnh tlr ph1rcmg trlnh: 

D(>., k, vJ = det A(>., k, vJ = 0 

-kl 
>.ko 

ko>. 3 shA - kzch>. 
ko>.ch>. + 112sh>. 

(4.1) 

(4.2) 

va se ph\1 thu{k vao cac tham sil k1, kz, 111, Vz, nhU"llg bi~u thll-c h~n ). = >.(k, v) khong th~ xac 
dinh dU"Q"C tlr (4.2). 

Ba.i tocin d~t ra IA tlr s<S li~u do cita t'a.n sS rieng w1,w2, ... D3.nh gi3 ccl.c tham s5 k1, k2, v1, 
112 v&i nhiing tham s<l m8 hlnh E, p, F, J, L cho trn&c. 

Ky hi~u: 
a1 ;= Vko/mL4 • 

V6i nhii-ng gia tr~ do d1.r«;1c clia WlJ w2, ... ta tlnh dm;rc Aj = Jwi/ a1 . 
Khi d6 cac tham s<l k, II se Ia l<ri gi!Li cda bai toan: 

o-(k, vJ = L (D(>.;, k, vl)
2

-> min= 0. 
j 
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N ghi~m dUng crl.a blt.i toan c6 th~ tim du-gc tir phu-(fJlg trinh: 

(4.4) 

Day 13. m<}t ph1rong trinh b~c hai c6 bOn ~ sf5, n6i chung khOng c6 IOi gi.U duy nhit va. rS:t 
kh.S gi!i. Vi~c nghien cli-u ly thuye't cfu. ph!i tie'n hanh. Thong thlr<'rng, vi~c do d~c va m8 hinh 
h6a c6 sai s5 nen phll'ang trinh (4.4} n6i chung kh6 th6a m3.n. Do d6, c6 th~ tim nghi~m g'an dUng 
tir bhl toan Cl}"C trj: 

hay 
au 
ak, = 0

' 
au -0 
ak2- ' 

au 
-a =O, 
v~ 

(4.5) 

(4.6) 

N6i chung, do tlnh ch.:tt cda rna tr~n A, (4.6} 13. h~ phU'ong trinh tuydn tlnh ctla bOn h, vi~c 
gi!..i no kh8ng co gl kho khan nhl:t Ia d.5i v&i may t!nh. Tuy v(ly, v~ m~t ly thnye't c6 th~ dtra ra 
di~u ki~n tlln t(l.i va duy nhl:t nghi~m cda h~ (4.6). Ta se h~n che' trong trtr<'rng h'?"Jl dan gilm nhi(t, 
khi k2 = 1-'2 = o, k, = 00 (nhtr hlnh 3) 

Khi do rna tr(ln A co d~ng: 

0 -1 0 -1 

A= -v, ->.ko -v, >.ko 
->.3 k0 cos>. >. 3k0 sin). >-.3 koch>. ).3 koshl 
->.kosin). ->.ko cos). >.kosh). >.koch). 

va: 
D(v, >-.) = 2).4 ~ {(1 +cos ).sh>.)v1 + ).k0 (cos >.sh). - sin>.ch>.)). 

Ky hi~u: 

a(>.)= 2).4 k0 (1 + cos>.sh>.), b(>.) = -2).5 kg(cos >.sh).- sin>.ch>.) 

v~ a(>.i) = af, b(>.i) = bf, khi do: 

v&i 

u(v,) = L(ajVI- bj)2 = lal 2v~- 2(a, b)v1 +I hi" 
i 

lal2 =I>;., IW = L bJ, (a, b)= L aibi. 
j j i 

Djnh ly 2. Nghi~m bai toan (4.3) trong trtrlmg h'?"Jl hlnh 2 co duy nUt nghWmla: 

i 
Vt = 

khi va chi khi thda man di~u ki~n: 

I L a(>.i)b(>.i) I = ( L a2 (>.f) . L b2().i) )'/2. 
j i j 

Vi~c chli-ng minh d!nh ly nay khong khac gl each chli-ng minh djnh ly 1. 
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Y nghia. v$t lY ella nghi~m (4.7) nhrr sau: Ne'u wi do drrgc gin v&i tin s8 rieng clia d'arn bi 
ngam cli-ng d'au dmn, khi d6 a(>-,.) ~ 0 Vj. Khi d6 theo bi~u thuc (4.7) thlv1 ~co. Ta nh~n 
drrqc trrrimg hqp nga.in c@g (kl = oo, 111 = oo). 

Dil>u ki~n (4.8) c6 th€ sd- d~ng nhttla phttang trinh.d~ tlm L, trong tru-img hqp chrra bi~t L: 

Nhrr v~y thu~t .toan d~ gilli bai toan m& ri)ng (tlm v1 vaL) bi~t w;: 
Brr6-c 1. Gilli phtt=g trlnh (4.9) d<li v&i L. 
Brr&c 2. Tinh .A;= L,;w;ra. va 111 theo cong th.rc (4.7). 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

r I 
" ~ I 3 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I --X=O 
I 

Hlnh 1 Hinh 3 

(k2 = v2 = 0, k1 = v1 = oo) (k2 = ¥2 = O, k1 = oo) 

Hlnh ll 
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5. MQT V AI NH~N XET 

- Trong d ha.i tnr1mg hqp ta t\m d1r'!C di~u ki~n duy nhllt nghi~m hili toan ng"9"c. Nhifng 
dih ki~n nay c6 th~ sd- d11ng trong ha.i va.i tro sau day: M9t Ia d~ tim nhifng tham s~ khac ch1ra 
bie"t. Ha.i Ia di~u ki~n d~ chlnh s<l li~u do va mo hlnh. (S<l Ii~u do chi c6 y nghia ne'u di~u ki~n nay 
thoa man). . . 

• & day ta da tranh Slf anh htrang efta s5 hr\ffig tlJ. s5 "(to dU"\1< trong phtr01lg ph;lp giru. Tuy 
v~y kit qu! se dmg chinh xtic niu sc5 hrqng do t'&n sg do dU"gc dtng nhi~u. 

- Ke't qu~ cda hili toan xac djnh d9 dai cda c9c da dU"<?C ki~m nghi~m trong phOng thl nghi~m 
va c6 d9 chlnh xac cao. Vl v~y c6 th~ d1ra vao ap d11ng thifc te'. 

Bili bao nay dll'!C hoan thanh d1rai •'! tai trc;r cda ChllO'llg trlnh nghien cli-u cO' ban. 

Dia chl: Nh4n ngay 5/12/1994 
Viqn Cu h9c, Trung tam KHTN Ill CNQG 
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SUMMARY 

SOMES PROBLEMS IN THE IDENTIFICATION OF ELASTIC BEAM 
BY THE DYNAMICAL CHARACTERISTICS 

Two problems in the identification of Mechanical system are presented and solved by the ana­
lytical method. Firstly, the length of an elastic beam is found froln measured narural frequencies. 
Secondly, the boundary condition of the beam was also obtained with given frequencies. In both 
the cases, unique solution can be found only with condition, that is given in this paper. 
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