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MoT DANG Men cuA PHUaNG TRINH . . 
CHUYEN OONG cuA ca HE KHONG HOLONOM . . 

DO SANH 

1. M& &u 

Phllang trlnh chuy~n d(ing cda cac ccr h~ khOng hOlonom thucmg dm7c vie't trong d~g phllcrng 
trlnh v&i nhan td- [2, 3J ha\(c d~ng phucrng trlnh chll-a cac ph!n il!c lien ke't thea sa dll cda Nguyen 
ly PhU. hgp [4J. 

Thea each thll- hai, cac ph!n ll!C dllqc xac djnh d(ic l~p d5i veri phrrcrng trlnh chuy~n d(ing va 
nhlr d6 nh~ drrqc bi~u thu-c gi/Li tich cda chUng tlr m(it phucrng trinh d~i s5. Di~u nay cho phep 
nh~n biift 16-p cac ph!n h,rc lien kift, n6 c6 y nghia quan trgng d5i veri vi~c khao sat ly thuyift, vi 
dl} dgi v&i b3.i tocin di~u khign chuy~n d{)ng hay 8n djnh chuy~n d9ng. Tuy nhien thea sa d'O tinh 
taan nay se g~p phi>.i kh6 khan trang vi~c kh5ng eM sai s5 d5i v&i vi~c thl!c hi~n cac phrrcrng trinh 
lien k~t rna. trong nhi~u bA.i tocin, di~u d6 l.P, 13. m-gc tieu quan tr9ng nh1.r trong b3.i tml.n chuy~n 
d(ing chJr<Yng trinh [ 4j. 

Trang bai baa nay d~ xu~t m(it d~ng phucrng trlnh chuy~n d(ing cda ccr h~ khOng Mlonom rna 
khi sd- d~ng phrrcrng phap s5 d~ gi/Li n6 r~t thu~ ti~n. 

2. M9t d'l-ng phmmg trlnh chuygn d9ng ella h~ khong h616n6m 

Khao sat c<Y h~, vi tri cd.a n6 drrqc xac djnh nhlr d•c tga d(i holonom q, (i = 1, n). 
d{>ng nang cd.a h~ c6 d~ng: 

T 1 ·T A. = 2q q, 

Bi~u thll-c 

(2.1) 

trong d6 q 13. rna tr¥t n x 1 ella c3.c vfn t6c suy r9ng, cOn qT la. rna tr'n chuygn vi cda n6.' D6 13. 
rna tr~ 1 x n, c6 d~ng sau: 

·T 11· . . II q = ql qz · · · qn , (2.2) 

A Ia rna tr~ quan tlnh, n6 !a rna tr~n xac djnh drrcrng c~p n x n, c6 h~ng b~ng n, cac yifu t5 cda 
n6 Ia ham cda cac tga d{> suy r(ing. 

Cac ll!c suy r\mg cda cac ll!c ha~t d<)ng li-ng v&i cac tga d<) suy r<)ng q, drrqc ky hi~u !a Q, 
(i = 1, n). Ggi Q(t, q, q) Ia ma tr~ cac ll!c suy ri)ng. D6 Ia 

(2.3) 

Ccr h~ c6 bi~u thll-c di)ng nang (2.1) va ll!c suy r(ing (2.3) ggi titt !a h~ hOlonom. Nhll da bie't 
phlr<Yng trlnh chuy~n d(ing cda h~ hO!Onom drrqc vi<ft trang d~g [5J 

A(q) ii. = Q(t, q, cj.) + G(q,q), (2.4) 
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(J d6 G !a rna tdj.n e~p n x 1, cae ye'u til ella n6 dtrge xac djnh nhiY rna tr~n quan tfnh A(q). 

Gia sll- eac lien k<1t d\(t len cct h~ e6 phtrctng trlnh d~ng: 

bq+bo=O, (2.5) 

lt d6 b 13. ma tr$n s x n, cO h"ng b~ng s, b 0 Ia rna tr~ s x 1. C.i.c ygu t5 ella cac ma tr~n n3.y 
trong trtriYng hgp tilng quat Ia ham da bie't ella cac t9a d\i, v~ t& v1l'thm gian, tU·e 

b=b(t,q,q), bo=bo(t,q,q), 

q Ia rna tr~n n x 1, cac ygu til eda n6 !a cae gia tile ml! r\ing. 

Ca h~ c6 ham dqng nang (2.1), 1\l"e ml! rqng (2.3) ehju lien Mt (2.5) g9i t.tt Ia h~ khong · • 
h810n8m. 

Thea Nguyiln ly Phu hgp phU'O'ng trlnh ehuy~n d\ing ella h~ khilng holonom e6 th~ dU'Q'e vie't 
trong dlplg sau: 

A(q)q = Q(t,q,q) + G(q,q) +R, (2.6) 

l1 d6 RIa rna tr~ (n x 1) eda eac phi>n 1\l"e lien ke't (2.5) clln dtrgc xac djnh M chuy~n d\ing ella 
h~ khQng h8Jonom dtr\)"e mo tA b~ng phtrctng tr\nh (2.6) c6 nghl~m n~m tren da t;>p (2.5). 

Nhtr da bie't [4], phi>.n 1\l"e R dtrgc xae djnh tlr h~ phtrctng trlnh d~ sa 

Tlr day tinh dtrge 

BR+Bo=O, 

DR=O. 

R = R(t, q, q). 

Thay (2.9) vao (2.6) ta nh~n d1rgc 

A(q) q = Q(t, q, q) + G(q, q) + R(t, q, q). 

Ph1rctng trinh (2.10) vO:i di~u ki~n d'ilu 

q(O) = qo; q(O) = cio 

cho nghi~m d~ng 
q* = q(t,qo,cio); ci* = ci(t,qo,cio), 

n6 mo tiL ehuy~n dqng ella h~ kh8ng h8lonom. 

Thay (2.12) vi\.o (2.9) ta tinh dtrge ph!n 1\l"e lien ke't 

R=R(t,qo,<io). 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

Do sai s5 tinh t·oan, d~c bi~t trong vi~e tinh toan rna tr~ B, (J d6 c"an phl>.i tinh ma tr~n 
ngtrge ella rna tr~ quan tinh (4], nen nghi~m (2.12) e6 thg kh8ng thcla man phtrang trlnh lien ke't 
(2.5), t.rc lien kErt (2.5) kh8ng dtrgc th\l"e hi~n ehlnh xac. LU.c d6 

b(q*,ci*,t)q' + b 0 (q*,q',t) =e;>!O. (2.14) 

f>i~u c'iln l1ru tam a clay !a r1Lt kh6 khan kMng eM sai s5" thea sai s5 ella sa dll tlnh toan khi 
gil>.i (2.7), (2.8) vi\. (2.10). 
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D~ tranh kh6 khan nay ta !tru y Mn phmmg trlnh (2.8), n6 d~rqc xay dvng tlr di~u ki~n ly 
t~r&ng cd.a lien k<l"t (2.5). 

Nhlr da bi~t [4], ma tr~n D cii:p (k x n), & d6 k = n- 8. H~g cda rna tr~ nay bling k. Cac 
ye'u t5 cUa. rna tr~ D Ia cic h~ s5 trong bi~u thU..c gia t5c mb ri}ng khi bi~u di~n chUng qua c3c 
gia tik m& r(lng d(lc l~p. Chu y rang D = D ( t, q, cj.). 

Tlr phmmg trinh (2.6) ta c6: 

R = A(q) ii.- Q(t,q,q)- G(q,q) (2.15) 

va khi thay n6 vao (2.8) ta nh!in d~rqc 

A0 (t,q, q) ii. = C(t, q, q), (2.16) 

& d6 
Ao=DA; C=D(Q+G). (2.17) 

Ph~r=g trinh (2.16) va (2.5) se m& ta chuy~n d(lng cda w h~ kh&ng h&liln&m. 

Vl h~ng cda rna tr~ D bling k, h~g cda rna tr~ A bling n nen h~g cda rna tr~ Ao bling 
k. Theo gil. thi<l"t rna tr!in b c6 h~ng 8 (8 + k = n) nen trr cic phtrang trinh (2.16), {2.5) v6-i dfeu 
ki~n d"au (2.11) ta tim d~rqc nghi~m cda chUng 

q• = q"(t,qo,ci.o). (2.18) 

Nghi~m (2.18) dllQ'C tim trl)"C ti~p tlr h~ cac phlwng trlnh (2.16) va (2.5) trong d6 (2.5) chlnh Ia 
phtrang trinh lien ke"t. Vlly do d6 sai so ph~m phai khi thl)"C hi~n lien ke"t (2.5) cling chinh Ja sai 
so khi giili ph~r=g trinh chuy~n d(lng cda ca h~. Bling each nh1r v"y c6 tM thie"t l!ip moi quan h~ 
gifra sai s5 gili phll"cmg trinh chuy~n d{mg va. sai s5 thvc hi~n lien ke't. 

Chu y. Ne"u lien k<l"t d~t len ca h~ c6 d~ng phi tuye"n doi v6-i v~ toe, ho~c d~g tuye"n tlnh 
doi v6-i v"n toe thl chuyiln d(lng cda ca h~ se d~rqc m& t!. bling h~ phrrang trinh vi phan dlp hai 
va h~ phtrO'llg trinh vi phan cl(p mgt. Trong trrrlm.g hqp h~ h&lonom v6-i t9a d9 suy r(lng thlra thl 
chuy~n d(lng cua h~ d~rqc mo ta bling h~ phtrang tr\nh vi phan - d¥ so. 

D~ minh h9a ta x~t ha.i thl dl,l sau 

Thl dl] Apen [1] 

Khao sat chuy~n d(lng w h~ c6 ham Lagarang d~ng: 

L = ~m(:i:2 + fl + z2
) + mgz 

chiu lien ke"t c6 phtrang tr\nh d~g 

·2 2(·2 + ·2) 0 z -a x y = . 

Lien ke't n3.y thuQc lo~ lien ke't kh8ng h018n8rn phi tuydn dgi v6i v~n t5c, n6 c6 th~ du-qc vie't 
trong d~ng ttrang d!rO'llg sau: 

A= 
m 0 
0 m 
0 0 

0 
0 
m 

Zi - a2 
( H + y ii) = 0. 

D= II~ ~ a2:i:jz II· 
a2 iJ/ z ' QT = ]]0 0 mgz]]. 
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Vl A Ia rna tr~n h~ng nen 

Theo (2.17) ta tinh d1rqc 

Theo (2.16) ta c6: 

N6 cung v&:i ph1lO"ng trlnh lien kgt 

m6 tl. chuy~n d9ng CO' h~. 

G=O. 

ma
2
i:/z II 

ma2 iJ/z 

~ = II mga2~~~ II· mga2y/z 
mg 

ma
2
i:/z II 

ma2 iJ/z 

.. 2± .. 2x 
mx + ma ---; z = mga -:-

z z 

my+ ma2 ~ i = mga2 ~ 
z z 

Thi dv xe tnrgt bang tren m~t philng nghieng [3[ 

Kh<io silt chuy~n d9ng ella xe tnrgt bing. GiA. thigt di~m tii!p xU.c ella banh xe va tr9ng tim 
ella xe cUng nLn trong m~t phing nghieng v6i m~t ngang m?t g6c a. Xem b<inh xe nhu hr&i dao 
mong, m~t ph:l.ng ella n6 chrra tr9ng tam C cda xe. Gilt stt xe c6 kh5i hrqng bhg m, c6 ban kinh 
quci.n tlnh dOi v6i trlJ.c qua tie'p di~rn bang p. Khohg c<ich gifra tie'p di~m va trgng tim C b~ng a 

(Hlnh 1). 
!I 

X 

Hlnh 1 
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Ch9n t9a de? suy rQng 13. x, y, cpj & d6: x, y 13. tga di) cda tigp di~m, p • g6c nghieng gifra trv.c 
Ox va d1rCmg thitng qua ti~p di~m va tr9ng tim C. 

Bi~u th li-e dQng ni'i.ng ella xe c6 d{Lng 

BMu thtrc thg n3.ng cU.a xe 13. 
II= -mgsina x. 

Vi banh xe du-gc xem nhu- lu-m dao mong, n~m trong m~t phing vuong g6c v&i m~t ph!ng 
nghieng va qua C nen v¥t t()c ti~p di~m c6 phtrO'D.g qua C. Di~u n3.y d1rqc bi~u thj blng h~ thUc 

n6 Ia phu-crng trlnh lien k~t khilng hillonom tuygn tfnh dili v&i v~n tile. 

Co th~ vi~t phu-ang trlnh lien k~t trong d'l-llg tu-crng du-crng sau 

D"au tien ta tlnh cac rna tr~n A, Q va G. DS dang nh~n du-gc 

m 0 -ma sin cp 
A= 0 m macos<p 

-ma sin r.p ma cos r.p mp2 , 

D= II~ ~II· 
Theo cong thli-c (2.17) ta tfnh du-gc 

m 0 -masin<p 
0 m macos<p 

-ma sin <p ma cos r.p mp2 

II 
m tg<p o II 

= -ma sin r.p ma cos p mp2 

Phu-ang trlnh (2.16) c6 d~ng sau 

~ =II mgsina- ;acos<p~l 
<P 
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Khi tri~n khai ta nh~ d1rgc: 

.. .. . ma . 2 - mx+ mtg <py = mgsma- - 2- <p , 
cos cp 

- masin <p !& + ma cos<py + mp2 <f> = 0 

chung cung v&i phlrcmg trinh 
y- tg<p:i: = 0 

roo tA chuy~n d\mg ca h~. 

3. Ke't lu~n 

- Ph1rcmg trinh chuy~n d9ng cda ccr h~ d1rgc vie't trong d~ng {2.16). {2.5) du:gc thie't l~p theo 
scr d~ khang ph:l.i tinh toan rna tr~ ng1rqc cda rna tr~ quan tinh hay nhin t,\, Lagcrrang. Dih 
nay ri:t quan trqng dO'i v6i c3.c cct h~ phll-c t~p, vi dlJ. h~ nhi~u v~t, b d6 chi~u cda rna tr~ qu3.n 
tinh riLt l&n. 

- CO th~ thie't l~p mOi quan h~ gifioa sai sO' thlFc hi~n lien ke't v6i sai sO tfnh nghi~m cda phtrang 
trinh chuy~n d9ng ella CO' h~. Di~u nAy c6 Y nghia 16-n dOi v&i cic b3.i toci.n di'eu khign chuye'n d{jng 
ccr h~ theo ch1rcmg trinh.. 

C8ng trl.nh nay d1rqc thvc hi~n v&i •¥· tai trq cda Ch1rcrng trinh righien cll-u Nha. nm>c trong 
Khoa hQc tv nhien 

Ilia chi: Nk4n ngay 8/8/1991 

Tru?rng Ilq,i kqc Back Kkoa Ha Niji 

TAI utu TRAM KHA.o 

1. Appell P. Example de mouvement d'un point assujetti a une liason exprimee par une relation 
non lineare entre les composante de la vitesse, Rendiconti del circolo matematico de Palermo, 
V.32, 1911. 

2. Dobronravov V. V. Co- s& co- hgc cda cac h~ khong hoJanom (tie'ng Nga). NXB Vyshaja 
shkola" Moskva, 1970 

3. Neimark J. I., Phuphaev N. A. D9ng lvc h9c cda d.c h~ khang hOlonom (tiEing Nga). NXB 
Nauka, Mockva 1967. 

4. Dil Sanh. ~ chuy~n d9ng cda d.c h~ co- h9c chju lien ke't. Lu~n an Tie'n sy khoa h9c, Ha N9i 
1984. 

5. Do Sanh. A form of equations of motion of a mechanical system. T~p chi Ccr hgc,_NCNST, 
T.XVII, s6 3, 1995. 

SUMMARY 

A NEW FORM OF EQUATIONS OF MOTION 
OF NONHOLONOMIC MECHANICAL SYSTEMS 

In the paper it is given a neW form of equations of motion of nonholonomic mechanical systems. 
The obtained equations are written in a matrix form and in order to establish them it is unnecessary 
to calculate the inverse matrix of the matrix of inertia. It is important that it is possible to 
obtain the relation between the error of realizing constraints and that of computing the solution 
of equations of motion of the system under consideration. 
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