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SUMMARY 

In the paper the calculation of density of molecular vibrational states has been performed by 
Laplace transformation approach, i.e reduced to the evaluation of  inverse Laplace transform of  
partition function by the aid of saddle point approximation method: The exponential of  
intergrand in inverse Laplace integral is presented in Taylor series, in which at the saddle point 
the first derivative vanishes, then, the density of vibrational states � the inverse Laplace 
transform is integrated through the steepest descent which is in imaginary direction having the 
saddle point as abscissa on the real axis. Finally, this process of treament give the expression of 
density of  vibrational states containing terms of  from first up to fifth orders of accuracy, which 
have been easily calculated on computer. 

I - Më ®Çu 

Trong viÖc nghiªn cøu ®éng häc cña ph¶n 
øng ®¬n ph©n tö khi tÝnh c¸c ®¹i l−îng ®éng häc 
cña ph¶n øng viÖc tÝnh sè tr¹ng th¸i vμ mËt ®é 
tr¹ng th¸i l−îng tö dao ®éng cña c¸c ph©n tö 
®ãng vai trß rÊt quan träng. Tõ tr−íc tíi nay ®· 
cã nhiÒu ph−¬ng ph¸p ra ®êi nh»m gi¶i quyÕt 
viÖc tÝnh sè tr¹ng th¸i vμ mËt ®é tr¹ng th¸i cña 
c¸c ph©n tö ph¶n øng vμ phøc ho¹t ®éng: 
Ph−¬ng ph¸p ®Õm trùc tiÕp; Ph−¬ng ph¸p 
Whitten – Rabinovitch; Ph−¬ng ph¸p biÕn ®æi 
Laplace kÌm theo phÐp gÇn ®óng ®iÓm yªn 
ngùa. Tuy vËy, c¸c c«ng tr×nh nghiªn cøu sö 
dông ph−¬ng ph¸p biÕn ®æi Laplace – phÐp gÇn 
®óng ®iÓm yªn ngùa [1 - 4] ®Ó tÝnh mËt ®é tr¹ng 
th¸i cña c¸c hÖ ph©n tö, chØ dõng l¹i ë ®é chÝnh 
x¸c bËc hai.  

Trong bμi b¸o nμy chóng t«i ®· ph¸t triÓn 
c¸ch tr×nh bμy cña Eyring H, Lin S. H., Lin S. 
M. [1] ®Ó nhËn c¸c kÕt qu¶ chÝnh x¸c cao tíi 
phÐp gÇn ®óng bËc 5, 6, � cña phÐp gÇn ®óng 
®iÓm yªn ngùa, vμ sau ®ã ¸p dông vμo viÖc tÝnh 
sè tr¹ng th¸i vμ mËt ®é tr¹ng th¸i cña hÖ ph¶n 
øng ®ång ph©n ho¸ 1,1-dicloxiclopropan.  

II - Néi dung cña ph−¬ng ph¸p biÕn 
®æi Laplace vμ phÐp gÇn ®óng ®iÓm 

yªn ngùa 
A. MËt ®é tr¹ng th¸i l−îng tö dao ®éng nh− 

¶nh Laplace ng−îc cña tæng thèng kª 
dao ®éng 

Tæng thèng kª ®èi víi dao ®éng tö ®iÒu hßa 
cña hÖ cã d¹ng: 
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trong ®ã, E0 lμ møc n¨ng l−îng thÊp nhÊt vμ 
W(E) lμ mËt ®é tr¹ng th¸i cña hÖ. VÒ ph−¬ng 
diÖn to¸n häc, tÝch ph©n trong (1) cã d¹ng cña 
mét tÝch ph©n Laplace vμ, nh− vËy, tæng thèng 
kª Q(β) lμ ¶nh Laplace cña hμm sè thùc W(E). 
MËt ®é tr¹ng th¸i tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn: 

)0(          0e W(E)lim         0,W E

E
>α=≥ α−

∞→
                    

(2) 

Tõ (1) vμ (2) chóng ta ®−a ®Õn c¸c tÝnh chÊt: 

(1) NÕu β lμ sè thùc th× tÝch ph©n (1) lμ héi 
tô ®èi víi β > 0 vμ Q(β) cã gi¸ trÞ h÷u h¹n. NÕu 
β lμ sè phøc, th× ®iÒu kh¼ng ®Þnh trªn lμ phï hîp 
®èi víi Reβ > 0 (Reβ lμ gi¸ trÞ phÇn thùc cña  
β). 

(2) §èi víi β > 0 ta cã:   

0Qln
2

2

>
β∂

∂
.                       (3) 

(3) C«ng thøc ®¶o l¹i cña (1) biÓu thÞ mËt ®é 
tr¹ng th¸i W(E) qua tæng thèng kª Q(β) cã d¹ng 

(xem [4] trang 119 hoÆc [3] trang 122): 
      

∫ ββ
π

= β

C

Ede )(Q
i2
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Trong ®ã ®−êng lÊy tÝch ph©n C bao gåm 
®−êng th¼ng h−íng lªn trªn song song víi trôc 
¶o Reβ = β’ = const vμ nöa ®−êng trßn b¸n kÝnh 
R = ∞ bao quanh nöa mÆt ph¼ng phÝa tr¸i cña 
®−êng th¼ng nãi trªn (khi Q(β) cã kú dÞ β víi 
Reβ < β’) hoÆc bao quanh nöa mÆt ph¼ng phÝa 
ph¶i cña ®−êng th¼ng nãi trªn (khi Q(β) cã kú dÞ 
β víi Reβ > β’. TÝch ph©n (4) ®−îc gäi lμ tÝch 
ph©n Laplace ng−îc vμ hμm W(E) b©y giê ®−îc 
coi lμ ¶nh Laplace ng−îc cña tæng thèng kª 
Q(β).Q(β) (xem (23)) cã kú dÞ t¹i β = 0 nªn β’ > 
0 vμ nöa ®−êng trßn b¸n kÝnh R = ∞ bao quanh 
nöa mÆt ph¼ng phÝa tr¸i ®−êng th¼ng Reβ = β’, 
mμ do tÝnh chÊt (2) phÇn tÝch ph©n theo nöa 
®−êng trßn nμy ph¶i b»ng kh«ng. ViÖc lÊy tÝch 
ph©n Laplace ng−îc b©y giê cã thÓ chØ thùc hiÖn 
theo mét ®−êng th¼ng tuú ý song song víi trôc 
¶o:  
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hoÆc cã thÓ viÕt l¹i thμnh: 
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Trong ®ã chóng ta ®· sö dông mèi liªn hÖ β = β’ + iβ’’vμ hμm f(β) ®−îc ®Þnh nghÜa bëi ph−¬ng tr×nh: 

E)i()i(QlnE)(Qln)(f '''''' β+β+β+β=β+β=β . 
 

B©y giê ta th¶o luËn viÖc tÝnh tÝch ph©n (6) 
cho hÖ dao ®éng tö ®iÒu hoμ sö dông phÐp gÇn 
®óng ®iÓm yªn ngùa hay phÐp gÇn ®óng ®−êng 
dèc nhÊt. 

B. PhÐp gÇn ®óng ®iÓm yªn ngùa 

NÕu f(β) = u + iv th× ta cã thÓ hy väng r»ng 
phÇn lín nh÷ng ®ãng gãp vμo tÝch ph©n (6) lμ do 
c¸c ®o¹n cña chu tuyÕn mμ ë ®ã u cã gi¸ trÞ lín 
mang l¹i. Néi dung cña ph−¬ng ph¸p ®iÓm yªn 
ngùa lμ lμm biÕn d¹ng chu tuyÕn C sao cho miÒn 

gi¸ trÞ lín cña u bÞ nÐn l¹i thμnh mét miÒn hÑp hÕt 
møc cã thÓ lμm ®−îc. Cô thÓ lμ ta lμm biÕn d¹ng 
chu tuyÕn ®Ó trªn mÆt u(β’,β’’) t¹i ®iÓm yªn ngùa 
β0 nã ®i vμo c¸c thung lòng lμm gi¸ trÞ hμm u gi¶m 
rÊt nhanh th× ®©y lμ ®−êng dèc nhÊt vμ miÒn l©n 
cËn gÇn cña ®iÓm yªn ngùa β0 sÏ lμ miÒn u lín ®· 
bÞ nÐn hÑp l¹i. PhÇn ®ãng gãp chñ yÕu vμo tÝch 
ph©n (6) do miÒn nμy mang l¹i. 

Ta h·y khai triÓn hμm f(β) t¹i l©n cËn ®iÓm 
β’ theo h−íng trôc ¶o ®Ó cã biÓu thøc: 
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NÕu hμm f(β’) cã cùc tiÓu 
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 t¹i ®iÓm β* = (β*,0) ®−îc x¸c ®Þnh bëi ®iÒu kiÖn: 
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th× ®©y chÝnh lμ ®iÓm yªn ngùa trªn mÆt ph¼ng phøc. Bëi v× f’’(β*) lμ ®¹i l−îng thùc, nªn sè h¹ng thø 
hai, sè h¹ng lín nhÊt trong khai triÓn (7) víi iβ’’ = seiφ cã thÓ viÕt thμnh:  
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Khi ®ã ®Ó cho hμm )(f β tõ ®iÓm yªn ngùa )0,( ** β=β  thôt gi¶m nhanh nhÊt, ®i vμo thung 

lòng, tøc lμ trë thμnh ®−êng dèc nhÊt th× ph¶i cã ®iÒu kiÖn cos2φ = -1 hay 2φ = ±π vμ 
2
π

±=φ . Tõ 

c¸c lý lÏ võa nãi ta rót ra kÕt luËn lμ ®−êng dèc nhÊt cña hμm f(β) ph¶i h−íng theo trôc ¶o, theo 
h−íng nμy phÇn ¶o cña hμm f(β) hÇu nh− kh«ng ®æi v× sin 2φ = sin π = 0, do ®ã thõa sè eiV trong 
hμm d−íi dÊu tÝch ph©n cña (6) sÏ kh«ng sinh ra nh÷ng dao ®éng cã h¹i. 

Chän β’ ®Ó cã gi¸ trÞ lμ ®iÓm yªn ngùa β* cho bëi ph−¬ng tr×nh (8) ta nhËn ®−îc: 
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§Æt ph−¬ng tr×nh (10) vμo ph−¬ng tr×nh (6) chóng ta nhËn ®−îc:  
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§−a vμo ký hiÖu 

*
n

n

n
Qln

! n
1b

β=β
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β∂

∂
= ,                          (12) 

ta cã thÓ viÕt (11) thμnh: 
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trong ®ã, Bn lμ hÖ sè ®øng tr−íc 
n''β  trong biÓu thøc tÝch sau: 
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B»ng c¸ch nh©n trùc tiÕp c¸c thõa sè (trong chuçi luü thõa Taylor) ë vÕ tr¸i cña ph−¬ng tr×nh 
(14) ta cã thÓ dÔ dμng x¸c ®Þnh ®−îc gi¸ trÞ cña c¸c hÖ sè Bn. Cô thÓ lμ sau khi bá ®i c¸c hÖ sè øng 
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víi c¸c gi¸ trÞ ¶o, ta x¸c ®Þnh ®−îc c¸c hÖ sè ®Çu tiªn trong tæng cña ph−¬ng tr×nh (14) lμ: 
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víi i, j tho¶ m·n ®iÒu kiÖn:  

k2...j.ij.i 2211 =++ .                                       (16) 

Sè h¹ng thø nhÊt cña ph−¬ng tr×nh (13) t−¬ng øng víi bËc thÊp nhÊt cña phÐp gÇn ®óng (víi B0 = 1, 
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TÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ cña tÝch ph©n (13) t−¬ng øng víi c¸c gi¸ trÞ lÎ cña n (tÊt c¶ c¸c hÖ sè ë gi¸ 
trÞ ¶o (iβ��)n) sÏ biÕn mÊt khái c¸c tæ hîp lÎ cña hμm d−íi dÊu tÝch ph©n (13) (v× hμm d−íi dÊu tÝch 
ph©n lμ hμm lÎ, nªn khi tÝch ph©n tõ -∞ ®Õn +∞ th× hμm sÏ triÖt tiªu). Thùc hiÖn c¸c phÐp lÊy tÝch 
ph©n trong (13) vμ ®Æt l¹i ký hiÖu cho phÐp tæng chóng ta ®i ®Õn: 
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trong ®ã, ta ®· dïng hÖ thøc: 
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Ph−¬ng tr×nh (18) cã thÓ viÕt l¹i thμnh: 
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Sau khi ®Æt c¸c gi¸ trÞ cña Bn ®· cho bëi (15) vμo biÓu thøc cña W(E) chóng ta nhËn ®−îc: 
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sö dông ký hiÖu nnn /QlnQln β∂∂=∂β cho biÓu thøc (12) cña bn chóng ta nhËn ®−îc:  
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§©y lμ chuçi héi tô vμ lμ ph−¬ng tr×nh dïng ®Ó tÝnh mËt ®é tr¹ng th¸i W(E) víi ®é chÝnh x¸c 
tíi bËc 5 cña phÐp gÇn ®óng, ta sÏ thu ®−îc ®é chÝnh x¸c bËc hai cña phÐp gÇn ®óng, nÕu gi¶m ®i 
c¸c sè h¹ng bËc 3, bËc 4 vμ bËc 5. 

Iii - ¸p dông 

B©y giê ta h·y sö dông ph−¬ng tr×nh (22) ®Ó tÝnh mËt ®é tr¹ng th¸i W(E) cña hÖ 1,1 – 
®icloxiclopropan cã 2169*36N*3 =−=−  bËc tù do dao ®éng. Tæng thèng kª dao ®éng cña hÖ 
nμy ®−îc tÝnh theo c«ng thøc t−¬ng tù (5)  
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trong ®ã iν  lμ tÇn sè dao ®éng cña dao ®éng tö thø i. 

LÊy ®¹o hμm c¸c cÊp cña lnQ(β) theo β chóng ta nhËn ®−îc: 
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TÇn sè dao ®éng cña hÖ 1,1 – ®icloxiclopropan ®−îc x¸c ®Þnh tõ thùc nghiÖm quang phæ lμ: 
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)cm(  1
i

−ν = 3106, 3096, 3048, 3022, 1454, 1409, 1292, 1238, 1164, 1130, 1037, 952, 874, 852, 

 772, 717, 500, 443, 404, 300, 272. 
 

§Ó tÝnh mËt ®é tr¹ng th¸i l−îng tö vμ sè tr¹ng th¸i l−îng tö ë c¸c gi¸ trÞ n¨ng l−îng tøc th× 
Ev kh¸c nhau chóng t«i ®· sö dông ng«n ng÷ lËp tr×nh Pascal, trong ®ã ®Ó x¸c ®Þnh ®−îc gi¸ trÞ cña 
β* th× chóng t«i ®· sö dông thuËt to¸n B−íc lÆp gi¶m dÇn (xem [6]). KÕt qu¶ thu ®−îc cã gi¸ trÞ ®−îc 
kª trong b¶ng: 

 
Ev, kcal/mol N(E) W(E) W1(E) 

55.52 5.517449E+0007 2.895339E+0007 4.793231E+0005 
57.52 1.008756E+0008 4.959775E+0007 1.223184E+0006 
59.52 1.801491E+0008 8.344391E+0007 2.957312E+0006 
61.52 3.156224E+0008 1.383536E+0008 6.820849E+0006 
63.52 5.444046E+0008 2.267116E+0008 1.509128E+0007 
65.52 9.271128E+0008 3.679977E+0008 3.217627E+0007 
67.52 1.562418E+0009 5.928063E+0008 6.636054E+0007 
69.52 2.610382E+0009 9.491004E+0008 1.328105E+0008 
71.52 4.329701E+0009 1.511896E+0009 2.586321E+0008 
73.52 7.136741E+0009 2.398166E+0009 4.912172E+0008 
75.52 1.169847E+0010 3.789608E+0009 9.117704E+0008 
77.52 1.907754E+0010 5.967191E+0009 1.656867E+0009 
79.52 3.095704E+0010 9.363134E+0009 2.952277E+0009 
81.52 4.998543E+0010 1.463849E+0010 5.165282E+0009 
83.52 8.030162E+0010 2.279802E+0010 8.884498E+0009 
85.52 1.283270E+0011 3.535877E+0010 1.504016E+0010 
87.52 2.039501E+0011 5.459570E+0010 2.508324E+0010 
89.52 3.222819E+0011 8.389627E+0010 4.124918E+0010 
91.52 5.062382E+0011 1.282688E+0011 6.694232E+0010 
93.52 7.903012E+0011 1.950648E+0011 1.072905E+0011 
95.52 1.225962E+0012 2.949994E+0011 1.699382E+0011 

 
Nh÷ng kÕt qu¶ thu ®−îc nμy sÏ ®−îc ¸p 

dông vμo viÖc tÝnh h»ng sè tèc ®é cña ph¶n øng 
®¬n ph©n tö, mμ chóng t«i sÏ tr×nh bμy trong 
bμi b¸o sau, khi ®ã sÏ thu ®−îc d¸ng ®iÖu ®å 
thÞ (®−êng cong biÓu diÔn sù phô thuéc cña ln 
(kuni/k∞) vμo lnP) phï hîp víi thùc nghiÖm vμ 
sÏ ®−îc so s¸nh víi gi¸ trÞ cña thùc nghiÖm 
t−¬ng øng trªn ®å thÞ.  
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