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I. Mớ đẩu

Khi thiết kê phương án kiêm tra  nghiệm thu thong kê, nếu có đầy đủ cả hai loại thông tin: 

thóng tin về các tòn th a t  và thông tin về sự' biến động của chất lượng trung binh của sà') xuất thi 

plnrơng pliáp Bayes là phương pháp thích họp nhất . Tnrcrng hợp không có thông tin vê SU' biến 

động cda chát lượng trung bỉnh, người ta bằng lòng với phương pháp thiết kê dựa trên nguyên 

lý  m in im a x .

Trong nhũng  năm  qua, bài toán th iế t  kè phương án kicm tra  nghiệm thu thống kê d ự a  trên 

nguyên lý minimax (pliương án minimax) được nhiều người quan tâm  tới, (xem chằng hạn [1], 
[3], [7]). Tuy vậy các cóng trinh nghiên cứu cho tới nay chỉ giới hạn trong khuân khổ mô hình bài 

toán vói những giá tliiót tinh huổng khá đơn giàn như  sau:

- Quá trinh sản xuấ t  (1 irợc đặc trưng  bằng một quá trinh ngẫu nghiên dùng.

- Các tổn th ấ t  tren m ột đơn vi sản ph ẩm  ứng với các quyết định cliấp nhận hay bác bỏ là những 

hàm  tuyên tính cùa cliảt lirợng ló.

- Phi tổn lây mầu kicm (ra chỉ tỉ lệ với số đơn vị sản phẩm  mẫu mà không phụ tlniộc vào tinh 

trạng  chai lượng lô.

Bài này n h ằm  trinh bày mò hình một bài toán thiết kc plnrơng án ininimax kiếm tra  nghiệm 

thu thong kê với những giả tliiêt tinh huống khá mềm dẻo; chúng minh một sô tính chất của 

phương án ininimax, trên cơ sờ (ló đưa  ra thuật toán hữu hiệu xác định nó.



2. Mô hình bài toán và nguyên lý minimax xác định phương án kiểm tra

Giả sù" cần xây dựng phương án lấy m ẫu một lần (n, c) kiểm tra  m ột loạt ô sản p hẩm  có cỡ N  

nào đó  trong tinh huống giả th iế t sau đây:

a) Mỗi đơn vị sản phẩm  chỉ có th ế  là chính sản ph ẩm  hoặc th ứ  phẩm . Q uá  trinh sản x u ấ t  là 

một quá  tr inh  chịu sự  điều chỉnh Bernoulli với tham  so p  (chất lượng trung  binh ciìa sản xuất)  

không đổi trong phạm  vi mỗi lô nhưng thay  đổi từ  lò này sang lô khác với phân bô xác suấ t không 

biết.
b) D ựa  trên kết quả kiếm tra  m ẫu, hai quyết định có th ể  chọn là: chấp nhận hay bác bỏ phần  

còn lại không kiếm tra  của lô.
c) Không những tổn th ấ t  do chấp nhận hay bác bỏ một đơn vi sả phẩm  m à cà pill tổn  kiếm tra

m ẫu cũng là những hàm  tuyến tỉnh của tỉ lệ th ứ  phẩm  p trong lô và đươc lần lượt ký hiệu bởi:

, k a(p) =  A ị  + Aọp,

kr ( p )  =  R l  +  R 2P,  ( 1)

k,{p) = « 1  +  s 2 p.

RÕ ràng, khi kiểm tra  là có sừ a  chữa 'th i  giả thiết này sẽ hợp lý hơn giả th iế t  phi tổn  kiếm tra  chỉ 

tỉ lệ với cỡ mầu.

Có th ế  xem các hệ sổ A ị ,  R.\, và Si lân lượt ià tổn  th ấ t  của việc chấp nhận, bác bổ và kiếm 

tra  m ột đơn vị sản phẩm  khi đơn vị sản phẩm  đó là chính phẩm , còn Ả 2 , R 2 , và S 2  làq tổn  th ấ t  

cũng cùa  các sự việc đó nhưng trong trirờng hạp đcm vị sản pham  là th ứ  phẩm , (xem [2], trang 

1 2 ).
Đê bài toán có nghia ta  giả thiết rằng:

A ị  <  Ri ,  A ị  +  A 2 >  R i  +  Rn, ¿>1 >  R\ i  S2 >  R'2- (2)

T ừ  già th iế t  c) suy ra. phi tổn  trung binh lấv m ẫu kièm t ra  cũng n hư  tổn t h ấ t  trung  binh của việc

chấp nhận  hay bác bỏ một đơn vị sản phẩm  là những hàm  tuyến tính của chất lượng trung bình 

p  cùa sản xuất:

ka(P) =  Ai  +  A,P,

kr(P) =  Ri +  R 2P, (3)

k, {P) =  Si +  SĩP.

k a(P)  và k r(P)  cắt nhau tại điếm:

P0 = ( Ri - A 1) / { Aĩ - R 7), 0 < P o < 1. (4)

Giá trị Pq được gọi là mức chất lượng phân biệt. Rõ ràng nếu p  < Po th i quyết đ ịnh chấp nhận

sẽ tố t  hơn quyết định bác bồ, còn khi p  > Pq ta  có tinh trạng ngươc lại.



Nếu p  đ ã  biết biết, ta  có th ế  chọn quyết định hoàn toàn-đúng đắn, tổn  thấ t-phả i  chịu khi dó 

là tổn th ắ t  không tránh  khỏi:

k a(P ) ,  nến p  < p 0

L u ^  l  kr (P)  nếu p  >  p 0. (5)

VÌ không biết p  đối vời mỗi lô, ta  phải ước lượng 1 1Ó thòng qua việc kiếm tra  mẫu. Do các già 

thiết a) c), suy ra tổn  th ấ t  trung binh phải chịu khi sừ  dụng phương án (n ,c)  kiêm tra nliũng lò 

sàn ph ấm  ihig với mức chất lượng trung binh p  cùa sản xuấ t  bằng

L ( N , n , c , P )  =  n k . ( P )  +  ( N  -  n ) { k a( P ) P ( P )  + kr (P)[  1 -  P (P )]}

=  n k , ( P )  +  ( N  -  n ) { k a ( P ) P ( P )  +  kr( P ) Q ( P ) } ,  (6)

trong đó P ( P )  và Q (P )  lần luợt là xác suà t  trung ỉ)inh của việc chấp nliận và bác bò.

Q (P )  = 1 -  P(P) ,

P ( P )  = B ị n ,  cP) = ¿ 6 ( n , x , P )  =  ( n)  r* ( l  -  P ) n-
x=0 T=0 w

(7)

với X  là tliứ  phẩm  kicni t ra  thấy  trong mẫu.

Di nhicn ta  luón có

L ( N , n , c , P )  > L U(P),  V P G  [0,1]. (8)

Hiệu

La(N ,  n, c, P) = L ( N ,  n, c, P)  -  L U(P)  (9)

được gọi là tôn th á t  tliặng d ư  trung binh do sử" dụng phương án (n,c).
Như đã biết , khi phân phối w(P)  của chất lượng t rung binh p  cùa sản x uấ t  là đ ã  biết, phương 

án kicm tra  cần xác định là phương án Bayes làm cực tiêu tổn th ấ t  trung binh toàn cục

L w( N , n , c ) =  E w{ L ( N , n , c , P ) } =  [ l L [ N t n , c , P ) d w ( P ) .  (10)
J  0

Bây giờ già sir

L(N,n,c) = snp 0<r<iL(N,n,c, P). ( I I )

Tỉr (10) suy ra

L w{ N ,n c )  < L ( N , n , c ) .

Do đó, trong trường hợp không biết phân bố cuả p ,  nếu chọn (n ,c)  sao cho L ( N ,  n ,c )  là nhò nhấ t  

thi có th ể  đàm  bảo rằng  L W( N , n ,  c) sẽ luôn luôn nhỏ, bấ t  luận p  có phản bô n hư  thè nào.



Định nghỉa Với cỡ lô N  cho trước, phương án kiếm tra  minimax là phương án (n, c) làm cực tiếu 

cực đại theo p  của hàm  tổn th ắ t  trung binh L ( N , n , c , P ) cho trong (6), tức

Do L ( N , n , c ,  p )  là Tiàm liên tục trên khoảng đóng [0,1] và tập  s  các phưcmg án có th ể  chọn là 

hữu hạn, cụ th ể  là
s  =  {(n ,c)  : 0 < n < N ,  —1 < c < n}, 

phương án minimax luôn luôn tồ n  tại.

3. M ột sô tính chắt và thuật toán xác định phương án minimax.

Hiến nhiên phương án minimax (n , c ) cũng chính ỉà phương án làm  cực tiếu cực đại theo p  của 

phiếm hàm  sau đây

R ( N , n , c ,  P)  được gọi là hàm  tổn th ấ t  trung binh đ ã  chuẩn hóa.

T ừ  (5), (6) và (7) suy ra

R ( N  m  =  Í  +  ổ2 +  p ° -  p ) +  (N  -  n ) (p ° -  -  B (n ’c’ nếu 0 <  p  <  Po
{ , n , c ,  -  ị  ^  + 6 2 P) + ( N - n ) ( P 0 - P ) B ( n , c , P )  nếu p 0  < p  < 1, I

trong đó ¿ 1  =  (Si -  R i ) / ( A 2  -  R 2 ) >  0 và ổ2 =  (52 — R  — 2) / ( a 2 — R ĩ )  > 0, do giả th iế t (2)
Đê’ xác định (ñ,c) ,  có th ế  thực hiện lần  lượt hai bước sau đây

- Ưng với mỗi 0 <  n <  N,  t im  sô chấp nhận minimax c(n).

- So sánh các phương án (« ,^ (7?)), n — 1 , 2 , N.
Tuy vây dễ dàng thay  rằng khối lượng tinh toán khi đó sẽ rắ t  lớn. Dưới đây  sẽ nghiên cứu một 

số tính chẩt của phương án minimax và của hàm  tổn  th ấ t  (13). Các tính chất này sẽ cho phép 

giảm bớt đáng kể thời gian và không gian tinh toán.

B ổ  3 ề  1. X é t  cắc phương án đặc biệt (0,0) vả ( 0 , - 1 ) ,  (không ỉẩy m ẫ u  k iểm tra m à  luôn chấp 

nhận và bác bỏ m ộ t  cách tương ứng). Theo nghía minimax,  phươ ng án (0 ,0) tốt  hơn phươn g án 
(0, —1) nêu Po > 1/2 và tồi hơn trong trường hợp ngược Jai.

Chứng  minh  Với (0, 0) và ( 0 , - 1 )  t a  có:

L ( N , h , c )  = inỊ(n ¿ )L (N , n, c) = in f ( n¡c)supP L ( N , n , c ,  P).

R ( N ,  n, c, P)  = [ L (N , n, c, P)  -  L U( P ) } / ( A 1  -  Ả 2) (1 2)

Ký hiệu

R ( N , n , c )  = sup 0 <p< 1 R ( N , n , c , P ) .

(14)

R ( N , 0,0) =  N ( l - P o ) ,  i ỉ ( j V , 0 , - l )  =  N P 0.

T ừ  đây  suy ra  kết luận của bổ đề.



Bô' đề 2 Mọi phươ ng án (Ar,c) vói  0 < c < N  không th ể  ¡à phương án minimax.  

Ch ún g  minh.  Ta có

R ( N ,  N,  c) = M a x { N ạ i  + p 0), Ar(ổi +  í 2)}.

Vi R(  V,Ar, c) luón lớn hơn R (n ,o ,  — 1) =  NPo,  ta  thu đirợc liéỉ, luận nêu trong bổ  đề. 

BÔ đề 3 X é t  các phương án thuộc tập

s 1 = ị ( n , n )  : n — 0 , 1 , N  — 1).

A’éu ¿ 1  +  ¿ 2  +  ^ 0  -  1 >  0 (ÌJJ phươ ng án tốt  nhắt  là (0,0). Trường họp ngược lại, Ịihương án tốt  
nhất sẽ IÀ (n' ,ri ' )  với

R(, N, n, n) = max {»(¿Ì + p  -  0), n(ối + hPo), «( 1̂ + 2̂) + (-'V -  »0(1 ~ ^0)}

=  m a x ị n i ỗ !  +  /> -  0 ) ,n (* i  +  6-2 p 0), n ( í i  + ẻn + r  -  0 - 1 )  +  ( N  -  n ) ( l  -  A ) } . ( 1 8 )

- Ncu ¿Ì +  ¿ 2  +  p  — 0 — 1 > 0  R ( N ,  n , n )  sẽ là hàm tăng cùa n bấ t  luận với 0 <  Po <  1 và ổ i , 62 >  0. 
Do đó phương án tố t n hả t  trong so các plnrcnig án thuộc s l pliải là (0,0).

- Ngtrợc lại, ncu (5 i+ í -> + P  —0 —1 < 0 R ( N , n , n )  sẽ là hàm  giảm klii n < n'  và tăng khi n >  n ' . 
Do đó phương án tot nhát. phái là (n ' , n ' )  với ìì' cho trong (16).

BỔ đề 4. Nếu chi xét các phương  án thuộc tập

Vi ¿ 1 , ^ 2  >  0, I Ỉ( jX,n,  — l)  luôn luôn là hàm  tăng  của n, do đó phương án tố t nliất tliuộc s sẽ 
là ( 0 , - 1 ) .

n' = I N T { N ( [ -  P o ) / ( l - 6 2 )}, (16)

n{ỗi +  è2 P)  +  (¿V -  n) (P  -  Po) nếu p  > p~

ncu p  < / 0 ,

(17)

Suy ra

5 (2 )=  { ( « , - ] ) :  Tì = 0 , 1 , /V — 1}.

thi Ị)ìiương án lốt nhàt  lả ( 0 , - 1 ) .  

Chứng  minh.  Ta có

(19)
suy ra

R ( N ,  n, — 1) =  riHixịnỗi +  NPo,n(f i i  +  ¿2 )}. (2 0)



v ề  Một Bài Toán Thiết Kế Phương Án 

T ừ  các bổ đề 1, 3 và 4 ta  có kết luận sau đây.

Định lý 1. X é t  các phương án thuộc tập

5 ( 3 ) _  5(1) u  5(2) (21)

- Nếu 6 i + 6 2  +  p  — 1 > 0 ,  thì  khi  đó phương án tốt nhất  là (0,0) hay  ( 0 , - 1 )  tù y  thuộc vào Po 

¡ớn hơn ha.y nhỏ hơn 1 / 2 .

- Nê'u 6 ¡ + ¿ 2  + p  — 1 <  0, phương án tốt  nhât  ỉà ( n ' , n')  ha.y (0, —1) tùỵ  theo  (1 — Po)(<^i +  Pũ) 

nhỏ hơn hav  ¡ón Po(l — ¿ 1 ), (n' xác định nh ư  trong (16)).

Bô' đề 5 ứ n g  với N  và n cố định, R i (c )  = R i ( N ,  n ,c)  ¡à hàm  giầm còn / ĩ 2(c) =  R 2 ( N , n , c )  ỉầ 

h à m  tăng c lia c.

C hứ ng  minh.  Bổ đề suy ra  từ  b ấ t  đẳng thức sau đay

Khi đó phưorĩg án vói cỡ mẫu n thỏa  711 <  n < N  SC không t h ề ià phương án minimax.

C hứn g  minh.

a) G ià sừ  n i =  Ar( l  — P o) / ( l  — ¿2 ), khi đó nêu n > n 1 thi

R i ( N ,  n, n) =  n(¿¡ +  P)  > n( 6 ! +  6 2  + p 0 -  1) +  jV(l -  Po)

= R-¿(N,n,n) .

Vi R i { N , n , c )  là hàm giảm, R,2 ( N , t i , c )  là hàm tăng cùa c, ta  lại có

R i( ỈV ,n ,c )  > R i ( N , n , n )  > R 2 ( N , n , n )  > IỈ 2 ( N , n , c )  >

với mọi c. Suy ra sô chấp nhận minimax c(n) ứng với n bằng  chỉnh 71. Theo bổ đề 2 phương án

(n , n) với n > n 1 không th ể  là phương án miiìimax.

b) Nêu n 1 =  N P o / ỗ 2 , khi đó với n  >  77! ta  có

R i ( N , n , - l )  = m a x ị n ỗ i  + N p 0, n ( 6 1 +  ¿2 ^ 0 )}

<  n(Si + 6 2 ) = R'2 ị N , n , - 1).

Nhưng theo bô’ đề õ, khi đó ta  ]ại có

R i ( N , n, c) < R i ( N ,  n, — 1) <  Rọ(N,  n,  —1) <  R 2 (N ,  n , c )

với mọi c. Suy ra  số chấp nhận minimax c(n) úng với n bằng —1. Theo bổ  đề phương án (n , —1)

với n >  N P 0 / 6 2  > 0 không th ể  là phương án minimax.

Ký ỉũêu
R i ( N , n , c )  = sup 0 <p<poR ( N , n , c , P ) ,  

R 2 ( N , n , c )  = sup p0 < r < i R ( N , n , c ,  P),

—( N  -  n)(Po -  P)b(n,  c +  1, P)  khi p  < Pũ 

( N  -  n ){P -  Pũ)b{n, C + ] , P )  khi p  > p 0

Định lý 2. Dặt
N ( l  — -Po)/(l — ¿2 ) nếu 0 < 6 2  < Po, 

nPo / 6 0  ' neu 6 2  > Pq-
n 1 =



Các kết quả trẻn đây  cho phép giảm bớt đáng kè khôi lượng công việc tỉnh toán tim  kiếm 

phương án rninimax (ñ ,c) .  Tliay cho tập 5  bây giờ chỉ cắn xét tập

5 / =  { ( r a , c ) : n  =  1l 2) . . . , n i ; 0 < c < n } .

Một khi đ ã  tỉm  được phương án to t n h ấ t  thuộc tập  S '  (theo hai bước đã  nẻu ờ đầu  muc), đvm 

so sánh với phương án lốt nhất trong sô 3 phương án (0,0), ( 0 , -1 )  và (n1, n') sẽ thu được (ñ,c).

Với các phương án thuộc tập S ' ,  một lần nữa  ta  có th ế  giảm bót khối lượng tính  toán nhờ 

mệnh đề sau đây.

Đị nh lý 3. Vói cắc phương ắn thuộc tập S ' , hầm tốt nhất  (13) có tối đa  m ộ t  cực đại địa phương  

trong m ỗi  khoảng  (0, Píì) vả ( /  0 ,1 ).

Chứng minh.  Ta có:

B'(n ,  c, P) = —ß(P,  n +  1, n — c) = nbịn  — 1, c, P),

B " (n ,  c, P)  =  ß ( P , c , n - c - l ) { n ( P - h ) / [ h ( l  -  /ì)]},

trong dó ß ( x , s ,  t) là liàm m ậ t  độ của phản bó Beta với các tham  so s, ỉ và h — c / ( n  — 1), (xem 

[2], trang 19*2).

Sừ" các công t húc  trên thu  dược

n(ổ2  — 1 ) +  ( N  — n){(Po — P)nb(n — 1, c, P)  — [1 — b(n, c, P )] }  khi p  <  Po 

1ÌỖ2  +  { N  -  n ) { P 0 -  P)nb(n  - l , c , P )  + D(n ,c ,  P)}  khi p  >  p 0.

/  R " (P )  = ( N  -  n )n(n  -  1
{(n + \ )P?  -  (c + 2 -  Po + nPo)P + cPo}.

Vi ( N  — n ) P 2  — (c + 2 — Pq + nPo)P  +  cPo là tam  thức b ậc hai của p ,  chỉ tồn  tại tôi đ a  hai nghiệm

0 < Xi < Po < Suy ra R " { P )  đổi dấu nhiều Iihát hai lần trong khoảng (0, 1). Hơn nữa, dễ

dàng thấy rằng R "{P )  < 0 khi Xi < p . <  m/7ỉ{j.'2,l}. Do đó R (P )  chỉ có cực đại địa phương
trong khoảng (0, Pò) khi và chỉ khi R '( A'i) >  0 >  R'{Po—) và có cực đại địa plnrơng trong khoảng 

(Po, 1) khi và chì khi R'(Po+)  >  0 >  R ' ( i n i n { x 2 ,1}).

Đè xác định cực đại đ ịa  phưong cần giải phương trinh R ' ( P )  =  0. Việc này có th ể  thực hiện 
bằng một phương pháp Ịặp, x uấ t  phát t.ừ nghiệm gần đúng nào đó. Dồng thời, nếu có clurơng

trinh tinh các cực đại địa phương này thi việc xác định R (N ,  n ,c)  có thế tiến hành một cách dễ
dàng:

R ( N ,  n,  c ) =  m a x { R t( N,  n , c ), R ( N , n , c ,  0), R ( N ,  n, c, Pũ), ỈĨ(N,  n, c, 1)} 

trong dó f í ị ( N , n , c ) là giá trị lớn hơn trong hai cực tri địa phương.

Định lý 4. Cho cõ mẫu  1 <  n <  A; — 1, khi  đó s ố  chấp nhận min imax  c(n) được  cho bởi  

( Co -  1 nêu R i ( N , n , c 0 -  1) <  R ĩ i N ,  Tì,c0),
I  Cũ nêu R i ( N , n , c 0 -  1) >  R 2( N, n , Co) ,  (23)



trong đó  c0 lả số nguyên dương nhỏ nhất  thỏa mãn

R 2( N , n , c )  >  R i ( N , n , c ) .

Chứng minh.  Vi R ỉ ( N , n , c )  là hàm  giảm, còn R,2 ( N , n ,  c) là hàm  tăng của c (theo bổ đề 5), suy 

ra
M i n c { M a x { R , i ( N , n , c ) , R . 2 ( N , n , c ) } }  =

M i n ị R ^ N ^ ^ o  -  ỉ ) , R i ( N , n , c 0)}.

Do đó, c(n)  được xác định n hư  trong (23).

4. V Í dụ.

Các kết quả nghiên cứu thu được trong phần 3 cho phép giảm bớt đáng kê’ không gian và thời 

gian tính tơán xác định phương án minimax. Dưới đây là hai VI dụ minh họa.

V Í  dụ 1. Giả sử  N  =  200, p 0 = 0,03, ¿ 1  =  0,02, ổ2  =  0,60.

Vi Po < ỏ2  nên theo định lý 2 chỉ cần xét các phưcmg án có cỡ m ẫu không lớn hơn

m  =  N P 0 / 6 2  = 2000.0,03/0,06 =  100.

Ilơn nữa theo định lý 1, trong số các phương án thuộc tập s phương án tốt nhất là ( 0 , - 1 ) .
Sừ dụng các kết quả nêu trong định lý 3 và 4, lạp một chương trinh m áy tính, dè dàng tìm  

đư-ợc một phương án tố t  nhất thuộc tập S '  là (25,0).

Vi (25,0) tôt hơn (0, —1) nên phương án minimax cần xác định là (25,0).

V Í  dụ 2. Cho N  = 1500, p 0  = 0,35, ổi =  0,05, ¿ 2  =  0.

Do ¿ 2  <  Pữ nên theo định lý 2 chỉ cần x.ét phương án có cỡ m ẫu không lớn hơn

m  =  (1 -  P o ) N / ( l  -  6 2 ) -  0,65 X 1500 =  975.

Phương án tố t nhất thuộc s là (975,975).

Phương án tố t nhất thuộc 5 '  là (50,17).

Vi (50,17) tố t hơn (975,975) nên phưcmg án minimax cần tim  là (50,17).
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Abstract

On the problem o f design o f minimax - regret sampling plans for inspection

The purpose o f  this  paper is to  investigate the problem o f  designing miaimax-regret at tributes 

sampl ing plans under the following assumptions:

- Th e  product ion process in control with process average varies at random from lot to lot and  

othing is known about this variation.
- T w o  decisions which will be considered regarding the remaider o f  Jot are- acceptance and  

rejection.

- The  per  i tem costs for inspection, acceptance and rejection are a 11 linear functions o f  the  

fraction defective in Jot.
We s tu d y  some properties o f  the opt imal  sampl ing plans. These properties are used to devise an 

improved  and efEceiit algorithm for determination o f  such plans. Numerical  examples are presented  

to illustrate the potent ial  computat ional  savings o f  the algorithm.


