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PHƯƠNG PHÁP CHIẾU LẶP GlÁl PHƯƠNG TRÌNH 
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Viẹn Cong nghệ thông tin

1. Đặt vấn ỡề

Hàng loạt bài toán  đàn  hồi, klmỵêch tán ,  cơ học chât lỏng, c h ấ t  khi v.v... đ ư ợ c  
đưa  về phương  tr in h  tich phân  kỳ dị Eredholm loại III sau  (xem  [1], [2]):

A x ( t )  =  tmx(t) +  Ị  h' ( t , s ) x ( s ) , ! s  =  y( t ) ,  ( - 1  <  t <  1), (1)

trong đó m  G N, K ( t , s )  và  y ự )  là các liàni cho t rư ớ c  llioà m ãn  m ột sô đ iều  kiện t rơ n  
nhất định sẽ đượ c  xác địuli sau, còn X(t )  ỉà hàm  plìãi t im .

Trong nh ữ n g  n ă m  gần  đây  đ ã  có nh iều  n h à  toán  học, cơ học và kỳ th u ậ t  quan  
tâm  nghiên cứu phư ơ ng  tr in h  ( 1 ) trong  các không gian liàm  và các ló‘p h à m  suy rộng 
khác nhau. Các công tr inh  [3], [1] clà xây dự ng  (lược lý ih u y ê t  N oe thcr  cho phư ơ ng  
trinh (1) còn công tr in h  [9], [10], [11] đà, nghiên cứu  các p h ư ơ ng  pliáp  g ầ n  đúng  
khác nha.u cho p h ư ơ ng  tr in h  (1) như: phương  p hấp  hôi suv t rù n g  lặp Lagrange, 
phương pháp  m om ènt, phư ơ ng  pháp  m iền  con. Tuy vậy do t ín h  kỳ dị bậc cao cuà 
phương tr inh  ( 1 ) nên  các phư ơ ng  pháp  d ã  uêu trên  clura đ á p  ứ ng  đư ợ c  vêu cầu  
thự c  tiền. Cụ th ê  là cho tốc độ  hôi tụ  th ấ p  d ẫ n  đến  việc phải giải hệ đại tu y ên  bâc 
khá cao khi cầ.11 độ chinh xác cần  tliiết cu à. nghiệm.

Mục đích cuâ  bài báo này  là á.D dụng  sơ đồ chiếu lặ.p d ể  nâng  cao tốc độ hội tụ và 
mờ rộng điều  kiện hội tụ  n h ằ m  khắc  phục như ợ c  đ iểm  cuả các phương  p h á p  trên .

2. Một vài kết quá bô’ trợ.

*  B à i  b á o  íh .rc rc  h o à n  t h à n h  v ớ i  s i r  t à i  t r ơ  CUẢ c h ư ơ n g  t r i n h  n g h iê n  c í r u  c ơ  b à n  v ề  k h o a  l i o c  t ư  n h iê n



T a k ý  hiệu C ( m , 0 )  l à  k l i ô u g  g i a n  tuyến  tính  các hám  l i ê n  tụ c  t r o n g  k l i o à n g  [-1.1] 

và có đạo  hàm  Taylor f ịmU(ì) bậc m lại điếm  t = 0 (xem [12], [13]) vói clmẩn

l|./||c'(m,0) =  ||A I\\c +  ^  | / ^ ( 0 ) | ,  (2)
/ = 0

trong đó

( A 7 ) ơ )  =  [ / ( / ' -  £ V ' ( 0 ) / 7 / ] / / m „ (3)
l  =  ị)

T a ký hiệu F(t) = (Nf ) ( f )  6 C [ - l ,  1] và  hiếu F(0ì = lin.,^0 F(t).

Bô’ đề 1 [1 1 ]:

H am j(1) G C(m, 0) khi rà chì khi Ì1 Ó có lììt biru (ìiì.n (lu'0 'c d ư ớ i  dauq

/ ( < ) . =  r / - ( 0 ■ (4)
k = 0

trong đó Fịt) = ( N f ) ( t )  còn «k =  / {* }(0)/Ả-!.

Bổ đề 2 [11] :

K h ô n g  g i a n  C'(ro,0) v ớ i  c ỉ ì i i ã n  ( 2 )  lù đ ầ y  ( ìù và  n h ú n g  c h u â n  t ắ c  t i v n g  C[ — 1 1]. 

Neu k} lnẹu //„ la không gian các (la tlnrc (ĩai sô bâc < n tbi đai lương xấj) xỉ lốt 
nhất cuà hàm /( /)  6 C(m.O) bằng các phần tiì' cuả ỈIn đ ư ợ c  định nghi à. như sau:

Ẽ„(t) =  i n f  II/ -  7„| |c(m.0)-

BỔ để 3 [11]

ỉ ới  mọi  f ự )  e C(m,  0) và mọi  n > m trong H„ tổn tại đa thức xấp x i  tốt  nhất  và 
En(t)  =  (Ar/ ) ,  irong (ĩó là xâp .rì <ỉ(*u tót nhât  cuà đại  lượng  ( iV /) ( /) .

Bây giờ t a  xét lớp hàm  hai biến 0(t,s) £ C [ - l ,  1] X C(m,0). I íà m  ß(t,s) liên tục  theo 
ca  hai biên t và .s, có đ ạo  h à m  Taylor bâc ?)) theo biên i ta i  s = 0.

Bô’ để 4 [1 1 ]

Với mọi  hòm 0{t,s) £ C’[ - l , l ]  X C(ìi ì ,  0) V(1 mọi  sô tự  nhiên n > m sẽ lổn tại hàm  
t ị ' ( i , s , n)  £  c [ — 1.1] X C(m,0)  ỉà đ a  t h ứ c  t h e o  bi t  n  t b ả c  n i l ì òa  m ã n  á c  đ á n h  g i á  sav:

ụ ) \ { 6 - w , s ) \ < z h - i ư > ) ,  t , s  G [—1, 1],

{ n ) \ ( 9 - ỷ ) W ( t , 0 ) \  < (m  -  l ) \ Ẹtn _ 1(9) ,  k  =  0 , m - l ,

ị ũ i ) \N * ( O - ệ ) ( t , s ) \< ẹ l - i (0 ) ,  k = T~^, 

trong đ ó  p ị _ l (ỡ) = E ^ h . ) +  mf ;  E ^ Ì Q i l  h( 1 , s ) = ( N t e( t , s )  = ỡ ị i ] ự, Q) / i \ ,  ì = Õ ^ T

con E tn_-i{h) ìà xâp XI đêu tót nhấ t  cùa hàm  h(t,s) theo biển ị bằng các (ĩa thức bậc 
n — 1.

I \y  lnéu A's có ngliià là toán  tù’ dạng  (3) (Ar =  N m) áp  dụng  cho biến s.



Bây giờ t rên  không gian nền  C'(m, 0) chúng t a  xây d ự n g  không  gian các h à m  suy
rộng V(m,0) n h ư  sau:

Hàm r(i) G 0} khi và chỉ khi có dạng:

»1-1
*(í) =  Z ( t ) + Y ^ l k (F.P. ) t -k- \  (5)

Ả' =  1

trong đó Z(i )  e  C'[—1,1], là các h ằ n g  số bất kỳ, còn (F .p.)í_i_1 là toán  t ử  xác đ ịnh  
hàm SU}- rộng trên C(rn,U) theo  quy tắc:

(F . P . r l J ) =  F.p.  J  f ( t ) r kclt, k = T¡rñ, (6)

còh các kv hiêu ” F .P .” là th à n h  p h ầ n  chính cuả  tích ph ân  A d a m  (xem  [14]). Nếu
ta đư a  vào V'(n?,0) chuá’n:

. Ikơ)l lv-(m.o) =  i m i c + x > | ,
fc=o

thì V(m, 0) t rờ  th à n h  không gian Banacb.

Dinh lý 1 [s].yvê'ỉí các hệ sô trong phươ ng  trinh (1) thoả mãn

A ' ( í , s ) G C ( m , 0 ) ( [ - l , l f ) ,

0{t,s) = (Nt K) ( t . s )  e C [ - ụ ]  X C(m, 0),

J  (Npi K)(t,s)ds £ C(>n,ũ), j  = 1,71.

0) e C’(m, 0), j  =  1,777 -  1,

yự) e C(m ,0) thỉ  toán từ  A là t i fa Fredhohn khả nghịch ánh xạ V (m ,0) -*■ C (m ,0).

3. Phương plìáp chiếu lặp với phép chiếu nội suy trùng lặp

De áp dụng sơ đồ  chiêu lặp (xem  [17],[18]) cho 1")hương  t r in h  (1) chúng t a  cần  
tiến hành  các bướ c  sau:

a. - Xây dựng  không gian x âp  XỈA',, c  A' = v ( m,  0) 
b - Xây clựng phép  chiếu s  = p„ : r(íìi,0) — x n 
c - Ngiên cứu  t inh  giải đư ợ c  cuả  Ị)hương t r in h  xấp  xỉ 
d - Nghiên cứu t in h  hôi tu  cuả  sơ đo chiếu lăp
a - Trước hế t  t a  xây  dự ng  không gian xâp  xLy  -  n cuả  V(í7i ,0) n h ư  sau

m—1 m —1
A,Ị =  { xn{t.) = J 2 C kt‘' (8)

k=0 k=0

trong đó n là số t ự  nhiên  b ấ t  kỳ, C'k là các liằng số bâ t  kỳ. x n là  không  g ian  con
Tĩ + m chiều cuà không gian X  = V(n>, 0)



l a  k ý  h iên

■r n 11 A' ' ■' £ AII

t h i  t a  có  l , ô ( l r  s a u

BỔ đề 5. 1 ớ/  m o i  x„ E A (lai iu'o'nt) :râp .n l ờ i  nỉ iâ l  Ihừâ inàiì  đ ă n g  t i n h

(10)

I ’r o i i f j  d o  z  < ! i r ọ ' r  h i <  I I  I Ỉ / I  I I  l ! i ( 0  C Ỏ H / Ị  l l ì ử c  (5) c ò n  E n ^ i  l à  x ấ p  . r ỉ .  đ ề u  b ậ c  1 1 -  1 .

1) - X â y  d u l l «  t o á n  t u  ( i i i r u  nôi  s u y  L a g r a n g e  s u y  r ô n g  p n .  

l a  ( l ịnl )  l igl l i a l \ ,  là ( o á n  l ũ  c h i ế u  l ' I í  í . 0) — - A'„ t h e o  C ị u y  t v ắ c  s a u

(/-,„./')| í '}((t) =  / R } (0), k = 0. rn — 1

t r o n g  d ó  l j  là. h r  n ú t  C h c l n s e v  l oạ i  [

t j  =  cos(2j  -  l)n-/(2íỉ), j  =  1,11

N ô n  ký  h iệ u  s „  là t o á n  t vi* c h i ế u  nội s u y  L a g r a n g e  C [ - l , l ]  — Hr,- I  ( k h ô n g  g i a n  d a  
t l u r c  b â c  It —  ] ) llii t a  có k(jt q u à  sau :

m — 1
= /r"(.sm„ 1. v / ) ( 0 +  ^ / {í'] (0)íẢ7fc!- (12)

Ả’  =  u

B â y  g i ờ  c h im »  t a  á p  (lụn»; so' d ồ  ch ió u  l a p  c h o  p l n r ơ n g  trinh (1) .

1 ừ  p h a n  u'r  € .V =  \~(n>,[)) Lất. kỳ  t a  x â y  d ự n g  p h ầ n  t ử  g ầ n  đ ú n g  .E(fc) n h ư  sa u :

tron«; đ ó  to á n  tlĩ' 7' = / -  .1 (í  là toán  hỉ '  đ ồ n g  nl ì â t  t ro n g  A") v à  £ x n n g h iả  là 
1 r,1/ ’ có thô  1 > i CM 1 diều  (hrới (lạng

( 11 )

(13)

( M )

t l ioâ  màn pluro'ng tr inh

P n ( K t ' - T U V >) = Pne{í' \ (15)



trong đó

(16)

Phương tr inh  (15) có th ê  viết dưới clạng

PnA\Vn = pne(k). (17)

Định lý 2. Già s ứ  toán tù' A klìà nghịch, phư ơ ng  trinh (10) có nghiệm duy  nhât  
trong X  = V(m, 0) với mọi  y(t) e C(m,0) các hàm hự,s)  = (Nsỹ)ự,s),  0{t,s) = K ( t , s ) 
(theo biíìì t),  =  ớ i^ ( / ,0 ) (/ = 0, Hí -  1 ) và (Ny)(t) thuộc lớp h àm  Dini-Lipschi tz .
Khi đó sè tồn ịại sô tụ nhiên No > ỈU đê  Vỉỉ > No phư ơ ng  ị rin h (15) có nghiệm duy  
nhái đổng ihời  ta có đánh giá

trong đó \ v ik)(t) = .4 ỉs ịk)(i).

Chứng minh.  C hủng  ta  xét các pliương tr inh  đ ú n g  và phưcrng t r in h  g ần  đ ú n g  sau:

Theo già th iế t  cuà  clịng lý và kết quã cuã đ ịnh  lý 1 thi phư ơ ng  tr in  h (19) C.Ó nghiêm  
cluy nhất trong  không gian A', to án  từ  ,4 khả Iigliịch bị cliặn ánh  xạ  A" Y  =  C ( m ,  0). 
Như vậy đê chứng m inh plurơng t r in h  (20) có nghiệm  duy  n h ấ t  t a  chì c ầ n  chì ra  
rằng 3A'n đ ê  Ví) >  Ao thi

với U'^*1 e A’„ là không gian con cua A' có Vì + n chiều.

Nếu ký hiệu y„ = H m+n là  không gian các đa thứ c  đại số bậc < m  +  n — 1 th i rõ 
ràng Y n c  Y  -  0(111,0)  v ậ y  phép chiểu nội SUY L agrange p n t rong  (20) là. có nghiả.

Mặt khác l \ i k) c  x n — L \ \ i kì =  tmu ị kì là đ a  th ứ c  (lại số nên Pn L \ v k h) = L W (nk). Do 
vậy V ỊV',(,fc) £ A'„ t a  C.Ó

IIn-'*» -  \ Y ik) \ \x =  {£ '„_!(ớ) +  E n ^ ( N ỵ ) I n n } , (18)

. 4 i r (fr)( 0  =  cli:)(0 ,

A„1 !'<*>«) = p„A\vỉ lk)ụ)  = p„£ík)ự).

(19)

(•2 0 )

\\Pnĩik) -  í (í,)|| — 0. n - o c .

Ta ký hiệu to án  t ừ  A  =  K  +  L t rong  đó =  t m W n ' \ t )

(21)

\ \ A W ^ ự )  -  =  ị ịK lV^ụ .)  -  P n K l V ^ m

<  d i E n - i ( N ( K \ V ^ k] ) l nn  <  d irỊI_ 1( ớ ) | | l ^ )| |A-,

=  \\An - A \ \  = 0 ( s t„_l(0)ỉnn).

( 2 -2 )



Vi 6 là lớp h à m  Dinni-Lipschitz  theo đ ịnh  lý Dresson thi etn_ l(9)lnn —r 0 khi n —* oo. 
Đối với vế phả i t a  dề (làng đ á n h  giá, ctirợc

6„ =  Ị|ĩ (A' 1 -  P n / k ) \\ = 0 { E „ ^ ( N £ ^ ) l n n } .  (24)

Toán t ử  T  bi chăn và
= y - x ' k- "  + Tx<k- ì ) .

V ậy theo  t ru y  chứng  dề dàng  suy ra đư ợ c

0 { E rt- i ( N £ U')l nn}  = 0 { E n ( N  y ) l n n } . (25)

N h ư  vậy

l i u , - . 1) i r ' fc»||r =  0(r„  + é n)||vy^')||x„. (2 6 )

T ừ  (24) suy ra tồ n  tạ i  Nn > 0 đ ể  mọi n > N 0 11̂4 -  ^„IHI.41 llv _ y  < 1 và  đ á n h  giá (18). 
Đ ịnh ]ý đ ư ợ c  chứng  m inh.

H ê  q u á  : Ngoài các 'giả th iế t  cuả đ ịnh  ]ý 2 nếu  K{t,s)  ( theo biến  í), y( t )  e c (r)[ - l , l ]  
và A'(r),;/(r) ¡E IIa (Ha là không gian Holder '̂ó‘i chỉ số 0 < a < l) thi ta. có đ á n h  giá, 
sau

II»'(* - ' - ^ < ế)IIa-. = 0 ( ~ ) ,  r  = 1, 2, . . .  (27)

I iệ  q u à  đ ư ợ c  suy r a  t ừ  đ ịnh  Dresson và đ ẳ n g  th ứ c  (13).

Đinh lý 3. A ê u  có giả t h i / t  cuà định lý 2  thi iồn tại sô i ự  nhiên Ni > No đ ể  với  mọ i
n >  h \  sơ  đô chiếu lập ( 13)-(15) hội. tụ đồnt/  thời  ta có đánh giá sau

lka+1)(0IU- < ứ k ÍO)IU, 0 < qn < 1, (28)

qn =  m i - A A - 1) PnS°(t)\ \x ,

trong đó x ũ) là xảp x ì  đầu iiên còn

e l kHt )  =  y( t )  -  +  T x l i \ t ) .

C h ứ n g  m i n h .  T heo  giả th iế t  cuả đ ịnh  lý thi phương t r in h  ( 1 ) có nghiệm  duy  n h ấ t ,  
A, A ~ l đ ề u  bị chăn nên t ừ  (28) có th ê  suy ra —* X* với tốc  độ  luỹ t h ừ a  qị  (x* là 
ngh iệm  chinh xác  cuả  phư ơ ng  tr in h  ( 1)).

Ta có

l k u '+1, (Ọ | | x  =  \ \ y ( t ) - x ik- 1\ t ) + T x W ( t ) \ \ x

=  \\y(t) -  +  T í* “ - 1 »(í) +  ir,(/ '(<)) +  T[y( t )  +  T Q V ^ - V ự )  +  H ^ ( / ) ] ) | |x

=  \\T Ụ  -  A A ^ ) P ne ^ ự ) \ \ x  <  ?n | |e,i-,( / ) l k -  (19)



Theo truy chửng thỉ

i|c-u-+1, (OIU-<</S lk‘0,(Ollx =  ï * l k ° )V ) l k - (30)

Bây giờ ta chì cần chỉ ra rằng tồn tại iVi > 0 d ế  với mọi n >  N i , qn <  l.  Thực vậy  
theo (28) ta có

T heo  bổ  đề  5 II(I -  P„)£°(/)||a- —► 0 khi n — 0.
T heo  đ ịnh  lý 2 11-4 -  ,4n || — 0 khi n — oc và các toán  t ử  T, A , A ã 1, A n bị chặn nên  

qn 0 khi n —r oo vậv  tồ n  tạ i  N i  sao cho với mọi n >  N i ,  0 < qn < 1.
Định lý đư ợ c  chứng minh.

A hân xét : Nêu chon n càng lớn thi qn càng nhỏ, phép  lẳp hôi tụ  càng nhanh song 
lúc b ấy  giờ không gian A'„ có chiều lớn và d ể  t im  \v^k) th i phải giài hệ đại tu j 'ến  
lớn. C hiến  lược ờ  đây  là phải t im  A’i v ừ a  đù  đê’ qn < 1 sau cló t iến  hàn h  lặp.
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Abstract
I terative-projection methods for solving the Fredholm singular integral equation o f  the 

f irs t kind

In i hi.fi paper lire i teraf ir t-projection method f o r  solving the Fredholm singular  in­
tégral equation o f  the fir.sl hind

ichcre K(t , s) ,  y(l) are girt n f u n d  ions o f  Ihf space Co[-l. 1] and  C'°[-l, 1] X c°,[—1,1], 
ns/HctivcJy.

The mel ỉìod is converge  ill with the rate o f  ¡lOU'cr.


