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TÍnh lồi - lõm của hàm sản xuất một mức 

với độ co giãn thay thê không 3ổi

Tô Cẩm Tú
Viện Quy Hoặch & Thiết Kê Nông Nghiệp 

Bộ Nông Nghiệp

I. Mỡ đầu

Ta đă biết [1,2] điều kiên cần và đủ đ ể  môt hàm -nhiều biến

y = f(Xi,.X2,...Zn)

lồi (lồi trên) trong một miền nào đó là dạng toàn phương tương ứng

d"y =

( 1 )

(2)

xác định không dương trong miền đó. Cái đó tương đương với vấn đề là mọi định 
thức con cấp (k = 17«) của ma trận Hertz các đạo hàm riêng hạng hai

H(n) _

ỀĨSL d 2y Ớ2!/
„ d x ị d x \ d r 2 ỜXi dXn

» í

=
ÔXỊỠXI d z ? d x n

a ’ v d'3y d ’2y
ớiT I) Ởx 1 d x ì d x n d z „ d x n

(3)

lần lượt đổi dấu khi k lần lượt nhận các giá trị từ  1 đến n, trong đó Ệ4 < 0. Nói 
cách khác định thức

( - 1)* Hụ-) > 0 với k = l,n. (4)



Tuy nhiên công cụ này khá cồng kềnh, nên người ta đã có nhiều phi8Htgỳfl$ịìígĩ)khác 
đơn giản hơn đê xét tinh lồi lõm cùa một hàm nhiều bien chai

kinh tế (Xj > xỊ0) > 0, j  = T~ñ), mà có thê’ lồi trong một miền con nao đo và lõm 
trong miền con khác của nền kinh tê [3,4].

Vi vậy, việc tim  một tiêu chuẩn đem giản xác định tính lổi lõm cùa hàhi SẲnxuất, 
đặc biệt cùa hàm sản xuất với độ co dản thay thế không đổi (vi do ốụ^đơh gian 
của chúng các hàm sàn xuất dạng này đã được sử dụng rất rộng rãi đểÂ ố'V hỏng  
nền kinh tế) trờ nên rất cân thiết.

Trong [4] đã chứng minh định lý cơ bản sau c ầ n  và đủ ấ ể  hàqrn sẩn xuất ( ỉ )  có 
độ co dân thay thể  không đỏi ơịj = ơ , i , j  = T7ñ là

. - > ỉ ỉ ; ,  I " ■

6j j  + ——— =  6j i ,  i , j , k  = l , n ;  k,  . ' i '  i!  ỉềicl» ệ b  ß  ỉ(5)
ơ i j X j

t r o n g  đ ó  ơ ịị  l à  đ ộ  c o  d ã n  t h a y  t h ế  X ,  v à  X j

*» = ẵ f/H  . . - » W i f c i m

ỉà nhịp độ tăng đơn năng xuất giới hạn;

s ■ = d2y Ị dy (7)
ji d x j d x j  dxi gnòiỉá ílnrL

là nhịp độ tằng hỗn hợp năng xuất tớ i hạn theo sự tăng của cẳc yểu họ san xuất
(không loại trừ thời ỊỊĨan).

Trên cơ sò  các biểu thức (4) và (5) ta có định lý sau 

Đỉnh lý. Hàm sẩn xuất với độ co dãn thay th ế  không đổi ơ

y = f(xi,Xn, ...x„)
■ '  ;  i o i i  Ỉ Ự I I -  « Ï .

a) lồi (Un) trong một miền nào đó khi và chỉ khi trong miền đó  ị

ỵ 2 ềiịXị -  ~ ~
(=1

k -  1



b) lòm (lồi dưới)  irony ÌÌIÔI mien 11(10 đó khi rà (III khi trong mi i n đó có i ììhấl 
một

va
s h  c  k  -  1> > --------

'  ơ  
f = l

với mọi k = 1,ré; {1,2.....k} c  {1,2,...,»}.

Chửng minh.  T ừ  (5), (6) và (7) t a  có

Q-y _  , dy_ 
ớ.r? _  j j dr;

cT-g
dï j  âr,

Nhờ dó ma trận Hertz (3) trờ tliàĩih

Hin) =

dụ I . íit/

¿*11
J U L 
O S  , ( • ” 1 1  +  7 7 7 ) ! ? ; ■ ( ¿ 1 . +

I

X \ 0
1 - Ễ 2 _  
'  Ờ T „

( ố * ) l +
1 \  d u  

r - i ơ  '  d r  1

C Ờ u
O o  2  ' T Ï r  ( 1 * 2

+
_ i _ ) S J L -

> d x „

( ^ r i n +
1 '  d y

x „ ơ  '  'Ơ T  1

c  B y  

n n  < l r „

Từ đó dè dàng thấy rằng định thú* con cap Ắ' ( 1 < /■ < V  ) bằng

|"">| < n £ >
t = \ 1

■̂-*2 + TTo
i l l + 7^
¿J2 +

T i ơi

Hay

Skt + xh  *kí' + ^  ^  '

ị n ĩ ĩ l / ^ )!//<>•)Ị = Í Ơ£ Í= 1 ^ + (* -!)>  nêu Ả' lè
4 1  Bx,  I -[*£?= ;$ ,*; + (* -1 )1 : nêu k chẵn.

Từ tiên clề -Ệ1- > 0, t = TTTí và vi 0 < ơ < oo suy ra rằng

n
với mọi t. Vi vậy để cho (4) thỏa màn thi từ (8) pliài có

Ju . k 

( = 1

k -  1
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đương nhiên là từ  (8) suy ra điều kiện cần và đủ để

(-1 )* |//(*)|| < 0, với k = ĩ~ũ

là

V" i ^ fc — 1 > ýựXt  > -----— .

t = i  ơ

Đê’ tiền đề d 7y / d x j  < o, (j = T“ñ) của hàm sản xuất cũng thỏa mãn, chỉ cần thêm một 
điều kỉện ¿ 1 1  — 0. Nhưng vai trò các biến xi ,xỉ , . . . , zn là như nhau về vị trí trong biếu 
thức y — f{xl t x2,...xn), nên chỉ cần ít nhất một 6 j j  — 0, hay ớ2y/ỡ*J = 0, j  e  {l,2,...n}. 
Định lý đã được chứng minli.

3. ứng dụng

0  đây chúng ta xét một sô hàm sản xuất với độ co dãn thay thế không đổi. Trước 
hết xét ba hàm mà nhịp độ hỗn hợp tăng năng suất tới hạn bằng không (xem [4])

1) Hàm y = Yljsi ai'^rĩxj^1 lồi ngặt trong toàn miền X j  > 0, j  -  T7ÏÏ. Thực vậy, 
¿11 = - l / ị ơx i ) ,  từ  đó ỂIIÍCI = —\/ơ  < 0,

1̂1*1 + ¿22*2 + ••• + 6kkZk — —k/ơ < —ịk — 1)/(T .

với mọi k = T~ñ.

2) Hàm y -  ûjlnxj lồi ngặt vi

¿11̂ 1 + ¿22*2 + ••• + = — k < — (k — 1).

3) Hàm y  = J2 j - 1  a i x i  (ơ  — ° ° )  lồi (đồng thời lôm) VI

¿11*1 + ¿22*2 +  ••• + òlckXk = 0

với mọi k — 1 7 «.

Bây giờ ta xét một vậi dạng khác cua hàm sàn xuất với độ co dãn thay thế không 
đối [4,5] và NĐTNSTH hỗn hợp khác không.

1 - Xét hàm

y = - i k -
SLTÍ.

i =1
t a có



Từ (ló suy ra rằng hàm sàn xuất đả cho lồi trong mien Xj > 0 , j  =  ì , n  thỏa màn 
diều kiện

n

n a  . X  9  X

< C '■

j = 1

2 - Hàm Cobb - Douglass lồi nếu 0 < ft; < I và Qj < 1. Thưc vây, từ

V =  f r r
j = 1

ta d ư ợ c  ¿1 1 .T1 =  « 1  -  1 <  0. n ếu  0 <  Oi <  1. T iế p  tụ c ,

k

¿11 -K1 + f,22x2 + ••• + k̂kxk = — k ^ ~{k ~ 1)
Í = 1

với k = l.n, nêu ^ 1

3 - Hàm logistic
a

1 + cr rp( -  £ » =1 Oj 7 Z Ĩ ^  )

cho ta
a j X ~ ^ [ c e . r p ( -  £ Í =1 a ^ x ^ 1 ) -  1] 1

ẻ j j x j  =  --------------------------------z ~ ------------------S U ----------------„■
1+ « * ; > ( - )

DỒ dàng thâv rằng 6jjXj < 0 khi 5Z”_, o > lnc không yêu cầu chặt chẽ về giới
h ạ n  d ư ớ i ,  c ó  t h ế  t h ấ v  r ằ n g  6j j X j  <  0  k h i  j - j  >  ( ^ l n r ) ^ »  v ớ i  m ọ i  j  €  { 1 , 2 ,
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Abstract



£oncavity and convexity of one - level production functions with constant elasticity of 
substitution

On the base of the theorem [ị]: Necessary and sufficient conditions for the con
stancy of elasticity o f  substitution ( &i j  = ơ) of one - level production functions 
y = is 6jj + 1 /((TijXj) =  6 j i ,  where 6 i j  = £ ¿ £ 7 / 1 *-, i j  =  î~iï the fo llow ing
theorem is folio iced:

In the region Í2 = {xj > 0, j  = l,n} the one - level production functions with constant 
elasticity of substitution Ơ is:

a. Convex in ÍÌ! c  n if  and only if  £ ?=1 < (1 -  k)Ịơ.
b. Concave in Qj if  and only if  in this region to say the least of it = 0, j  e  

{1,2, and YLt=i6tt*t > (ỉ -  k)/ff, where {1,2,...,*} c  {1,2, ...,n} andk = l^n.


