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1. Mớ đầu

Cho tới nay xuất hiện, nhiều phương pháp xây dựng hàm sản xuất (IĨSX ), như  
dựa trên cơ sờ các tiên (lồ cổ điên về hàm sàn xuất (xem  [2, 3, 4]), hoặc sử dụng 
phương trinh vi phân với đô co dãn thay thế không đổi (Đ C D T T K Đ ) [3,5]. Một sô 
tác già đả sử  dụng các hàm sản xuất với độ thay thê co giãn biến đôi (Đ G D T T B Đ )  
(xem  [1, 6, 7, 8]).

G ần đây với khái niệm nliịp độ tăng năng xuất lớ i hạn (N Đ T N ST II) được đưa  
vào cho hàm  sàn xuất cùng m ột số clịnli lý cơ bản (xem  [9]) ta  có tiêu chuẩn đê 
trên cơ  sờ bộ sô liệu đê có thê xác định rằng hàm sản xuất tương ứng với nó có 
độ co giàn thay th ế  không (lối hay biến đổi. Biếu thức của nhịp độ tăng năng xuất 
tới hạn trong m ột nền sàn xuất nào ctó còn cho biốt hướng đầu tư  (m ở rộng sàn 
xuất) đê đạt hiệu quả kinh tế  cao. Trong [9] đã xây dựng các hàm sản xuất với độ 
co giân thay thế không đoi và 6ji =  0, i, j  =  Ĩ7Õ, i Ỷ j.

Trong bài này chúng tôi trình bày các hàm sàn xuât với Đ C D T T K Đ  mà ỗji  = 
ỏ j i ( x i , X Ị , . . . , x „ )  trong đó X j ( j  = 1,h) là các nhân tô sản xuất.

2. Dịnh nghĩa và Dịnh lý

Hàm sản xuất m ột m ức với độ co giàn thay thế không đổi và với nhịp hỗn hợp 
tăng năng xuất giới hạn đa biến (phụ thuôc mọi nhân tô sản xuất) là hàm  sàn xuất:



y =  f (x  1,* 2, ■■;Xn)

thỏa mãn:

(1 )

(2)ôji — ổji(x 1, X2i

với mọi i , j  =  1 ,n, j ,  txong đó:

là N D TN STH  đơn

6ji =  là N Đ TN STH  hỗn hợp

ơ =  const. là độ co đản thay th ế  các nhân tố.
Phương trinh (1) trong định nghia chính là đinh lý cơ bản trong [9] cho hàm  sàn 

xuất với đ ộ  co dãn thay thế không đôi còn (2) chỉ ra sự  phụ thuộc đa biên của 6ji.

Bổ đề:. Trong mọi  hàm sẩn xuảt  một  m ứ c  với  Đ C D T T  không đổ i  N Đ T N S T I Ỉ  hỗn 
hợp thỏa mãn hệ phương trinh sau:

d6ji _  Õ6jj 
dxi ỞXj (S)

với mọi  i , j  =  l,n , i Ỷ j-

Chứng minh.  Đặt Pi -  ■§%- và cô định với mọi Xt, k =  ĩ~n, k thi

r 1 dpi
31 Pi dxj • (4)

Lấy tích phân (4) theo Xj ta  được

hay:

trong đó Cj không phụ thuộc vào Xj.

Nếu Cj phụ thuộc vào Xi thi lấy đạo hàm  (5) theo Xi ta  có:



T ừ  đó
Ỡ J Ị /  dỵ_  1 ỞCj

VỊị — / —

Do cló (1) trở thành

i  ~  a  Ị  " a  _  -  " '  J  . [  d b j i ,

"  d x 2ị ÕJ'i Cj d i ' i  J  Õ£ị  J

1 d c j  [  d ỗ j i  1

Cj dxị +  J ỞXị Xj + 6ijXj i j '

Lại lây đạo hàm phương trinh cuôì cùng thro Xj ta (lược phương trinli (3).

Nếu Cj  không phải là hàm cuà X i .  thi = 0 và la  có ngay kết quà khi lấy đạo
hàm phương triuh cuôi cùng theo Tj.

N gược lại, lây tich phân (3) theo Xi ta  được

ỈỀỀÌL, _L

trong đó f, không phụ thuộc vào Xi.
Rò ràng là

J d 7 ; dXi = fijj-

T ừ  (1ó suv ra rằng Cị  -  và đặc biệt t ừ  (lịnh nglũa 1'út ra Ci  =  1 / f x j  đối vó‘i l iàm
sản xuất với độ co (làn thay thế không đôi. Bô dề (lược chứng minh.

Chứng minh cách khác: r V-1 ',í0
Lây đạo hàm (1) theo Xi với chú ý raằng ố là liằng sô ta được

ẼẼii = J L ( Sii + — )■= ŨẺÌÌ = / ị l  Ễ K .
d x i  -  â x ,  ( n  +  a X j } -  d x \  ~  d * ] d ? , / d.rj  j j  , J -

Mặt kbác theo định nghía N D TN STII hỗn hợp ta có 

Ẽ Ẽ i l  =  d  (  d 2y  !  d ỵ - \  -  d 3.y !  d y
ỜXj ÕJ-j d x , d x j  ỞJL-j d i ị d x ?  ỠXj  t; ; ; '

T ừ  dó ta rút ra phương tri inh cần tim .

Mệnh dề 1: Nhịp độ hỗn hợp tung suất tới  hạn cuà hàm sẵn xuãt một mức ụ —
f ị x i ,  X2, ■■■Xn ) v ớ i  đ ộ  co (ỉ(ìn th ay t h ế  k h ô n g  đ o i  thoa m ã n

Ề  =  ữ̂ '  (6)° i j  3 j

t r o n g  đ ó  c t ị i  k h ô n g  p h ả i  l à  h à m .  c u ẩ  Xi  v à  X j  v ớ i  m ọ i  i , j  — \ , n \  ị  Ỷ  j -

Chứng minh. Phương trinh (6) là đ ư ơ n g ‘nhiên, vi m ôt m ăt theo đinh nghĩa của
6ji và 6ij ta có

Ể i i  =  / d 2y  Ẽ 1  Ị  Ẽ h  Ị  ỡ y  )  =  d y  Ị  d y
6ịj d x j d x ị  ỠXj d x j d x i  d x j  ỜXj d x ị ’



Mặt khác theo định nghiã chuẩn thay thế

dy_ dy_ _  dxị
ỞXj ỜXị di j

và v'i theo [9]
dxị

trong đó c*ji là hằng số, ta  có ngay (6).
Tuy nhiên ờ  đây ta  chứng m inh m ột các khác đ ể  thấy rỏ ữji là hằng số đối với 

những biến nào.
T ừ  (5) ta  có

(5)'

trong đó Cj không phụ thuộc vào Xj và Kị không phụ thuộc vào Xị. 
Hai lần lấy đạo hàm  (5 )’ theo Xi ta được

(7)

(8)

Mặt khác, từ  (1) suy ra

(9)

hay

(10)

trong đó Oj không phụ thuộc vào Xj,

So sánh (7) với (9) và (8) với (11) ta được hệ phương trinh



Lâv đạo hàm liệ phưo'ng trinli cuối cùng (cliú ý rằng Ki không phụ thuộc vào J ' i )  

theo Xị ta  được

( dJ. + c' i J  ỠXid*i)' ( 12)

(13)
l i  Ọàji  _  ỉ  ỡỗj i  , w ,  1 , d f i j i }

<v [ ( + « >  J  + «i  g Ị ]

Chia (13) cho (12), với cliú V rằng f j i  /  0 và do bổ (lề ta được

l j ị ị j . !  j f \ 1 /Iji\

T - - P 1 = a j - p L/ ( - p - + f > j 6 j i ì ( H )
ố j i  d ỉ j  o x ,  d x ị  J  r X j

Ta chửng minh rằng ữ j  =  coimtant, iií'c là không phụ thuộc vào bất cứ  birn nào.
T liực vậv, già sừ  ngirợc lại ftj là hàm cùa nliửng biến khác với T j .  Khi dó từ  (10) 

ta  được
Ẽ?i = r ỳ e- f i , . * * , ỉ  ° 2y 0y 1
â x ,  i  ( h t ^ d x ,  ÔXj '

N hững biêu tliức trong ngoặc bằng 0 (theo (lịnh nghĩa của nhịp độ hỗn hợp tăng  
năng suất giới han), vi vAv = 0 mâu thnân với giả lliiế t rằng ơj là hàm cùa 1'i.

Do dó, theo bô đề ta có

dhji n dnj , c ì 1 déij 

và phương trinh (14) bây giờ có (1 ạng

1 díjf _  ____ Ị_
àji  d x j  ỏi j .  d x j  ơ x

(15)

Phương trinh này cho nghiệm
ỏ _ j Ị _ _  -

t r ' iXì
trong đó Cj  không phụ thuộc X j .  

Tương tự , từ  phương trinh

1 'Ổ6jj  _  _____ Ị_
8ịj d x i  6ji  d í ,  ơXị

ta  được

trong đó c, không phụ thuộc vào X ị .

6ịj -  i
—  =  r.-J! * — t*«Cj 1
àji



Toàn bộ chứng m inh trên dẫn đến vấn đề là Cj  là hàm của X i  và Ci là hàm của X j ,  

mà chính là Cj = ß j x f , Ci -  ß i X j  trong đó ß j  và ß i  hoàn toàn không phụ thuộc vaO'Xj 
và X j .  T hực vậy, giả sừ

= (16> 

Đưa đẳng thức này về dạng lô - ga rít và lấy đạo hàm  kết quà thu đư ợc theo J?j, 
ta được

1 dSj i  _  _ l _ ç %    Ị_
6ji d x j  6ịj d x j  ơXj

T ừ đó hiên nhiên rằng hệ thức cần tim  và (16) chỉ khác nhau m ột hằng số.
Mệnh đề 1, về nguyên tắc, có thê được sử dụng đê xây dựng mọi hàm  sàn xuất 

với độ co dăn thay thê không đôi, nhưng đó là m ột công cụ rất phức tạp. Vi vậy 
ta sẽ tiến hành bằng con đường khác (kém tổng quát hơn), và (5) khi đó có thê 
được dùng đ ể  kiểm tra tính chinh xác của hàm sàn xuất với độ co dãn thay thế 
không đổi đã được xây dựng.

Ki hiệu ¿jj, ỗjị lần lượt là nhịp độ đơh và hỗn họp tăng năng suất tới hạn của  
hàm y = f(xi , . . .xn) và SỴj, ốỴi là các nhịp độ tương ứng của hàm  y ,  trong đó V' là 
hàm sô cùa y, ta có mệnh đề sau:
Mệnh ổề 2. Hàm trơn của hàm sẩn xuât  một  mức với  độ co dãn thay th ể  không đổi  
là hàm vói  cùng độ co dãn thay thế  không đổi  nó.

Chứng minh. Giả sứ y là hàm bất kỳ của Xi, x2, và Y =  F(y) là hàm  liên tục và
hai lần khả vi lien tục của y. Khi đó từ

m ^ _ d Y _ d y _  d Y  d 2y
 ̂ fit. ĩị'r'2 1

ta (lược 

trong đó 

T ừ đo

d x j  d y  d x j  ’ dXj  d y 2 d x j  d y  d x j

d 2Y  - dr Y  d y  d y  d Y  d 2y

d x j d x i  d y 2 d x j  d x ị  d y  d x j d x t '

y  CPY d Y
yy d y 2 7 d y

Vi vậy nếu y  là hàm sản xuất m ột m ức với độ co dãn thay th ế  không đổ i, tứ c là



theo địnli nghĩa Y = F(y) cùng là hàm sản xuất một m ức với độ co dàn thay thế  
không đổi ơ. Dó là điều phài chửng minh.

3. Một vài VI dụ

Sừ dụng định lý 2 mà các hàm cơ bản y = f ịx  1, . . ..!■„) là các hàm sàn xuất co dàn 
thay thê không dổi và nhịp độ hỗn hợp tăng năng suất tới hạn bằng không (9).

ta c ó  th ể  xây (lựng hàng loạt hàm sàn xuất với độ co dãn thay thế không c1ổi và
nhịp độ tăng năng suất tới liạn là hàm cùa rác hiến r 2,

■ ' ■ i. ■ ■

Hàm sàn xuất Y - ay, « =  consta.nl. Dề dàng thây rằng

2. Khác với trường hợp nhịp clộ tăng hỗn hợp năng suất tới hạn hằng không, 
trong hàm sản xuất dạng này 6jj = fj(jCj). Iỉơn nửa, ơ có thê lấy mọi giá trị hằng  
số từ  0 đến oo.

3. Riêng với tnrờng hợp ị  = 0 hàm sô vẫn ró nhịp độ hỗn hợp tăng năng suất tới 
hạn bằng không.

y = lnrj nếu ơ = l(j-; > lnốu Oj  > 0)
J = t

n

y — llếll ơ — yjlieu ơ — X)
¿ = 1

y =  mill (Xị, ỉn, ...x„) tiếu ơ = 0

Iiốu 0<ÍT<7C,  ơ -ệ 1 

nếu ơ = 1

neu ơ = 5C) 
lieu ơ =  0.

Trong dạng này ta có nhận xót sau

1. Nêu a =  e thi ta dược hàm Cobb - Douglas

n

khi ơ =  1.



Hàm sản xuất dạng y  = &(/“; a, b = constant. 
1. Với 0 < 6 < oo, ẻ -ệ 1, ta  có

(17)

1
Với a > 0 th'i đây là hàm CES quen biết, và là hàm  thuần nhất bậc

- Nếu a =  thi Y  tuyến tính thuần nhất.
- Hàm mở’ rộng quy mô sản xuất giảm  nếu a <  và tăng với a >

I Với a <  0 thi Y  là hàm tỳ lệ nghịch với y. K ,, , I
Nhin vào (17) ta thấy rằng Y không âm  vứi mọi giá trị của a, nếu b > 0 và ữj > 0 

nếu ơ > 1, OLj < 0 nếu ơ < 1. Đạo hàm bậc nhất không âm khi a > 0 (nếu cr > l )  và  
khi a < 0 (nếu ơ <  l ) . Đạó hàm bậc hai d2Y/dx'j không dương khi

Dê dàng thấy rằng với cùng mức độ mở rộng qui mô sản xuất thi hoàn trả (return) 
của nền sàn xuất xác định bồi hàm (18) thấp hcm cùa nền kinh tế  xác định bằng hàm  
(17). Hàm này thỏa mãn mọi tiên đề của hàm sản xuất nếu b >  0, Qj  >  0, 0 <  a <  1.

3. Với ơ =  00 thi hàm

với ữ j  > 0 , j  -  l ,n  thi (19) là hàm sản xuất không thuần nhất.

Một cách tương tự  ta  xét cho các dạng m à (7=1,  cr =  oo, và cr = 0 (Léontiev).

<r — 1

(18)

n
Y =

;=1

là hàm sản xuất nếu b > 0, ữ j  > 0, 0 < o < 1.

Hàm sàn xuất dạng logarit Y  =  lni/.
Nêu. đặt ,

trong đó ai, ...an là những hàm sô không âm bất kỳ, thỏa mãn



Hàm: sàn xuất dạng Logistic y  =  —°

Như đã b iết, trong [9,10] xem  rằng sự tăng trưởng trong các nền kinh tế  đang
phát trien có thê’ nghiên cứu được nếu dùng hàm sản xuất lõm - lồi. Neu xem  năng 
suất cây trồng là hàm của lượng phân bón các loại đtrợc sử  dụng cho m ột công 
thứ c canh tác nào đó thi ta luân có

yo =  /(0 ,0 ,...,0 ) > 0,

trong đó y  = f ( x I , x 2, . . . , x n ) là năng xuất , và Xj  là lượng phân bón loại j .  Hàm này 
trong m ột m iền nhất định nào đó có thê xem  như tưân theo luật logistic (lõm  - lồi) 
v.v ... .n

Đê’ nghiên cứu các dạng'phát triển trên cổ thê’ dùng luật logistic.
Đê làm vi dụ chúng tôi xét hàm sàn xuất với 0 < o- < oo, <7^1. Khi đó ta  có

V' = --------------------------------- T=r-  (20)
1 + C ( x p ( -  Y % =1 a j j b î * : ] ’  )

Hàm (20) là hàm  sản xuất nếu a > 0, /o =  a/ ( l  +  c), c > 0 (hoặc -1  < c < o) hoặc với 
a < 0 thi — oo < c < -1  và Oj > 0 nêu a > 0, c > 0 hoặc a < 0, -oo  < c < -1 , Oj < 0 nếu 
a > 0, -1  < c < 0 với mọi j  = 1, n.

T óm  lại, nhờ m ệnh đề 2 ta có th ể  xây dựng hàng loạt hàm sản xuất với độ co
dân thay thế không dôi.
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Abstract

T h e  one level - production functions with the rates o f lim it pro ductivity’s grow th of 
several variables.

By using of  rates of  limit produc t iv i ty ’s growth

■ c d2y , dy . . -—

in this work, the following fundamental  theorems fo r  one-level production functions  
with constant e last ici ty of  substitution are ptoved:
a.

d i  _ d ố ị j

d x ị  d x j  ’

b.
bji _ / \ 1/Ỉ

=  ■° i j  x ]

iVith these sentences the building o f  all such funct ions is possible. However,  f o r  the 
construction o f  almost all such funct ions we have a s imple theorem:

The smooth function of  one-level production function with constant  elast ici ty of  
•mbstitution is the function with the same constant  of  elast ici ty o f  substi tution.


