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I. M ỏ' ĐẦU

Việc khảo sá t các mô hình thống kê tuyến tính  và phi tuyến đ ã  thu  được những 

kết quả khả quan (xem [1,2,3]). Bằng tiêu chuẩn ước lượng tối ưu theo nghiã Bayes , 

trong [5], [6] đ ã  đ ư a  ra  m ột hướng tiếp  cận đối với bài toán  ước lượng tối iru trong mô 

hinh phi tuyến. Đặc biệt, trong [6] đ ã  chứng m inh sư  tồn tạ i cda ước lượng Baues đối 

với tham  ẩn và đ ã  đư a  ra  m ôt xấp xỉ cho ước lượng đó.

Tiếp tục theo hướng trên , bài này sẽ khảo sá t sự tôn tạ i ước lượng tối iru Bayes đối 

vói phương sai trong mô hình phi tuyến và m ột cách xấp xỉ ước lượng ấy.

II. VÊ S ự  TỒN TẠI ƯỚC LƯỢNG BAYES CỦA 
PHƯƠNG SAI TRONG MÔ HÌNH PHI TUYẾN

Trước h ế t, ta  đ ư a  ra  vài ki hiệu:

R n, R p các không gian O cơlit n-chiều và p - chiều.

&n, Bp - các ơ - đại số Borel trên Rn và R p.

K  - bao đóng cứa tập  K.

Xét mô hình thống kê có dạng sau

x  = v>(0 ) + e ,  (1)

trong đó:

X  - véc tơ  quan trắc  ngẫu nhiên có giá trị trong R n .,

£ - véc tơ  sai ngẫu nhiên có trị trong Rn ,

6 - th am  ẩn  định vị chưa b iết, cần ước lượng, 6 €  0 ,

0  - tập  com pact thuộc R n ,

<p - hàm  phi tuyến  cho trước, <p : Q —* R n .



Với những giả th iế t như trên , trong [5], [6] đã  chúng minh sự tồ  tạ i ước lương Bayes 

của tham  ẩn định vị 8 €  0  c  R p. Hon nữa, trong [6] đã  đ ư a  ra  m ột phương pháp xấp 

xỉ ước lượng Baues cho ỡ €  0  c  R 1 (trường hơp đặc biệt khi p = l) .  Tuy nhiên, đối vói 

việc khảo sát mô hình ( l) ,  nếu chỉ ước lượng tham  ẩn định vị 6 e  0  như trên  th i chưa 

đủ . Thông thường, người ta  còn cần phải ước lượng phương sai. Để làm  điều này, ta  

cần đ ư a  thêm  m ột số định nghiã sau.

Xét mô hình (1). KÍ hiệu Ee  và De là kỳ vọng và m a trận  hiệp hiệp phương sai ciia 

véc tơ  sai ngẫu nhiên £ có trị trong R n.

G iả sử  Ee  =  0. Ta xét vấn đề ước lượng De. Thông thưòng người ta  không cần 

ước lượng toàn bộ m a trận  hiệp phương sai De mà chỉ cần ước lượng m ột bộ phận ciìa 

m a trận  đó. Vi vậy, chúng tôi đề xuất giả th iế t De =  Ip{ơ2}, trong đó:

ớ2', là thành  phần phương sai chưa b iết, cần ước lượng, <72 e  R + — [0,+oo)

y> là hàm  phi tuyến cho trước, ìị> : R + —* M(n  X n), là tập  hợp tấ t  cả các m a trận  

xác định không âm cấp n.

Nhớ lại rằng, trong trường họp mô hình tuyến tính , tức là khi <p(ớ) =  A.9, ta  có

X  = A.9 + e, (1')

trong đó Ả là m a trận  th iế t kế cấp n X p và 6 là tham  ẩn thuộc không gian tuyến tinh Rp 

(hoặc thuộc m ột không gian tuyến tinh  con cùa R p). khi đó người ta  thường giả thiết: 

Ee  =  0, De — Ơ2G, vói ơ2 €  Ịo, +oo) và G là m a trận  xác định không âm cấp n X n, tức  là

G e  M{n  X n). Mô hinh dạng (1’) đ ã  được khẳo sát chi tiế t trong [1] và các tài liệu khác

tên  gọi thông dụng là mô hinh Gauss-M arkov.

N hư vậy, mô hình (1’) là thường hợp đặc biệt của mô hỉnh ( l) , là tổng quát hoá giả 

th iế t về phưong sai trong mô hinh (1’).

Trong bài này, ta  sẽ tim  một ưóc lưọng tối ưu cho thành  phần phưong sai ớ2.

Định nghỉã 1.1. Ánh xạ h : [Rn , Bn) —> {R1, Bi gọi là ước lượng của thành  phần phương sai
ơ2 e  [0,+oo) c  R x, nếu h là hàm  Borel đo đưọr.

Ki hiệu ịi là độ đo ơ-hửu han trên không gian đo đưọc {Rn, Bn).

Tương tự  như trong [6], ki hiêu là tập  họ-p tấ t  cả các ưó‘c lương bị chặn

và i ỉ1) là tập  họp tấ t  cả các ước lưcỵng bị chặn cốt yếu( bị chẵn hầu hết) đối vói

đô đo fM.

M ột độ đo xắc suất V trên không gian tham  (R+, $ (fí+ )) được gọi là phân phối xác 

suấ t tiên nghiệm ciìa thành  phần phưcmg sai ơ2 G R+. Ta cũng có các địng nghiã tương



tự  về hàm  tồn  th ấ t , hàm  mao hiểm  và ước lưo-ng Bayes như trong  [6], Hon nữa, ta  có 

hai định lý sau về sự  tồn tại ước lượng Bayes của phương sai.

Đinh lý 2.1. Cho K  c  B(Rn, R 1) ¡ằ một ìáp uóc lượng cda thành phần phuang sai cr2 € R + c  R 1 

thòa cắc điều kiện

(ỉ) h{x) > 0, Vz e  Rn, V7i 6 K.

(iì) Ve > 0 3 phân hoạch hữu hạn { £,} Ị1! ! c  Rn và các điểm Xi e  Eị, i =  sao cho

Khi đó K  là tập campact tương đối trong B (R n, R 1) và trong ìớp ước lượng K  tồn tại ước ỉượng 

Bayes.

Chứng minh. Xét ánh xạ $  : B (R n, R 1) —* R m, được xác định bổi

${h) =  ...,h{xm)).

Theo điều kiện (i), tồn tại C' sao cho

||$(/i)IU'» =  rnaxí <i<m.\h{xi)\< ơ , Vh & K.

Nên $(K)  bị chặn trong Rm , do đó sẽ hoàn toàn bị chặn trong Rm . Suy ra  tồn tại s quả 

cầu B{tj,e),  j = l , . . . , s  sao cho

supxeEi\h{x) -  /i(xì)| < e, v / iẽ  K,  Vi =  1..... m,

(iii) tồn tại c > 0 sao cho

\L(y,ơ2) - L ( y ' , ơ2) \ < C \ y - y ' \ ,  V y . t / e i ỉ 1, Vcr2 e  R+.

$(K ) c  tj e  Rm .

Do đó,

|/i(x,) — ty,-1 < £, Vi =  1 , m. (2)

Hơn nữa, vói mỗi quả cầu tồn tại hj  €  K  sao cho

Suy ra,

|/ij(xi) -  tji \ < e, Ví =  1 , m. (3)



Từ (2) và (3), ta đưọc

IhA xi) -  tji\ < 2e> =  1...... 

Mặt khấc, vì h, hj € K,  nên theo điều kiện (ii), ta có

*upz€Ei\h{x) -  hxị \ < s, Vi = 1 m.

supxeEi\hj(x) -  hj-Xi\ <e ,  Vi =  1 , m.

Từ (4), (5), (6) ta có

s u p x t E i  IM 1 ) -  h j X I <  4e, V* =  1,

Suy ra

supx€R* |/i(z) -  hjXI < 4e.

Điều này có nghiã

u;.=1£(Aj,4)

và K  là hoàn toàn bị chặn. Do đó K  là compact tương đối.
Tiếp theo, ta chứng minh rằng

M*) t  0, Vz € R n, V7i 6 K.

Thật vậy, lấy bấy kỵ h e K.  Ta có dãy (/im) c  K  sao cho

||/im -  Ällßjßn /Ji) —» 0, khim —* oo.

Suy ra

'j/im(z) -  /i(z)| -♦ 0, khim —» oo.

Vi hm{x)m-— và hm(x) > 0, Vm 6 N, do đó ta được

M*) > 0 , Vz 6 Rn .

Cuối cùng, ta xét phiếm hàm : B{Rn, R1) -» Ä+ , được xác định b¿i

* w =  [  í  L(h(x) ,*2)fơ,(z)r ìdx)v(do2).
J  iĩ+  J R n

Lấy b ấ t kỳ h €  B{Rn , R 1) và cho dẵy (hm) dần về h theo nghiã:

ll̂ tn -  — * 0, khi m  —» oo.



Khi ấy, ta thấy

^  [  Ị  L(h(x),ơ2) -  L{h{x),ơ2) . fơĩ(x)n{dx)i'{dơ2)
JR+ JR*

<  c  [  ị  ll^m  -  h \ \ B ( R ' - , R l ) f ' r { x )t i {d x ) Ị/( dcỵ2)
JR+ J Rn

= ịị/im -  ^||b(ìĩ»,jỉ‘) ->0, khi m —> oo

Nhớ rằng , f ai[x) T= Qơi{dx)/(i(dx), trong đó QƠ1 là phân phối xác suấ t có điều kiện chính 

qui và là hàm mạt độ. Nên Ỹ liên tục trên B{Rn, Ä1) và do đó trên tập compact K.  Suy 
ra tồn tại he. K  sao cho

*(&) =*•»/«=* *(*)•

Vậy h là ước lượng Bayes phải tìm và định lý chứng minh xong.

a*-
Đ inh lý 2.2. Cho K  là tập các ưóc ¡uợng cila thành phần phương sai ơ2 e  R + c  R 1, thổ a các 

điêu kiện

(i) h(x) > 0(mod ỊẨ.), Vh € K.
(ii) Ve > 0, 3 phân hoặch hữu hạn Ị ẽ ì }™Ịl c  cắc điểm Xi e  Ei, % =  1 , m sao cho

(n) 3ơ  : \h{aa)\ < c ,  Vi = 1 , v/i e  K. 
v/i €E K, 3B  e  s„, ịầ{B) =  0 sao cAo

suPzefi,\B IM*) -  M1»)! < e> V* =  1,

(iii) tồn tại c  > 0 sao cho

\ L(y, a2) - L ( y l, a2) \ > C \ y - y ' \ , V y , y ' & R 1, V a * e R+.

Khi ấy, K  là compact tương đối trong L°°(fj.,R1) và trong lóp ước lượng K  tồn tại ước ¡ương 

Bayes

Chứng minh. Xét ánh xạ $  : L ^ i f i j R 1) —» R m, được xác định bỏi

$(/i) =  (fe(xx),...,/i(xm)).

Bằng lập luận như trong định lý 2.1, ta thấy

IMX*) -  M 1»)! < 2e> v* = 1..... m- (7)

Hơn nữa, vi h €  K,  nên theo điều kiên (b), tôn tại tâp B' e  Bn, p{B') = 0 :

suPseßA-ßlM1) — hxiI < £, Vt =  1,...,m. (8)



Tương tự , vi hj e  K ,  nên ta  có B"  e  Bn, ß{B") = 0 sao cho

supxeEi\B"\hj[x) -  hjXị\ < e, Vi =  1 . (9)

Đ ặt B  = B'  u  B"  t a  có ụ.{B) =  0. Do đó, từ  (7), (8), (9), ta  được,

swPiSEAßlMz) -  hi x \ < 4e> Vi =  1 , »r»-
/

VÌ Rn = u ”LịEi ,  suy ra

sup*eß»\ij|Mz) -  hi x \ < 4e-

Điều này có nghiã là K  hoàn toàn bị chặn. Do đó K  là com pact tương đối.
T iếp theo, ta  chứng m inh rằng

h(x) > 0(modfj,), VhK.

Bằng lập luận như  trong định lý 2.1, ta  thấy  có dãy (hm c  K  sao cho

|/im(x) — A(æ)| —► 0, khim —► oo

và hm(x) > 0(modfj.), Vm G N,  Ta đ ặ t

A — {x e  Rn : |/im(i) — /i(®)| —► 0, m —♦ oo}

B m =  { i 6  R n : hm (x) > 0}

B = { x e R n : hm {x) > 0, Vm €  N}

=  •

Dễ thấy,

A r r B  c  { x e  R n : h{x) > 0}.

Do đó,

> 0}c) = mMc) + ß(Bc) = 0.

Vậy,

h(x) > Oịmodịì), Vh £ K.

Cuối cùng, xét phiếm  hàm  ^  : L°°{n, Æ1) được xác i ịn h  bổi

y { h) = [_ [  L{h{x),ơ2) fơ,(x)v(dơ2).
J R +  J R n

Dễ thấy, 'Ị' liên tục trên  tập  com pact K ,  do đó trên  K  tồn tạ i ước lượng Bayes và định 
lý chứng m inh xong.



III. VE M Ộ T  X Ấ P  X I i r ô 'c  LU*Ọ*NG BAYES 

CỦA THÀNH PHAN PHiro*NG SAI

Xét trư ờng  họp X  là biến số ngẫu nhiên, tức là n =  1. G iả sử  tập  trị của X  là đóng 

và bị chăn, ki hiêu I. như trong [6], ta  kí hiệu B ự )  là tập  tấ t  cả các ước lượng bị chăn 

của tham  số phương sai ơ2 e  [0, +oo). KÍ hiệu c ự )  là họ tấ t  cả các hàm  xác đ ịnh  liên tục 

trên I.  rõ ràng, B ự ) ,  c ự )  là các không gian Banach và c ự )  c  B ự ) .  Khi ấy ta  có đ ịnh 

lý sau đây về xấp xỉ ước lượng Bayes trong lớp ước lượng com pact K  c  B(I) .

Đ in h  lý  3 .3 . Gọi K  là một  ỉớp ước ỉượng cdã thành phần phương  sai ơ2 e  R + c  R 1 thò a mãn 

các điều kiện cũađịnh ỉý 2.1. Già sử hih mật độ Ịơì (x) bị chăn đều. Khi đó xây dựng được một  

đa thúc xấp xỉ  ước luạng Bayes thuộc K.

Chứng minh, v i  K  thổa  mãn các điều kiên của định lý 2.^, nên trong K  tồn tạ i ước lượng 

Bayes h e  K.  Ta sẽ tìm  cách xấp xỉ h bằng m ột đ a  thức. Trước hết, tồn tại C' sao cho

\ f ^ { x ) \ < c ' ,  V x e / ,  Vo-2 e  Ịo,+oo).

Tiếp theo, lấy b ấ t ki h e  K.  Lúc đó tồn tạ i C" > 0 sao cho

Ị / i( i) | <  c " ,  V i 6  I .

Hơn nữa, Ve > 0 cho trư óc, theo định lý Lusin (xem [4]), tồn tại hm  liên tục g €  C(I ) sao 

cha

m({z e  I  : h(x) Ỷ  ỡ(z)}) < ACC'C"  ’ 

trong đó ụ. là độ đo Lebesgue, còn c  được xác định như  trong định lý 2.1. Tiếp theo, đặ t

Ả = {x €  I  : h(x) /  sr(rc)}.

Lúc đó ta  có

\ y { h ) - y { g ) \ <  ỉ  [  \L{h{x),ơ2) -  L(g(x),ơ'2) \ f IJ,{x)fj.(dx)v{dơ'2)
Jr + Jr i

=  [  [  c \ h { x )  -  g{x) \ fơi { x ) n { d x ) v ( d ơ 2) +  [  ị  c \ h { x )  -  g( x) \ ĩ ơ, (x)fM{dx)u{dơ2)
JR +  J  A JR +  J r 1\ A

/
Í 2 C C c n£ £

Ị  c \ h { x )  -  g { x ) \ f ^ ( x ) fi { dx) u{ dơ2) <  ^ c , c „ =

M ặt khác, với e > 0 như trên , theo định lý xấp xỉ W eierstrass, tồn tại một đ a  thức

p n(e) a{x), bậc n(e), hệ số a =  ( a o .a i , . . . ,^ )  e  R n+1, thuộc c ự )  sao cho

Ị|í7 ^"n(«),aịỊơ(/) ^  2 Ç* Qt '



Do đó,

\y{g) -  tf(Pn(,),„)| < Í  Ị  c \ \ g -  Pn{eha\\c ự ] f ơ,{x)iJ.{dx)l/(dơ'i ) < ị .
J r + J i  1

Suy ra,

\ y ( h ) - * { P nị.),a)\< 2 + 2 = £ '

Theo xây dụng trên , ta  có đa  thức Pnịt) a bậc n(e), hệ số a e  Ta sẽ cố định

n(e) =  n. Do định nghiã của phiếm  hàm  ta  thấy  'i>{Pn(t 'ị a) chỉ phụ thuộc vào hệ số 

a e  fin+1. T ức là với mỗi a e  R n+1 tồn tại duy n hấ t 1 con số ^ (p n(í) „). Điều này có 

nghiã, tồn tại 1 hàm  số nhiều biến F : R n+1 —> R 1, được xác định bỏ'i F{a) =  a).

Chú ý rằng  với mỗi h 6  K  và e > 0 cho trước, tồn tại ‘1 số n =  Và do đó tồn tại

không gian Rn+1. Suy ra  với mọi h' 6  K, h' Ỷ  h, sẽ tồn tại 1 không gian Rn'+1 khác. Các 

số n, n' đều là các số hữu hạn thuộc N.  Tuy nhiên họ tấ t  cả các n như  trên  có th ể  không 

bị chặn. Do đó hàm  nhiều biến F  như trên  có thể  trồ  thành  m ột phiếm  hàm  xác định 

trên  không gian vô han chiều R°°. Tuy nhiên, để  giải bài toán xấp xỉ, ta  có thể  lấy m ôt 

số n(e) đii lớn và coi F  là hàm  nhiều biến xác định trên cùng m ôt không gian Jĩn(*)+ r ‘và 

thổa  m ãn điều kiện F(a) = „)•

Tiếp theo, đ ặ t
A.,k = {a e  Â"+1 : | «r( fc ) - f (o) |<í }

At = [Jh é K ^ t 'h '
Giả sử F thổa mãn các điều kiện đạt cực tiểu trên Af. Khi đó tồn tại a* e  A,  sao cho

F(a*) = in faeA' F(a).

Gọi h là ước lượng Bayes thuộc K,  tức là '¡/(h) =  inf/tỄ^ í '( / i )  

pn â, hệ số â & fin + 1 sao cho

|F(a) -  *(Â)| < «.

Do đó â e  Ae. Suy ra

F{ a)  -  F(ẵ) < 0. (11)
V

M ặt khác, ta  có đồng thời
F{ẫ) -  9(h) < e 

V { h * ) - F ( a *) < e.

Suy ra

Với h này sẽ tôn tại đ a  thức

(10)

F(a) -  F(a*) > -3«. ( 12)



T ừ (11) và (12) ta  có

ỊF(a) -  F(a*)| < 3e. (13)

T ừ  (10) và (13) ta  được

< 4e.

T ừ  các hệ số a* e  Rk+1, ta  xây dựng đ a  thức p n(t) a' , bậc n, hệ số a*. Vơi đ a  thức p n 

này, theo định nghiã cứa hàm  F, ta  có ỸỊPn ) = F(a*). Điều này có nghiã, th iế t lập được 

m ột đ a  thức cực tiểu  pn a sao cho

N hư vậy, ta  có thế  lấy đa  thức cực tiểu  pn a. đ ể  xấp xỉ ước lượng Bayes h e  K  và định 

lý được chứng minh.

Trong bài [6], ta  đã  tim  được m ột xấp xỉ cho ước lượng Bayes của tham  số định vị 

6 G 0  c  R 1 trong mô hinh phi tuyến ( l) . trong mục III của bài này, ta  đã  tim  được một 

xấp xỉ Bayes cùa thành  phần phương sai ff2 Ể 0  cho m ột trưcmg họ’p cụ thể. Trước hết, 

ta  sẽ giả rằng phân phối xác suấ t có điều kiện chinh quy Qo là phân phối đều với hàm 

m ật độ có dạng

Nhắc lại rằng, ta  luân giả sử, X  e  [0,1] và 0  =  Ị o ,  1], Hơn nữa, ta  cũng giả sử rằng phân 

phối xác suất tiên nghiệm T cũng là phân phối đêu và có hàm m ật độ dạng

IV . Ứ N G  D Ự NG

fo(x) = ^1(0 < x < 6 ) ,  0 < X < 1, 0 < e < 1, 6

trong đó
neuz € (0, 6) 
nếux ị  (0, ớ)

t{9) =  1, 0 < 6 < 1.

G,iả sử hàm  tổn  th ấ t  có dạng

L(h(x),e) =  (h(x) -  6)2.



6 2  U n g  N g ọ c  Q u a n g

Khi ấy hàm  mạo hiểm  của đ a  thức Pn a vói phân phối tiên nghiệm T có dạng

*{Pn,a)=  Í  [  CL(Pn,a(x),e)fo(x)ịl(dx)T{de)

=  í  í  L { P n , a ( x ) , e ) f e { x ) t { e ) d x d e  
J 0 J  0

= /  f  ( P n , a ( x ) -  6 ) 2 f o ( x ) d x d 9
J  0 J  0

=  Ị  Ị  ( 7 ; a ,a*  — O)2 - d x d ô

=  í  í  [(y~ì g»^*)2 + ỡ2 — 29 ajxi \-dxd9.
Jữ Jo i — O i = 0 9

Sừ dụng đằng thức

Lúc đó ta  có

ai x' )2 = 
i=0 »=0j=0

y { P n.a) =  Ị  [  ( X ]  ai aì x ' %1 + 62 - 2 6 ^ 2  ai x') ị

Tich phân từng  từ  ta  được

- 0  n  n  n  n

/  x m a‘aJx' x3dx = Ỵ 2 Y l a' ai 77 
Jo ¿=0 j=0 t = 0 7=0 '

dxdd.

ỹi+i+1)

+ J +  1)

re n . n ổ,i+11
/ 2.0 5 ^ 0 ^ *  = 2.0 <»<£— -ị

•/° t=0 ¿=0 ' '

Do đó, *
" " 1 1 " 1

í ( P n u ) =  r y '  OiOv 7------r---- rr + -  — 2 V ' Oi 71----- -------- r.
y ( * + j + l ) 2 3 <(t +  l ) ( i +2 )

Vậy hàm  m ạo hiểm  trở  thành hàm  số nhiều biến, phụ thuộc vào hệ số a e  Rn+1 :

F(a°  a J  =  + 3 "  2 ẵ “‘ (- + lậ« +  2)'

Đối vói hàm  F  này ta  có th ể  sử dụng cách tim  cực tiểu  đ ịa phưoTig của hàm  số nhiều 

biến để  tìm  a* e  Rn+1 sao cho tại đ iểm  ấy hàm  F đ ạ t cực tiểu.

Trong trư ờng  hợp F  là hàm  số hai biến (tức là i =  0, l) ta  có

rư X _  2 1 2 1 1 1t  [ao, ai) — ŨQ +  - a j  +  -ayai — ao — - a i  +



VÊ u-óc LU-Ọ-NG B a y e s  c ủ a  p h u - o - n g  s a i .  

Bằng tính  toán  cụ th ể , ta  thấy

36

nên F(a0, ai) đ ạ t cực tiểu  tại a0 = i | ,  oĩ =  Y ‘ Do đó đ a  thức cực tiểu  có dạng

P W  = H  _ H , .
v '  14 7

ị
Đa thức này chinh là một xấp xỉ ưó'c lưong Bayes h €  K  cda tham  số định vị 6 €  0  

[0,1] c  R l trong mô hình phi tuyến (1).
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