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S u m m a r y ,  T h is p a p e r presen ts th e  qu ad ratic  control o t o u tp u t feedback system s w ith uncerta in  param eters 
by using  a p a ram ete r op tim iza tion  technique. An algorithm  for the  num erical solutions is available. T he 
case where we know only th e  s ta tis tica l p roperties of in itial s ta te s  is also considered.

I. M ỏ ' ĐẦU

Điều khiển bền vững (Robust Control) đang là vấn đề được tập  trung  nghiên cửu. 

Trong đó điều khiển phản hồi đầu ra  được áp dụng rộng rãi trong thực tế. Bỏ"i VI điều 

khiển tối ưu theo các phương pháp thông thường như nguyên lý cực đại, quy hoạch động 

đòi hổi phản hồi của tấ t  cả các biến trạng  thái. Nhưng trong thực tế , nhất là ở các hệ 

thống bậc cao, rấ t nhiều trạng thái không đo được do chúng không phải là các đại lượng 

vật lý;, hoặc th iếu  phương pháp đo có hiệu quả (về m ặt kinh tế  cũng như kỹ thuật). 

Áp dụng các phương pháp ước lượng trạng thái, như  bộ quan sá t Luenberger, bộ lọc 

Kalm ann - cho hệ thống với thông số bấ t định hiện còn thu được ít kết quả [1], [2]. Nên 

m ôt số tác giả chú ý đến hướng giải quyết khác: sử  dụng điều khiển phản hồi đầu ra  [3], 

[4], [5], vi hầu hế t các đầu  ra  là đo được. Thông thường số đầu ra  là it hơn số trạng thái, 

do đó sẽ có m ột số trạng  thái không được phản hồi lại để  điều khiển hệ thống., và ta  

không th ể  áp dụng các phương pháp của L .s. Pontriagin và R. Bellman (Z.V. Rekasius 

1967, T . Yahagi 1973). M ột số kỹ th u ậ t tối ưu hoá thông số mới được phát triển .

Trong bài này, chúng tôi mỏr rộng phương pháp ciìa T. Yahagi trong [6] để áp dụng 

cho hệ thống với thông số b ấ t định. Ta thấy: ảnh hưởng của b ấ t định thông số đến m a 

trận  khuyếch đại K  được phản ánh bằng các số hạng P[S,L),  U[S,K), V ( L ,K )  trong lòi 

giải tối uu  (19), (26), (30). Bời vì m a trận  K  phụ thuộc vào trạng  thái ban đầu x(0) 

(Rekasius 1967, Levive, A thans, M an, Dabke 1970, Loh 1989), nên ta  xét hai trư ờng  hợp: 

x(0) được biết chính xác, hoặc chỉ biết đăc trưng thống kê của nó. M ột số trư ờng  hợp 

mỏ- rộng khác cũng được đề cập.
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II. PHỰỜNG PHÁP GIẢI

Xét hệ thống tuyến tính  với b ấ t định thông số trong m a trận  động lực và m a trận  

đầu vào

i{t) = A(q)x(t) +  Bu{t), (1)

y(t) = Cx{t), (2)

trong đó x(t) e  R n là véc tơ  trạng thái; tí(i) 6  Rr là véc tơ  điều khiển; y(t) e  R m là véc

tơ  đầu ra  m ờ rộng: gôm các đầu  ra  và m ột số trang thái - là những đại lượng đo được,

dùng làm  phản hồi. -A(g), B(q), c là các m a trận  có kích thirớc tưcrng ứng

(3)

(4)

p
A(ạ) =  Ao +  y ^ q i A i ,  

i= 1 *

B(q) = Bo + ^ 2  qiBị.
t—1

Véc tơ  thông số b ấ t định q biến đổi trong miền khép kín giới hạn íì <z R p

ai < qi < bi, Oi < 0, 6, > 0 , i = 1,2, (5)

Ta cần tìm  điều khiển

u(t) =  Ky{t)  (6)

để  đ ư a  hệ thống từ  trạng  thái 2 (0) trờ  về trạng  thái z(oo) =  0, sao cho cực tiểu  hoá hàm  

giá

J  =  Supq€n [  \ x ' ( t ) Q x { t )  +  ü ( t ) R u ( t ) } c I t ,  (7)
Jo

trong đó các m a trân  trọng cần chọn: Q = Q' > 0, R = R'  > 0.

Tương tự  như  các trường họp các hệ thống tối ưu bình phương với phản hồi trạng

thái, ta  có thể  xét hàm  giá tổng quan hon

J  = Supq€n \ x ' ( t ) Q x ( t )  +  û(r)Æu(r)]dr. (8)

Theo (6) và (2) ta  có

J  = Sxipqèa í  [x'ir^Q + C ' K ' K ^ x ^ d r .  (9)
Jo



G iả th iế t có th ề  biểu diễn hàm  giá như  sau

J  — Supqen x'(t)Sx{t),  (10)

trong  đó s = S' > 0 là m a trậ n  hằng cần tim . Để thành  lập quan hệ giữa các m a trậ n  s 
với các thông số của hệ thống, ta  lấy đạo hàm  theo thời gian hai vế cứa (10) và thế  (1), 

(2), (6) t a  được

dJ/dt  =  Sup?enỊẼ, (í)'S'x(0 +  x^tỊSxỊt)]

=  Sup,en ¿(í) [¿(<z) +  B(q)KCỴS  +  S(A{q) + B(q)KC]x(t).

M ặt khác, từ  (9) có th ể  nhìn thấy

dJ/dt  =  5up,,e n [- i( i) (Q  + C'K'RKC)x{t)}.

Do đó suy ra  điều kiện

Sup,e n z'(í)[M(<?) +  B{q)KC)'S  +  £(¿(<7) +  B{q)KC)  +  Q + ƠK'RKC]x{ t)  = 0 (11)

b<5ri vì (11) cần thoả  m ãn cho trạng  thái ban đầu xịt) b ấ t kỳ, nên ta  có phương trình ràng 

buộc m a trậ n

F  =  Supq€n p(<?) +  B(q)KC)'S  +  S (^ (9) +  B[q)KC)  +  Q + C'K'RKC] = 0 (12)

Ờ đây ta  kí hiêu F  là giá tri lớn n h ấ t Clia [(-4(g) +  B[q)KC)'S  +  S(i4(ạ) +  B[q)KC) + Q + 

C ' K ' R K C ] cho q €  fi theo nghiã

x'(í)[(yi(<?) +  B ( q ) K C ) ' S  +  5 ( ^ ( ạ )  +  B { q ) K C ) +  Q +  Ơ K ' R K C \ x { t )  <  x' {t )Fx{t) \

Vi(t), Vạ s n. (13)

Vậy bài toán  điều khiển tối iru trên  đây là tương đương với việc tim  m a trân  K  cực tiểu  

hoấ hàm  giá

J =  Supqenx' (0)5 x(0) (14)

y
với ràng buộc đằng thức (12). Bằng cách đ ư a  vào m a trận  các nhân từ  Lagrange đối 

xúng L (do F  đối xứng), ta  chuyển về giải bài toán  cưc tiểu  hoá hàm  H  không ràng buộc

H  =  Supq€ĩìx’ (0)Sx{0) +  J 2 Y 1  L i j FH =  Sup^enírỊx^OỊSxtO)] +  Ỵ 2 L i j Fi j
t = 1 3=1 t = l j = 1

=  tr[5up4gn2'(0),Sx(0)] +  tr\LF]  =  trỊSupqgna^OỊổa^O) +  \LF\.  (15)



Lời giải tối ưu có thể  nhận được từ  điều kiện các đạo hàm  riêng ciia H theo K, L, s

bằng 0:

K  = Supq€íì{ - R - l B ' (q )SL C '{C L Ơ )-1} (16)

SuPg€n{(A{q) + B(q)KC)'S + S(A(q) + B[q)KC)  +  Q +  ơ  K '  R K C )  =  0 (17)

Supqeĩì{{A{q) +  B{q)KC)L + L{A{q) +  B{q)KC)'x{  0)x'(0) =  0. (18)

Chú ý rằng: các giá? trị lớn nhất (Supremum) trong (16), (17), (18) được hiểu tương tự  

như F  trong (12) theo nghiã ầ  (13).

Ta xét trư ờng  họp thương gặp: số điều khiển r bằng số đầu  ra  m, K  là m a trận  

vuông. Thay B(q) theo (4) vào (16) ta  được

K  =  —R ~ 1B'0SLC '(CLC' )~1 -  P{S, L), (19)

trong đó

p
p is > L) = ỵ 2 in ỉ<ìen{qi,Pi} 

t = 1
~ _  D - l  D ' c  r T n

(20)

Pi = R - ^ ^ S L C ị C L C ' ) - 1-, i = 1 (21)

Có th ể  tỉnh  giá trị nhổ n h ấ t (iníìmum) ciia qi ,pi  cho Oi < qi < bi như sau. Ta th ành  lập

ma trận  đối xứng p* sao cho có dạng bình phưcmg không thay  đổi

x'{t)Pị x{t) =  x'(t)Pix(t)]  Vx(í)

bằng cách lấy các phần tử

{P?)ki =  (p n * 3 = [{Pi)ki +  (Pihkì/2; k ,j  = (22)

Gọi Npi  là m a trận  trự c giao để đường chéo hoá m a trận  Pị

N'PtP*NPi = APi. (23)

Trong đó Ap - i  là m a trận  đường chéo chứa các giá trị riêng APi)fc, Ấs =  1 , r của Pị.  Sau 

đó ta  đưọc

ín /<?6íỉ {qiPt} =  inf {qiPị} = NPiEPiN'Pt

va

P(S,L)  = '£ X p < E PiK i . (24)
t = l



Trong đó

1 p  _  I  a i ( ^Pi ) k>  n e u  (-^p,)fc >  0  , ,

_ p' ~  1 MAPi)fcl nếu (Ap)fc < 0 1 ’
(EPi)kj = 0, VkỶj - ,  k , j  — l,2 ,...,r .

T hay (3), (4) vào (17) ta  được phương trình  Liapunov biến dạng

(Ao +  BoK CỴS  + S(;4o + B0KC)  +  u(s, K) + Q + Ơ K ' R K C  =  0. (26)

Trong đó

U(S,K) = f 2 Supqi \{Ai + BiK C y S  + S{Ai + BiKC)}. (27)
,= 1

Ta có th ể  tính  U{S,K)  tương tự  như trên

U{S,K) = Ỷ ' N aiEuiN l i <28)
¿=1

trong đó: N ui là m a trận  trực giao để  đường chéo hoá m a trận  đối xứng (Ai +  B ịK C Ỵ S  + 

S ( A i  + B i  K C )

_  ( ai(^ui)k, neu (Àu;)fc > 0
IM A ai)*, nếu (A„j)fc < 0 1 1

{Eni)kj =0, VẢ: Ỷ  j; k,3 =  1 , 2 , n.

(Au,)fc là các giá tr ị  riêng của (At- +  B ịK C Ỵ S  + 5(Ẩi +  BịKC).

Tương tự , th ế  (3),' (4) vào (18) ta  có phương trình  Liapunov biến dạng

L(Ao +  BoKCỴ  +  ( ¿ 0  + B0KC)L  + V{L, K)  +  1 (0)2 '(0) =  0. (30)

Trong đó

V ( L ,K )  =  ¿ s u p í i ỊL ÍA i  +  BiKCỴ  +  (Ai + BiKC)L\  =  V  NviEviN'vi. 
i= i«eíỉ <=1

( 3 1 )

N„i  là m a trận  trự c giao, đường chéo hoá m a trận  đố xứng L ( A i  +  Ẹ i K C Ỵ  +  (j4< +  B ị K C ) L  

vói các giá trị riêng (lambdavi)k

(W \ -  /  nếu (A„;)k > 0
\U«i)kk =  \ : ■ „ ¿ „ ¡ ị  \ s- n w

(^ĩ /t)fcfc — 0 , VẢ: ^  ky J =  1 , 2 , . . . Ị  n .

Ta có th u ậ t toán  đ ể  giải phương trình  (19), (26), (30) như sau:



Bước 1: Chộn s 0 =  Lo — In là m a trận  đơn vị. Chọn m a trận  khuyếch đại K 0 sao cho 

[Ao + BqK qC ] là m a trân  Hurwitz. Đ ẳt j  = 0.

Bước 2: TÍnh m a trận  A A tJ = Ai +  BịKịC, i =  Đường chéo hoá m a trậ n  A AiSj  +

SịAAi :

AAịS ,  + S jAAi  =  NuiẤuiN'ui.

TÍnh ì
p

U(Sj ,K j ) = J 2 X u i E » i K i ,
1 ' t = i

trong đó  Eui được tinh như công thức (29).

Bước 3: Đường chéo hoá m a trận  AAịLị  + L ịAAi  ::

AAiL ị  + L jAAi  = Nui Aut jV̂ t .

TÍnh

V ( L ^ K ] ) =  ị í NulEuiN'uil
»=1

trong đó E„i được tính  như công thức (32).

Bưóc 4: Giải các phương trình  Liapunov tìm  Sj+1 , Lj + 1

(Ao +  B 0 K j C y s j+1 +  S i + 1( Ả 0 +  B 0K 3C)  +  U {S };  K } ) +  Q C ' K ' j R K j C  =  0 

" Lj+i(Ao + B0KjCỴ  +  (Ao +  BoKjC)Lj+i  +  V[Lj , Kj)  +  a^oỊx^O) =  0

Buóc 5: TÍnh các m a trận  Pị =  ^ -1 B '5 j+1Z/j+1C '(ơ £ j+1C")-1 ; i - 0,1,

Thành lập m a trận  đối xứng p *, i =  1,2, ...,p theo (22).

Đường chéo hoá m a trận  Pị :

p ;  = NPi\ PiN'Pi> i =

Tinh sai số:

t = l

trong đó EPi được tính  như (25).

Bước 6: K iểm  tra  nếu ||A.Kj|| =  [ír(A Jf'ă.Kj))l l 2 < p - là m ôt số nhỏ phụ thuộc độ chính 

xác yêu cầu, ta  có kết quả K  = Kj.  Ngược lại, thực hiện tiếp bước 7.

Buác 7: Lấy K j + 1 =  Kị + a A K j ,  trong đó a  6  (0, lỊ được chọn trong  từng  làn lặp sao cho 

hàm giá: Jj + 1 = tr[5 j+1(a:(0)z/(0))] < Jj  =  trỊSy(a;(0)a:'(0))].

Đất j  =  j  +  1 quay về bước 2.
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III. MỘT SỐ VẦN ĐỀ Mỏ' RỘNG

Ta xét trư ờng  họp trạng thái ban đầu  là ngẫu nhiên và chỉ b iết các đặc trư ng  thống

kê

£ { x ( 0 ) }  =  xo; £ { x ( 0 ) x ( 0 ) ' }  -  Xo,  (33)

trong  đó E{.}  kí hiệu giá tr ị  kì vọng. Trong trư ờng  hợp này ta  cần xét hàm  giá

J  =  5up,en E{e™ \x'(t)Qx{t) +  ũ(r)/ỉu(r)]dr}. (34)

Theo phương pháp tương tự  như  trên , ta  biểu diễn hàm  giá dưới dạng

J  =  Sĩxpq€ĩi E { x ' { t ) S x { t ) } .  (35 )

Bài toán cưc tiểu  hoá hàm  giá

J  =  Supqea £{a:'(0)5i(0)} (36)

với ràng buộc (12) đưọc đ ư a  về cực tiểu  hàm  H  không rành buộc

H = Supqen £{x'(0)Sz(0)} +  tr\LF\ = tr[{Supq€Q s x 0) +  LF\. (37)

Ta nhân được lời giải tốiưu (16), (17), (18)

Supíen {(^(g) + B{q)KC)L + L(A{q) + B{q)KC)' + Xo = 0. (38)

trong trư ờ ng  họp đặc biệt: khi tấ t  cả các biến trạng  thái được phản hồi, c  trờ  thành  ma

trận  đơn vị / n . T ừ  (16), (17)*(18) ta  thấy: m a trận  khuyếch đại tối un  không còn phụ

thuộc vào trạng  thá i ban đầu - như  đ ã  biết

K  — 5up ,en [ - i ỉ _15'(ạ05], (39)

trong đó s  là nghiệm của phương trinh
Ị*

Supqen p (< 7) +  5 (ạ ) i í) '5  + S(A{q) +  B[q)K) +  Q +  K 'R K \  = 0. (40)

Cho hệ thống với thông số danh định: q =  0, A(q) = A0, B{q) = B0, từ  các phưcmg trinh

(39), (40) ta  nhận được lời giải quen biết

K  = - R ~ l B'ữS. (41)



Đ i ê u  k h i ể n  b ề n  v ũ - n g  TỔI u -u  

trong đó s là nghiệm cứa phương trình  R icatti

A()S  +  S A o  — S B  + 0  R  1 B qS  +  Q — 0 . (42)

Như đ ã  thấy  ỏ" (27) (hoặc (31)), m ột vấn đề đặc trư ng  của bài toán  điều khiển tối ưu 

bình phương các hệ thống liên tục với thông số b ấ t  định là: xác đ ịnh  giá trị lớn n hấ t 

U(S,K)  (hoặc V{L ,K))

í  p
1 = y 'sup< fc[(J4,-+ B<i r ơ ) ,S +  S(A, + B í tfc ) ]  (43)

í = í « e ò

theo nghiã:

^(íK V su p giỊÍA i +  A í / r c ỵ S +  5 ( ^ + 5 ;  tfơ)]}a:(t) <  x'(t)U(S,  K)x( t ) ,  Vx(t), v<7 6  0(44) 
,tí«en

Trong bài này ta  sử  dụng biến đổi đường chéo hoá m a trận  (Ai + B ị K C Ỵ S  + S (A i+  BịKC).  

Ta có (28), (29) (hoặc (31), (32)) là các công tlìức chính xác. Nhưng do U{S,K)  (hoặc 

V ( L , K))  là hàm  phi tuyến phức tạp , nên rấ t  khó chứng m inh tính  hội tụ  cứa th u ậ t toán. 

Để tăng  tốc độ hội tụ , ta  có thể  tính  U(S,K)  gần đúng theo hàm  tuyến  tính  [7]

U(S, K) = í Ị y 1 ¿ ( A i  +  B ịK C Ỵ S  + S(A< + BịKC)  +  1PS } (45)
t = l

trong đó

p

6 = Y ^ p h  Pi =  max ( M>N) > i -  i . - . p  (46)
ĩ — 1

7 = Ề  II Ai +  BiKC\\ > 0
i — X

||.|| kí hiệu chuẩn ơcơlit.

IV. KẾT LUẬN

Phương pháp trên  đây áp đ ặ t trước cấu trúc (6) cho điều khiển phải tìm , và giả 

th iế t có th ể  biểu diễn hàm  giá (10) - là những quan hệ đ ã  được chứng m inh cho các hệ 

thống tuyến  tính  với phản hồi trạng thái. Lời giải (16), (17), (18) suy ra  từ  các điều kiện 

các đạo hàm  riêng bậc 1 của hàm  H  bằng không. Để có điều kiện cần và đủ  cho hàm  H

đ ạ t cực tiểu , cần xét tiếp các đao hàm  bậc 2. K ết quả nhận được phù hợp với [4], [5],

Ổ' đây ta  đ ã  xét trư ờng  hợp tống quát hơn: các thông số b ấ t định tác  động cả trong m a 

trận động lực (3) và m a trận  đầu vào (4).
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