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A b s t r a c t .  In th is work, we construct a recurren t equation  for the  num ber of cap ita l 
invested  in a process of p roduction , of which product can be used to  reim burse cap ita l of 
investm ent. T h e  values of this reim bursem ent by cash and by p ro d u c t are evaluated  in 
th e  work as a function  of solution  of the recurren t equation.

1. ĐẶT VAN ĐẼ

Xét quá trình sản xuất trong N  thời kỳ n = 1,..., N  của 1 hệ thống s .  Khi 
quy mô của quá trình này đã xác dịnh, ta  có thể dự báo được (xem [7]) giá trị 
trung bình (TB) của chi phí sản xuất ơ 0(n), mức thu nhập (lãi) L( n ) và của mức 
tích lũy dể tái sản xuất (vốn tự  có) Do(n).  Trên cơ sở này có thể xác đinh đươc 
yêu cầu đầu tư  vốn cho hệ thống s  vào mỗi thời kỳ n là D(n) := Co(n) — Do(n).

Khi xem rằng, Co(n) > Do(n) (Vn. =  1,..., N)  (nghĩa là hệ thống sản xuất 
s  luôn có yêu cầu đầu tư  vốn trong các thời kỳ được xét), ta  cần tiến hành quá 
trình vay - thanh toán nợ (xem [1], [6]) với lượng vay mới vn và lượng trả  nợ trực 
tiếp (bằng tiền mặt) T(n),  sao cho :

vn = D(n) + T(n)  (l < n < N) . (1.1)

Cùng với lượng trả  nợ trực tiếp nói trên giả sử có m loạiísản phẩm của hệ s
có thể dùng vào việc thanh toán nợ với giá trị trung bình của loại j  (1 < j  < m)
vào thời kỳ n là T( n , j ) ,  sao cho:

m

T (n) = r(n) + £  T(n, j )  (1 < n < N ) , (1.2)
3 = 1

(* )cô n g  tr ìn h  được sự  trợ  giúp của chương tr ìn h  NCCB N hà nước.



trong đó: T{n)  là lượng trả  nợ (trụx tiếp và bằng sản phẩm) của hệ s vào thời 
kỳ n (để hoàn vốn và trả lãi cho những món nợ trước đó).

Bằng quá trình vay - thanh toán nợ nói trên, hệ s  mắc phải những món nợ 
nhưng lại chiếm dụng được những khoản vốn với giá trì trung bình lần lượt là: 
v [ n ), w(n) vào mỗi thời kỳ n =  1,..., N.  Những khoản vốn chiếm dụng này, đã 
tạo ra hiệu quả chiếm dụng vốn (trong vay nợ) với giá trị trung bình vào mỗi 
thời kỳ n là: <

h (n ) =  *"(” ) •  ( L 3 ) C o { n )

Tuy nhiên, cùng với hiệu quả đạt được, hệ s  lại phải gánh chịu việc trả  lãi 
cho các khoản nợ với giá trị trung bình vào mỗi thời kỳ n là l(n).

Khi lập kế hoạch huy động và hoàn vốn đầu tư  với hê sản xuất s , ta  cần dư 
báo được các đai lượng vn, T(n),  T(n,  j )  (1 < j  <*m). Khi quản lý các kế hoạch 
nói trên, ta không chỉ xác định các đại lượng h{n), /(n), V (n), w[n) mà còn phải 
chi tiết hóa các dại lượng T(n),  T(n,  j ) ,  V'(ra), w(n) đối với từng khoản nợ.

Với mục đích trên, ta  sẽ mer rộng những kết quả trong các công trình [1], [6] 
để xây dựng trong công trình này (xem phần 3) một mô hình dư báo trong lý 
thuyết đổi mới [2,3,5] về các đại lương nói trên (goi là“các chỉ tiêu quản lý” ). 
Cơ sờ đe dự báo các chỉ tiêu này là các số liêu thống kê ban đầu về lượng nợ của 
các khoản chưa kết toán vào thời kỳ ban đầu (n =  0) cùng lượng vay mới, tỷ ]ệ 
vốn chiếm dụng tương ứng với các khoản vay này. Ngoài ra, “các tham  số được 
qtiản lý” trong chính sách vay - thanh toán nợ (xem phần 2) cũng là những cơ sở 
để dư báo các chỉ tiêu quản lý nói trên.

Trong trường hợp dặc biệt, khi T( n , j )  =  0 (Vj = 1,..., m) bài toán đặt ra 
trong công trình này tuy đã bước đầu được xét đến trong [1], [6], nhưng do việc 
chỉ quan tâm đến các “món nợ được quản lý” (xem phần 2) nên ta  cải tiến được 
mô hình tính toán với những số liệu nhập gọn nhẹ hơn so với các công trình đã 
công bố.

2. VẤN ĐỀ QUẢN LÝ CÁC MÓN NỢ

Ta xem rằng chu kỳ thời gian trong mỗi thời kỳ là bằng nhau và được lựa 
chọn sao cho vào mỗi thời kỳ có không quá 1 chủ đầu tư  (cho vay mới).

Xét 1 thời kỳ n G z (tập hợp các số nguyên mỗi món nợ từ kỳ n bắt đầu từ  
lượng vay mới vn vào thời kỳ này (khi nó 0 tuổi), vào thời kỳ n +  Ả; (k = 1, 2,...) 
nó trỏ' thành món nợ k tuổi và tồn tại cho đến thời kỳ n +  t (n ) — 1 và được kết 
toán vào thời kỳ n +  t{n) (khi nó ờ tuổi í(rc)). số tư  nhiên t{n) là thời hạn của 
món nợ này, nó biểu thị số thời kỳ tồn tại của món nợ.



Khi quản lý quá trình vay - thanh toán nợ trong thời gian của N  thời kỳ 
1 -T N ,  ngoài các lượng vay mới (các “món nợ” 0 tuổi), ta  cần xét chủ yếu là 
những món nợ (từ  1 tuổi) tồn tại hoặc kết toán trong thời gian kể trên (gọi là 
các món nợ được quản lý). Các món nợ này được kết toán sau thời kỳ ban dầu 
(n =  0) và bắt đầu trước thời kỳ N  - rtghĩa là tập hợp các thời kỳ bắt đầu của 
chúng (goi là các thời kỳ đươc quản ỉý) có dang:

N(T°) := { n e  z : - T°  < n < N , n + t{n) > l}, (2.1)

trong đó: T°  là tuổi cao nhất vào thời kỳ ban dầu của các món nợ dược quản lý 
(trong “quá khứ”)

Đối với mỗi món nợ từ  kỳ n £ N ( r° )  (được quản lý), ta  cũng chỉ cần chú ý 
đến nó tại những độ tuoi k (gọi là tuổi được quản lý), khi món nợ này còn tồn 
tại hoặc kết toán Ở 1 thời kỳ n + k G {1, 2, nghĩa là:

1 < k < í(n); 1 <n  + k < N { n e  N(r°), k e z(l)), (2.2)

trong dó: z ( l )  := {1, 2, 3,...}.
Để xác định tấ t cả các độ tuổi được quản lý đối với mỗi món nợ từ  kỳ 

n G N (T °), ta  xét các kết quả sau:

B ổ  đề 2.1. Đối với mỗi n £ N (T °), ta ãặt:

t(n) := m ax{l, 1 — n} (2-3)
-, , ị t(n), khi n +  t(n) < N
tin) := < 2.4)

\  N  — n, kht n +  t{n) > N  .

Khi đó ta có:
1 < ị{n) < t(n) < t(n) (Vn G N (T°) . (2-5)

Chứng minh. Vì n < N  (xem (2.1)) và t (n) là 1 số tự  nhiên, nên dựa vào (2.4) 
ta  có:

ĩ(n) >1 {ne  N ( r ° ) . (2.6)
V'

Trong trường hợp n > 1 từ  (2.3) ta  thu dược: t(n) =  1, nghĩa là (xem (2.6)):

t{n) > t{n) (rc £ N(T'0), n > 1) . (2-7)

Trong trường hợp n < 1, từ  (2.3) ta  suy ra: í(n) =  1 — n. Khi dó do t (n) >  1 — n 
(xem (2.1)), ta  có thể dựa vào (2.4) để suy ra:

t(n) > 1 — n =  t(n) (n € N(T’°), n < 1) . (2-8)



Ngoài ra, từ  (2.3), (2.4) ta  dễ dàng nhận thấy rằng:

t(n) > 1, t(n) > t(n) (Vn 6 N(7’0)) .

Khi kết hợp các kết quả này với (2.6), (2.7), (2.8) ta  thu dược (2.5). □

Bổ đề 2.2. Điêu kiện (2.2) tương đương với điêu kiện sau:

t(n) < k <  t(n) (Vn e N(T°), k e z(l) (2.9)

Chứng minh. Trước hết ta  giả thiết rằng diều kiện (2.9) được thỏa mãn trong
dạng tương đưcmg là:

t(n) +  n < k +  n < t(n) +  n (Vn G I ^ T 0), k £  z ( l )  (2.9*)

Khi dó từ  (2.4) dễ dàng suy ra:

k +  n < t(n) +  n < N  (2-10)

Mặt khác, từ  (2.3) ta  có t{n) +  n > (1 — rì) + n = 1. Do đó từ  (2.9*), (2.10) ta  
thu đươc:

l < r a  +  Ẵ; <i V ( nẼ N ( r °) ,  k G z(l)) . (2.11)

Từ (2.5), (2.9) ta  còn thu đươc: 1 < Ả: < t(n). Khi đó cùng với (2.11) ta  có (2.2).
Ngược lại, nếu có giả thiết (2.2) ta  suy ra:

1 — n < k < min{7V — n, í(n)} (Vn G N (T°), k G z(l)) . (2-12)

Từ bất đẳng thức sau của (2.12) và từ  (2.4) ta  có

k < t(n) (Vn G N(r°), k e z(l)) . (2.13)

Ngoài ra, do k > 1 nên từ  bất đẳng thức dầu của (2.12) và từ  (2.3) ta  thu đươc:

k > m ax{l, 1 — n} =  t(n) .

Khi dó từ  (2.13) ta  có (2.9). □
Từ bổ dề vừa chứng minh ta  nhận thấy rằng: dối với mỗi món nợ từ  kỳ 

n £ N(T°) thì t (n) (vạ, í(n)) lần lượt là tuổi được quản ỉý thấp (và cao) nhất. 
Gọi: _

M  := {(n, k) e N(r°) X z(l) : t_(n) < k < t(n)} (2.14)



là tập  hợp các thời kỳ và tuổi tương ứng dược quản lý. Khi dựa vào (2.3) và
(2.4) ta  có thể xác định tập  hợp này từ  tập hợp:

T  := {t(n) : n Ễ N (T 0)} (2.15)

(các thời hạn của tấ t  cả các món nợ dược quản lý).
Liên quan dến các món nợ được quản lý, ngoài'tâp hợp các tham  số T ta  còn 

xét những tập  hợp các tham số được quản lý dưới đây:

A := {a* : (ra, k) e M}; B(j) = (6*(j) : (n) k) € M}  (1 < j  < m) (2.16)

u  =. {ukn : (n, k ) e M ,  k <  i(n)}; R = {rị : (n, k) e M}  (2.17)

trong dó: a£+1, r£, Un lần lươt là lãi xuất, tỷ lệ hoàn von, tỷ lệ trả  lãi vào tuổi 
k của món nợ từ  kỳ n, còn 6*(j) là tỷ lệ trả  bằng sản phẩm loại j  trong tổng 
trị giá hoàn vốn và trả  lãi (gọi là trả nợ ) vào tuổi k của món nợ từ  kỳ Tir'. Hiển
nhiên là đối với mỗi n G N (T°) các tham  số này thỏa mãn các diều kiên sau:

0 < < 1 (t (n) < k < ĩ(n),  k < í(n)) (2.18)

t {n)

Y ,  r kn =  1; r kn >  0 (1 < k <  í(n)); r * ™  >  r >  0 (2.19)
k —1

¿ 6  kn {j) < 1; bkn{j) > 0 (t(n) < k <  t{n), 1 < j  < m)  (2.20)
j = 1

0  <  ũ K+k _ 1 < a ị <  ã n + k - 1  ( í ( n )  < k <  ĩ ( n ) )  (2 .2 1 )

trong đó: an (và ãn) là mức thấp nhất (và cao nhất) có thể có về lãi suất vào kỳ 
n; còn r là tỷ lê hoàn vốn tối thiểu khi kết toán nợ.

Khi liên hệ dến các tham  số ta  gọi:

m

bkn : = l - £  àkn (j), ( 0 < b kn < 1, t(n) < $ < t(n)) (2.20*)
j= i

là tỷ lệ trả  nợ trực tiếp (bằng tiền mặt) vào tuổi k của món nợ từ  kỳ n.
Ngoài ra, khi liên hệ với các tham  số r* ta  còn gọi:

r
rn+1 + ■■■ + rtn{n) (0 < k < t ( n ) )  
0 (k =  t{n))

(2 .22)



[

là tỷ lệ còn chiếm dụng vốn vào tuổi k cứa lượng vay mới vn (từ  kỳ n).
Từ (2.19), (2.22) dễ dàng nhận thấy rằng:

rkn = f t 1 - r kn { l < k <  t(n)); r° = 1; fÿ") = o (2.22*)

Tập hợp các tham  số được quản lý {T, A} đặc trưng cho quá trình vay nợ 
trong các thời kỳ 1 -T N  và được gọi là chính sách vay nợ trong các thời kỳ này.

Còn tập hợp {R, u ,  B} (với B = u  B(y)) dặc trưng cho quá trình trả  nợ tương
j = 1

ứng và đươc gọi là chính sách thanh toán nơ trong các thời kỳ 1 -T- N .
Liên quan đến kích thước của các tập hợp tham số đươc quản lý trong các 

chính sách nói trên, ta  xét phạm vi lớn nhất cùa các thời kỳ ãược quản lý và vay 
mới trong thời gian của các thời kỳ 1 4- N:

Z(1 -  T, N) := {n e z  : - T  < n < N}  (2.23)

trong dó:
T  max{í(re) : n 6 N(T'0)} (2-24)

là thời hạn tối đa của các món nợ được quản lý. Đồng thời ta  xét phạm vi lớn 
nhất của các đô tuổi ãươc quản lý:

z(l ,  T) := {k € z  : 1 < k < T}

Các khái niệm về “phạm vi lớn nhất” trên đây được chứng tỏ trong hai kết 
'luận đầu tiên của bổ dề dưới dây.

Bổ đề 2.3. Đặt: __ __
M(n) := {k e z(l, r )  : (n -  k, k) e M} , (2.25)

M(n)  := {/c G M(n)  : k < t{n — Ả;)} (l < n < N ) . (2.25*)

Khi đó ta có:
N(r°) c  Z(1 -  T, N ) , (2.26)

1 < t{n) < k < t(n) < t(n) < T (v(n, k) 6 M ) , (2.27)

M(n)  = { k e  Z (l, T - l ) : ( n - k ) e  N (T °), k < t{n -  k)} , (2.28)

M(n) \ M(n) = {k e z(l, T) : {n -  k) e N(r°), k = t(n -  k)} (1 < n < N)
Ị (2.28*)

(*) Ta ký hiệu: z{a,  b) — {k £ z  : a < k < b}



Chứng minh.  Khi đặt T* := min{n : n 6 N ( r 0)}, từ  (2.1) và (2.24) ta  suy ra:

T > t{T*) > 1 - 7 ; ;  r* < n < N (Vn e N ( r 0))

Trên cơ SỜ này ta  có: —T  < n < N  (Vn £ N(T'0)). Bởi vậy, từ  (2.23)ta thu được 
(2.26).

Các bất dẳng thức (2.27) được chứng minh trên cơ sờ các công thức (2.24),
(2.14) và các bổ đe (2.1), (2.2).

Để chứng minh (2.28), trước hết từ  (2.3) ta  nhận thấy rằng:

f 1 + k — n, khi n < k , , _ ,
í ( » - * )  = Ị ;  “ . I  I  (Vn = 1 -í- N,  (n -  *) s  N(T0))

Khi đó, do n, k > 1 ta  suy ra:

k > t(n — k ) (Vn, k > 1, (n — k) G N (T 0))

Trên cơ sỏ" này, từ  (2.25) (2.14) ta  thu được:

M (n) = { k e  Z (l, T ) : [ n - k ) e  N(r°), k < ĩ ( n  -  k)} (2.29)

Mặt khác, xem (2.4) ta  có:

t (n — k) = I
t{n — k), khi t(n — k) < N  — n + k
N  — n +  k, khi t(n — k) > N  — n + k 

Khi đó, do N  > n nên: T

k < t(n — k) khi t (n — k) > N  — n + k 

Dựa vào các kết quả này, từ  (2.29), (2.25*) ta  suy ra:

M{n)  = { k e  Z (l, T ) : { n - k ) e  N ( r° ) ,  k < t{rứ- k)} (2.29*)

Ta biết rằng (xem (2.27)) t(n — k) < T .  Bởi vậy, từ  (2.29*) ta  thu dược (2.28).
Để chứng minh (2.28*) trước hết ta  giả sử rằng: k G M ( n ) \  M[n) .  Khi dó, 

từ  (2.29), (2.28) và (2.5) ta  dễ dàng suy ra: k = t(n — k).
Ngược lại, khi giả thiết rằng [n — k) 6 N (T°) và k =  t(n — k), ta  có (n — 

k) + t (n  — k) =  n < N.  Khi đó (xem (2.4)): k = t(n — k) — t(n — k),  nghĩa là: 
k G M(n)  \  M(n)  và (2.28*) được chứng minh. □



Chú ý  (2.1): với mỗi thời kỳ n =  1 -h N  khi sử dụng (2.2) (với n thay b(H 
(n — k)), sao cho (n — k) ỄE N ( r° ) ,  1 < k < t(n — k) ta  nhận thấy rằng: k là 
tuổi được quàn lý vào thời kỳ n (của món nợ từ  thời kỳ (n — k)),  nghĩa là món 
nợ k tuôi này đang tồn tại hoặc kết toán vào thời kỳ n. Bởi vậy (xem (2.25) và
(2.14): M(n)  là tập hợp tấ t cả các độ tuổi của những món nợ cần trả  vào thời 
kỳ n. Tương tự, từ  (2.25*) ta  nhận thấy rằng M (n) là tập  hợp tấ t cả các dộ tuổi 
của những món níỵ dang tồn tại (chưa kết toán) vào thời kỳ n. Đây cũng là tuổi 
của những món vốn chiếm dụng được trong các món nợ tương ứng.

Chú ý  (2.2): Trên cơ ser (2.25) ta  nhận thấy rằng: dối với mỗi món nợ đang 
tồn tại hoặc kết toán ờ tuổi k € M(n)  vào thời kỳ n =  1 -T- N ,  ta  luôn xác định 
được các tỷ lệ trả  sản phấm b^_k (j) G B (j)  (1 < j  < m); tỷ lệ hoàn vốn r* _ fc G R  
và lãi suất G A của thời kỳ trước. Tương tự, đối với mỗi món nợ (chưa
kết toán) ờ tuổi k £ M ( n ) vào thời kỳ n =  1 -T- iV’j'ta  luôn xác định được tỷ lệ trả  
lãi u ị _ k 6 u  tương ứng.

Tóm lại, với mỗi n = 1 -T- N  mọi độ tuổi k G M(n)  (hoặc M(n))  đều xác định 
được các tham  số được quản lý tương ứng.

Chú ý  (2.3): Từ (2.22*) ta  suy ra:

f t *  = -  ' L k  (V* e Mịn)) (2.30)

Do dó nếu biết f  _ k với k =  t ịn  — k), ta  có thể sử dụng công thức truy hồi (2.30)
(với diều kiện đầu đã cho nói trên) để thu được f ^ _ k (VẢ; G M(n) ,  n = 1 -í- N)  
từ các tham số được quản lý trong R. Ngoài ra (xem (2.22), (2.19)), ta  còn có:

■<z ị  =  r ¡ u  + • • • +  > 0 ộ / k e  M(n))  (2.31)

3. KẾ HOẠCH HÓA QUÁ TRÌNH VAY - THANH TOÁN NỢ

Khi dựa vào chú ý (2.1) ta  nhận thấy rằng: việc lập kế hoạch và quản lý quá 
trình vay - thanh toán nợ (gắn với cung tiêu của 1 hệ sản xuất s ) nêu trong phần 
1, đưa về viêc xác định các chỉ tiêu quản lý dưới đây

là lượng nợ từ  món nợ k tuổi (0 < k < T)  vào thời kỳ n (o < n < N ).
w\  là lượng vốn còn chiếm dụng dược từ  món nợ k tuổi (0 <  k <  T)  vào 

thời kỳ n (0 < n < N ) .
T„ là lượng trả  trực tiếp cho món nợ k tuổi (l <  k < T)  vào thời kỳ n 

(0 < n < N). .



T% là lượng trả  (trực tiếp và bằng sản phẩm) cho món nợ k tuổi vào thời kỳ
n.

T%(j) là lượng thanh toán bầng sản phẩm loại j  (1 < j  < m)  trong tổng trị 
giá TỊỉ trả  cho món nợ k tuổi nào thời kỳ n.

V  (n) là tổng lượng nợ vào thời kỳ n.
w(n ) là tổng lượng vốn chiếm dụng được bằng cách vay nợ vào thời kỳ n.
T(n)  là tống lượng trả  nợ trực tiếp (bằng tiền mặt) vào thời kỳ n.
T(n)  là tểng lượng trả  nợ vào thời kỳ n.
T ( n \ j ) là tổng giá trị của sản phẩm loại y, được tiêu thụ qua viêc thanh toán

nợ vào thời kỳ n.
ỉ (n) là tổng lương trả  lãi vào thời kỳ n.
h(n) là tổng hiệu quả của vốn chiếm dụng được bằng vay nợ vào thời kỳ n.

Đe xác định các chỉ tiêu quản lý nói trên trước hết từ  chú ý (2.1) ta  suy ra rằng:

Tn = r nfc(i) =  t £ =  o (V* € Z (l, T) \  M(n) ,  n = 1 -  N)  (3.2)

Ngoài ra, từ  định nghĩa của tập hợp N(T'0) (các thời kỳ được quản lý) ta  còn có:

vn, khi n G N (í°) u  { N }

Cuối cùng từ  chú ý (2.1) và ý nghĩa của các tham  số được quản lý, ta  dễ dàng 
thu được các công thứcrsau:

v i  =  (1 +  « L o n í r , 1 -  Tỉ  ((n - k ) €  N ( r ° ) ,  1 <  * <  i(n  -  *)) (3.4)

(3.6)
Tití)  = bLkUÌĨH (1 <  1 < m, ( n - k ) €  N(r°), 1 <  * < t(n -  *)) (3.7)

v„* =  tui =  0 (Vt e  Z (l, T  -  1) \  Mịn) ,  n =  1 -r N)  (3.1)

0, khi n € Z(1 - T ,  N  -  1) \N(T°)
(3.3)

Tn = 'hì - k ĩ ì  ((» -  *0 € N(r°), 1 < * < t(n -  k))

V Ì  +  v„° (1 < n < N)
kÇiM(ri)

(3.7*)

(3.8)



w (n ) = wn + wn i 1 <  n  <  N ) (3.9)
(n)

ị

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Từ các công thức (3.1) - (3.13) ta  dễ dàng nhận thấy rằng: các chỉ tiêu quản 
lý, còn lại được hoàn toàn xác định bởi các chỉ tiêu quản lý dưới đây (gọi là các 
chỉ tiêu trạng thái của quá trình vay thanh toán mô trong các thời kỳ n =  1 -í- N):

ỉà các vectơ trang thái vào thời kỳ n =  0 -f- N.
Qua “diều tra  hiện trạng” vào thời kỳ ban đầu (n = 0), giả sử đã thống kê 

dược các số liệu ban đầu sau đây

trong dó:
Vo là tập hợp các lượng nợ vào thời kỳ ban dầu của những món nợ chưa kết

toán (kể cả lượng vay mới, nếu có)
W o  là tập hợp các vay mới ửng với các món nợ nó trên.
Mq là tập hợp các độ tuổi của các món nợ chưa kết toán vào thời kỳ ban

V := {Vn : 0 < n < N )  , w := {wn : 0 < n < N } (3.14)

trong dó:
(3.15)

V o  := {V0k : k e  Mo} , w 0 := { v - k  : k €  M 0} (3.16)

R o  : k G Mo} (3.16*)

đầu:
M o  := {k : ( - k )  e N (r°), 0  < k < t ( - k ) } (3.17)



Chú ý (3.1): Khi dựa vào (3.1), (3.3), (3.5), (3.17) ta  có thể xác dinh các thành
phần của các vectơ trạng thái ban đầu: Vq =  (Vq0,..., Vq 1), 10 0 =  (wq,..., Wq 1) 
(theo các số liêu ban đầu) bằng các công thức sau:

Vn

Wr

v0k, ( ke  Mo)
0, { k e { o , . . . , T - i } \ M 0)

rk_ kV-k , (fc e  Mo)
0, (Ả; e { 0 , r  -  1 }  \ M 0)

(3.18)

(3.18*)

Để xác định các vectơ trạng thái (Vn, wn) (ra =  1 -í- N)  theo các vectơ trạng 
thái ban đầu (Vo, u>o)> ta  đặt:

Trong đó

R n

Rr

Q n

r u ( n ) r ,2M 0 0 ■

r2l (n ) 0 r23 M 0

0 0 r' T-l,T (n)
L r Tl(") 0 0 0 -

Fn M 0 0 1

r21 M 0 (n ) 0

M 0 0 ĩ1 T- 1 ,T (n)
- r T l(n) 0 0 0 -

■ 012 M 0 0 1

<?2» -4M-
0 923 (n ) 0

V - , . » 0 0 (n)
L <7r » 0 0 0 -

T x T

T x T

T x T

TI — k n
r*i(n) =

k e M { n )

k e Z (l, T) \M (n )  

rrS  k e  M (n)
rk,k+i{n) = \  '»-k

0, k £ z(l ,  T) \  M(n)

fk,k+ĩ{n) =
7 n—k ¿k- 1 >

0, j c e Z ( ự ) \ M ( n )

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.19*)

(3.20*)



t - k K - k ,  k e M ( n )

kn - k P n - k  (k e M ( n ) \ M ( n )) 
k € Z (l, T) \ M { n )

Qk,k+1 {n) ị—
1 + a ị _ k{ l - u * _ k), k e M { n )

(3.21*)
0 , k e  Z (l, T ) \M (n )

Chú ý (3.2): Từ (2.31) ta  suy ra rằng > 0 (VẢ: G M (n)), do đó các
phần tứ  của các ma trận (3.19) và (3.20) luôn xác định (từ  các công thức (3.19*), 
(3.20*)) và chỉ liên hệ đến các tham  số dược quản lý thuộc T , R , B (xem (2.20*) 
và chú ý (2.2)). Ngoài ra, từ  (3.21*) ta  còn nhận thấy rằng các phần tử  của ma 
trận (3.21) được xác định chỉ từ  các tham  số được qiiàn lý của u, A, B. Bỏri vậy, 
ta có thể thiết lập các ma trận R n ,  R n , Q n  khi biết các chính sách vay {T , A} -  

thanh toán nợ {R, u, B}.
Trong trường hợp vốn cầu huy động D(n)  vào mỗi thời kỳ n = 1 -T- N  cũng 

dược cho, ta  có thể xác định các vectơ trạng thái {Vn, wn) (Vn =  1 -r N)  từ  các 
số liệu ban đầu {v0, w 0} (thông qua các vectơ trạng thái ban đầu (Vo, w0) xác 
định theo chú ý (3.1)) và từ  “hệ phương trình đổi mới” trong định lý dưới dây:

Định lý 3.1. Với các vectơ trạng thái ban đầu (Vo, w0) đã cho, thì các vectơ 
trạng thái (Vn, wn) là nghiệm duy nhất của hệ phương trình đổi mới  (xem [ị]) 
sau:

Wn = vún-iRn +  (D(n) +  Vn_!ợ(n))(l, 0 , . . . ,  0 ) ix r  (1 <  n < N)  (3.23)

Chứng minh: Để chỉ ra sự thỏa mãn phương trình (3.22) của (Vn , wn), trước hết 
từ (3.5) ta  suy ra

wn- \  = í kn~-kvn- k (VẢ: : { n - k ) e  N ( r° ) ,  1 <  k -  1 <  t{n -  k)) (3.25)

Khi đó, từ  (2.25), (2.25*) và (2.14), (2.27) ta  thu dược:

V n  — V n - l Q n  +  wn - l R n  +  D(n)(  1, 0, 0 ) ixr  (*) (3.22)

Trong đó:
=  ( 0 n M . - .  9 n ( n ))* (**) (3.24)

n - k  k - l (3.25*)
^ ũ - k

Ngoài ra, từ  (3.4) và (3.6) ta  còn có:

(*) Mỗi véc ta  T-chiều ( x i , x t ) còn được ký hiệu là: ( x j , x t ) i x T-
(**) Ký hiệu ( x i , Xt )* là chuyển vị của vectơ hàng ( x i , x t )-



V i  = [1 +  <■*-*(! -  «*-»)] v„‘r í  -  r ì . * » . - *  (V* e  M (n))

Bải vậy, từ  (3.25*), (3.19*), (3.21*) và (3.1) ta  suy ra:

V i  = «M +1(n)v!;: l  + rM +1 (n)w*-_i (1 < k < T )  (3.26)

M ặt khác, từ  (3.7*), (3.2), (3.6), (2.25) và (2.25*) ta  có:

ị  K - „ < - k V t - ì  +  r ỉ_ * » „ - * ! ì íu ,  * €  M(n)

Tn = ị  (1 +  o i - t ) n i r Ä - t .  * e  M(r>) \
l o ,  f c 6 Z ( l , T ) \ M ( n )

Khi đó, từ  (3.25*), (3.19*), (3.21*) ta  thu được:

r ỉ  =  ? « (» )V ‘r í  + r*,(>*)««ỉ=ỉ (1 <  * <  r )  (3.27)

T ừ  (1.2), (3.3), (3.2) và (3.10), (3.27), ta  có:

Vỉ  = ™ị = D(n) + ¿ X *  = £>(») + ¿ í n ( n ) V * r í  + ¿ ?(n)«>ĩ:ỉ (3.28)
fc= 1 fc=l fc=l

Bây giờ ta  ký hiệu:

Ý „ Ị(x i,..., x T)]k = Xk (1 < k < T)

Khi dó từ  (3.19), (3.21) (3.15) và (3.28) ta  suy ra:

Ị^n-lQ n  +  Wn-lRn  +  D n ( l, 0, 0)]i =  [Vn-iỌnỊi +  [wn_ ii? n]i +  D(n)

= V° = [Vn]1 * (3.29)

Ngoài ra, với Ả; =  2 -T T,  từ  (3.26) ta  còn có:

\Y n -lQ n  +  Wn - l Rn  +  D(n)  (l, 0, 0)]fc =

=  + n - ¡ , k (n)toilỉ = V *-1 = [v„u (2 < * < T)

Khi kết hợp kết quả này với (3.29), ta  thu được phương trình (3.22).



Để chứng minh sự thỏa mãn phương trình (3.23) của (Vn, wn), trước hết từ
(3.5), (3.25) ta  suy ra:

k

f E r ^ - ỉ  (VẢ:: (n - k ) e  N(r°), 1 < k < t(n -  k))
n — k

Khi đó, từ  (3.1), Ệ2.28) và (3.20*) ta  thu được

= rk!k+1{n)w*z\ (1 < k < T)

Mặt khác, từ  (3.15), (3.20), (3.24) và (3.28) ta  có: 

ịrVn-iRn + (D (n) + Vn_ l q(n)) (1, 0 , 0)]j = ỊuiH-iÌỉn]! + D ( n) + vn_!ợ(n)

=  Ẻ +  £>(») +  v ỉ z ỉ q kl{n) = w ị  =  \w„u (3 .31)
k =  1 íc=l

1

Ngoài ra, với k — 2 -7- T,  từ  (3.30) ta  còn có:

[wn-iRn + D( n ) +  v„_iặ(n) (1, 0 , 0)]fc =  [wn_ 1R n}k

= u>izlrk_ljk(n) = wkn~l = [u;nỊfc (2 < k < T)
Khi kết hợp kết quả này với (3.31), ta  thu đươc phương trình (3.23). Với diều 
kiện đầu (Vo, WQ) dã cho, tính duy nhất nghiệm của hệ phương trình truy hồi 
(cap 1): (3.22), (3.23) là hiển nhiên. □

Bây giờ ta  lập các vectơ cột T-chiều:

p{n) =  ( r u ( n ) , r T1(n))* (3.32)

g(n) =  (gn(n),..., Ợri(n))* (3.33)

/?K j) = (/?!(n, j ) , / ? r ( n ,  j))* (1 < 3 < m) (3.34)

ễ{n) = (?i(n),.„, ễT{n)y (3.35)
trong dó:

í  u kn_ kakn_ k, k E M(n)  ị
qkiịn) = < l  +  o J_ fc, l í Ể M ( n ) \ M ( n )  , rk l (n) =  I

l o ,  Jfc ế  M(n)  [ 0

f ,  & G M (n)

Âr^M(n)  1 °  k ệ M ( n )
(3.33*)



S M  I *!u> * e ,, = Ị bn-kU), * e M(n)
0*(n) = ì , , , T7 _ ’ Pfc(n’ = ì n ĩ *TĨ(  \  ̂ >1, k ệ  M(n)  { 0, k ệ  M(n)

Đồng thời ta  ký hiệu:

D(x)  =  Diag(x)

( X i  0 • • • 0 ^
0 x 2 • •• 0

l o  0  • • •  X T  J
, Vx =  ( x i , x t Ỵ  g R*

Khi đó ta  có thể xác định các chỉ tiêu quản lý còn lại (qua nghiệm (yn , wn) của 
hệ phương trình đối mới, bằng các hệ quả sau dây.

H ê q u ầ  3.1 . Với n — 1,..., N,  nếu đặt:

T„ = (Tị,..., T Ị ) , r„(j) = ( r , ¡ ( j ) , t ị (jl)) (1 < j  < m (3.36)

và gọi (Vn , wn) (1 <  n < N)  là nghiệm của hê phương trình (8.22), (S.2S) ứng 
vớ i  Vo, Wo) đã cho thì:

Tn =  ỊVn_|.D(g(ii)) +,wn-iD(p(n))]D(ß{n))  (3.37)

Tn {j) = [Vn_i£?(ç(n)) + wn^D{p{n)) \D{ß{n,  j ))  (3.38)

T{n) = [Vn_i D(q(n)) +  wn-ỉĨ)(p(n))}Ệ(n) (3.39)

T{n,  j )  =  [Fn_!Z)(9(n)) +  Wn - 1  D{p(n))}ß(n, j )  (3.40)

Chứng minh.  T ừ  (3.6), (2.28), (2.28*) và (3.25*) ta  có:

f k  =  ị  < - k < - t V Ì : ỉ  + k € Mịn))

I (l + o í u l ^ í + 0 . u , ỉ : J ,  k € M ( n ) \ M ( n )

Do đó, từ  (3.2) và (3.33*) ta  suy ra: y

T i  =  1ki(n )V ¿:¡  +  rk l [n)wỊr_\ (1 <  k <  T) (3 .41)

Vì Í *  =  ßk(n)T.'* (xem (3.2), (3.7*), (3.35*)), nên từ  (3.41), (3.36), (3.15) và 
(3.32), (3.33), (3.35) ta  dễ dàng thu dươc (3.37).

Ngoài ra, do r* ( j )  =  ßk{n,  j ) f  * (1 < j  < m)  (xem (3.2), (3.7), (3.35*)), nên 
từ  (3.34) ta  còn thu được (3.38).



Để chứng minh phần còn lại, ta  đặt:

1 :=  (1,..., 1)+ E R t

Khi dó từ  (3.2), (3.10), (3.11) và (3.36) ta  suy ra

T T

T(n) = Tn =  T n l , T(n,  i)  =  T * U) =  r „ ( j ) l
k=  1

hay là (xem (3.37), (3.38)):

T(n)  =  [Vn-ịD(q{n))  +  wn- 1D{p(n))]D(ß(n))l

T{n,  j )  = [Vn_ lD(q(n)) + wn^ l D{p{n))\D{ß(ni j ) ) l

Vì D{x) 1 =  X  (Vx £ R t ) , nên từ  các công thức thu dược trên đây ta  suy ra (3.39) 
và (3.40) □ .

ta có:

Hệ quẩ 3.2. Với  (Vo, W q ) đã cho và (Vn, wn) (1 < n < N ) ỉà nghiêm của hê 
phương trình đổi mói  (3.22), (8.23), ta có thể biểu diễn các công thức (3.8), 
(8.9), (8.12), (3.13) dưới dang:

Khi đặt:
a(n) =  (a i(n ) ,...,  a r (n))* 

ổ(n) =  <$r(rc))*, ố(n) =  (¿i(ra),..., ¿r(«))*

(3.42)

(3.43)

trong đó:
k G M{n)  

k ị  M{n)

1, k £ M (n) \  M ( n ) 
0, k ệ M { n ) \ M { n )

(3.42*)

k E  M ị n ) 
k ị  M{n)  ’

(3.43*)

V{n) = v nl  = +  {D(ß{n)) -  E)q{n)}

+wn_ 1[D(ß(n)) -  E]p(n) +  D( n ) 

w(n) =  wn 1 =  w „-iịổ(n) +  (D( ß( n )) -  E)p{n)\ 

+Vn - 1  D(ß(n))q(n) + D( n ) (3.45)

(3.44)



l{n) = Vn_iạ(n) -  Wn- i6(n)  (3.46)

, , , Lin) , L(n)
h(n) = - ~ -wnl  =  ' \  Xv Co(n) c 0(n)
X {tũn_i[ổ(n) +  (D(ß(n )) — E)p(n)\  +  Vn- iD(ß(n))q(n)  +  D(n)}

(3.47)

Trong đó: E  e  R TxT là ma trận đơn vị cấp (T X T).

Chứng minh. T ừ  (3.19*), (3.20*), (2.20*) và (2.22*) ta  có:

Í 1 -  Ễ  bì-M)< k e  M(n)
rfc i(n .)  +  f k , k + i { n )  =  < n~ k j =1

( 0, k ệ  M( n )

Khi dó từ  (3.33*), (3.35*), (3.43*) ta  suy ra:

m

r i c i { n )  +  rfc,fc+i(rc) =  M n ) _  r k i { n ) ^ 2 ß k { n ,  3 ) (1 <  <  T )
3=1

Nhung (xem (2.20*) (3.35*):

&(») = ! - £ > ( » ,  j ) ( i < * s r )  I3-48)
3 = 1

nên:

rjfci w  +  rjfcifc + 1(rc) =  M n ) + rk l (n)(ßk{n) -  1) (1 < k < T)  (3.49)

Tương tự , từ  (3.19*) (2.20) (3.35*) và (3.48*) ta  có:

ñfci(rc) +  rk¡k+i{n) = rki{n){ßk{n) -  1) (1 Ể k < T)  (3.50)

Ngoài ra, từ  (3.21*), (3.20*), (3.42*), (3.35*) ta  còn có:

9 fc i(n ) +  Qk,k + i { n )  =  a k ( n )  +  Ç fci(n)(/?fc(n) -  l )  (1 <  k  <  T )  (3 .5 1 )

M ât khác, vì T  Ệ M(n)  (xem (2.27), (2.28)) nên từ  (3.43*), (3.33*), (3.19 ), ta

r n ( n )  =  ỏ T{ n ) +  r T i { n ) { ß T { n ) — 1) ( 3 .4 9 * )



rri{n)  -  rTi(n)(ßT (n) -  1)

çT1(n) =  ar ịn)  +  gTi{n)(ßT{n) — 1) 

i 'a  biết rằng, (xem (3.1), (3.8), (3.9) và (3.15))

(3.50*)

(3.51*)

T — 1 T —l

¥ in ) = ^ Vn = VnX, w(n) =  W* =  wnl
k=0

Từ (3.22), (3.19), (3.21), ta  có:

Vn\ — Vn— lQrel 4" wn_ 1 RnX “1“

=  ^n- i(ợii(w) +  qi ỉ ịn) ,  •••, 9 r - i , i ( n) +  <?r-i,r(rc), 9 r i ( n))*
+  ^ n - i ( r i i ( n )  +  r 12( n ) , rT- h l (n) +  rT_ 1)T(n), r T1(n))* +  D(n)

Do dó, từ  (3.51), (3.51*) và (3.50), (3.50*) suy ra

VrX =  v n-.x[ai{n)  +  qn{n) (ß l (n) -  1 ) , a T {n) +  qT\{ri){ßT {n) -  1))* 

+  W n -i(rii(n )(0 i(n ) -  1 ) , . . . ,  rT1(n)(ßT (n) -  1))*

Trên cơ sỏ- này, từ  (3.52), (3.42), (3.32), (3.33) và (3.35) ta  thu dược (3.44). 
Một cách tương tự, từ  (3.23), (3.20), (3.14) ta  có:

wn 1 — twn_ 1(r11(n) +  r i 2( n ) , rj ' _x(n) +  r j '1(n))*
+  Vn_ i (çn ( n ) , <JTi(n ))* +  D(n)

Do đó, từ  (3.49), (3.49*), (3.33*),(3.35*), (3.21*) suy ra:

wn 1 = (n) +  r n M Ẻ Ị n )  -  1 ) , ỏT (n) +  rT1(n)(ßT (n) -  1))*

+  Vn - i { q \ \ { n ) ß i ( n ) , q T \ { n ) ß T {n)Y +  D(n)

Trên cơ sỏr này, từ  (3.52), (3.43), (3.32), (3.33) và (3.35) ta  thu dược (3.45). 
Để chứng minh (3.46), ta  đặt:

p{n) =  ( r i2(n), r 23(n),..., rTjT+1(n))*

trong dó:

k e M{n)
, (1 < k < T) (3.53*)



Khi dó, từ  (.3.25*), (3.15) ta  có:

T

r n - k v n - k  =  - 5 ^ r feijfc+i(n)u;ỈIỈ =  - w n_ip(n)
/cGAÍ(n) k =l

Bời vậy, từ  (3.12), (3.41), (3.33), (3.32) ta  suy ra:

l (n ) = + w n- 1p(n) = v n-iq{n)  + wn- i {p (n ) +p( n) )  (3.54)
fcSAÍ (n)

M ặt khác, do r^_k = r ^ z ị  với k =  t{n — k) (xem (2.22)), nên từ  (3.53*) và (2.28*) 
ta  suy ra:

rk,k+i{n) = - 1  (khi k e  Mịn)  \ M( n ) )  

khi dó, từ  (3.19*), (3.43*) dễ dàng nhận thấy rằng:

n ti(n) +  ĩk,k+i{n) = - h { n )  (1 < k < T)  (3.55)

Nhưng (xem (3.32), (3.35)):

p(n) +  p(n) =  (rn (n )  +  r i 2(n),..., r n ( n )  +  r r ,T+i(n))*

khi đói từ  (3.55) và (3.43) ta  có:

p(n) +  p(n) = -S(n)

Trên cơ sỏf này, từ  (3.54) ta  thu dược (3.46).
Cuối cùng, (3.47) được chứng minh dựa trên (3.13) và (3.45). □

Giả sử đã dự báo được mức huy động vốn D(n ) trong mỗi thời kỳ n =  1, N  
và dủ thống kê dược các số liêu ban đầu (3.16), (3.16*). Khi dó dựa vào chú ý
(3.1) ta  có thể xác định được cácdiều kiện dầu (v0, w0) cho hệ phương trình truy 
hồi (3.22), (3.23). Bằng cách giải hệ phương trình này và dựa vào các hệ quả (3.1),
(3.2) ta  có thể dự báo dược các chỉ tiêu quản lý trong các thời kỳ n =  1 , N.

Khi liên hệ đến công trình [2], ta  có thể xem tập hợp những đơn vị tiền vốn 
chiếm dụng dược (bằng cách vay nợ) như là 1 quần thể khậng thuần nhất trong 
mô hình rời rac với lượng dổi mới vn và xác suất bị loài ở tuổi k sau lúc đổi mới 
(ờ kỳ n) là r£. Khi dó phương trình dư báo (3.23) có dạng 1 phương trình đổi 
mới (xem [3, 4, 5]) trong trường hợp rời rạc, nghĩa là mô hình dự báo thu dược 
trong công trình này thuộc loại mô hình dự báo bằng ¡ý thuyết đổi mới  về kết quả 
tác động của các chính sách vay {T, A} thanh toán nợ{R, u ,  B}.

Bằng phương pháp trên đây, ta  cũng có thể sử dụng những kết quả trong 
[2, 3, 4] đề mổr rộng những kết quả trong công trình này vào trường hợp của mô 
hình liên tục khi xét việc huy dộng và hoàn vốn dầu tư.
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