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A b str a c t . The existence of the Hopfield neural network and the Liapunov function guar
antees the convergence to some local minimum of these network with linear inputs [1,6]. 
But standard Hopfield architecture [3, 14] is limited in its capacity of linear classifiers. 
In the present investigation we developed high-order «Hopfield network architectures with  
their corresponding Liapunov functions V  (x) for more sophisticated classifiers w ith higher 
performances. We also regarded some assumptions on these architectures and proved the 
their stability.

Mạng nơ ron có thể  được xem như là mạng của các phần tử  tính  (norocom- 
pụting) phỏng theo nơ  ron sinh học rấ t dược chú trọng trong lĩnh vực tính  cũng 
như trong điều khiển. Có hai khuynh hướng nghiên cứu đối với m ạng nơ  ron hiện 
nay. Thứ nhất, phát triển  và hoàn thiện các cấu trúc cũng như th u ậ t học cho các 
mạng nơ ron nhân tạo. T hứ  hai, ửng dụng các kết quả vào các lĩnh vực khác nhau 
với các đặc tính  trội của nó. Nghiên cứu này nhằm  m ờ rộng cấu trúc Hopfield - 
một trong những mạng cứa nhóm phản hồi và xây dựng các hàm  Liapunov tương 
ứng cho lĩnh vực th ứ  nhất. Mạng phản hồi gồm n phần tử  với các đầu ra  j/j dược 
nối với tấ t  cả các đầu vào cùa mạng. Đối với phần tử  nơ ron i có th ể  xem như 
một hệ thống nhiều đầu vào và m ột dầu ra [6].

Cohen và Grossberg [11] đã nêu mô hình tống quát về m ạng phản hồi và 
chứng minh ổn định của mạng với định lý sau:

Đ in h  lý  1 (Cohen và Grossberg về hội tụ  của các quỹ đạo). Trong 1 hệ bất kỳ
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c) hàm  ot (£) >  0 cho £ > 0 ;  hàm dị(Ệ) > 0 với tất cả Ệ, i =  1, 2 , n;

d) hàm dị{£) khả vi và ãơn ãiêu không giảm cho £ > 0, i — 1, 2 , n;
e)  l im sup [òi (£) — Cttdt(£)] <  0  cho mọi i  =  1, 2 , . . . ,  n;  (2)

£—>oo

f )  lim bi(Ệ) ■- oo, i = 1, 2,..., n;  (3)

h oặc  lim ỉ>i(f) <  oo; (4)
í —0+

và f  =  oo với £ > 0. (5)

T ấ t cả các quỹ đạo chấp nhận đạt đến tâp  M b ấ t biến lớn nhấ t chứa trong
tập  E  (chứng m inh ờ  phụ lục A)

E { y e R n : Ị v ( y ) = 0 , y > 0 }  (6)

ỏ ' đây,
Tỉ p JT - -| n

v (x ) =  M £ K '( f t ) d £t +  2 cV /A (zi)d j(z j)
t'=l 0 i j = l

d
dt

n n

v ix ) =  _  
i= l j = l

(7)

(8)

Cohen và Grossberg chỉ ra rằng khi bổ đề 1 (phụ lục A) đảm  bảo thì V  (x) là hàm  
Liapunov [il]  tức V( x)  xác định dương và V[x)  <  0.

Hopfield (1984) cũng độc lập đưa ra mô hình mạng và mô tả  bằng tập  các phương 
trình  vi phân  (9) và hàm  ra (10)

n
c t* t =  - | i  +  / t +

1 j= i
'ij Vj (9)

y j = g j { x j ) (10)

Xi =  9 ĩ l {yi) (n )

Phương trìn h  (9) là phương trình mô tả  luật tác động, trong đó Cj, Ri  là các 
hằng số, /j  là ngưỡng, Tij  là trọng liên kết phần tử  nơ ron th ứ  j  tó i nơ ron th ứ
i, Xi _là trạng  thái th ứ  ì của mạng, <7i(-) là hàm  sigmoid với hàm  ngược của nó



Hopfield cũng đưa ra  hàm  Liapunov cho mạng:

V( x)  =  ¿ ( 1  /R i)  r  g - ' ( í ) d Ị  -  I ,y ,  -  ị  Ẻ Ê TiịViVi (12)
i= 1 ° i=l t '= l j= l

Grossberg (1988) 1̂1] cũng chỉ ra  rằng mô hình (9) có thể  xem là môt trư ờng  hợp 
dặc biệt cùa (1) với các giả thiết:

a t (xt) =  —  =  const (13)
Ci

bi{xi) =  --¿ -X i +  u *  (14)lt{

Cij Tịj , dj [Xj) ỹj (Xj) (15)

trong đó gj{xj)  là hàm sigmoid, dương, khả vi, đơn diệu tăng, đồng thời đảm  bảo
hàm ngược của nó Xi =  <7t_1(-) =  d'(xì) >  0 và tồn tại hàm  Liapunov (12),

T ừ những cơ sờ và giả th iế t trên , rõ ràng các hàm  và hê số của mô hình 
Hopíìeld hoàn toàn đảm  bảo các giả th iế t của Grossberg. T ừ  đó có th ể  phá t biểu 
định lý sau cho mô hình Hopfield khi áp dụng các giả th iế t (12) - (15).

Đ in h  lý 2. Trong 1 hệ (Hopỷield chuẩn)

C iX i =  -  ^  +  l i  +  T ì j 9j ( s y )  ( 1 6 )
1 j = 1

yj  =  9j {xi)  ( 17)

sao cho
a) ma trận | | ĩ t j | |  đối xứng và tất cả Tịj  < 0, i, j  — 1, 2 , n; (18)
b) h à m  gj(x) khả vi, d ư ơ n g ,  đ ơ n  điệu không g iấm,  với m ọ i  Xi >  0 và là h à m

sigmoid, và hàm ngược của nó X j  =  g j 1{yj) cho mọi i = 1, 2 ,..., n; (19)

c) lim supỊ—Xi/Ri + Ii + Tnyi{x i)] <  0 cho mọi i =  1, 2 ,..., n  (20)
£—>oo

d)  l im { - X i { Z ) / R i  +  Ii) =  oo; (21)
í —0+

hoặc lim ( - X i { t ) / R i  + l i ) < oo; (22)

và Cịdx — oo với ip >  0; (23)
thì tồn tại



=  Ề -57 r  9 ĩ l ( m  -  Ề /(»< -  \ Ỷ . (24)

(25)

Chứng minh. Với giả th iế t (19) biểu thức (24) có thể  viết

v(x) = 'ỉ2j[-. Ị (x‘ - Ji)d̂ “ 2 E TiiyiVi 
i= 1 1 0  l',j=l

(24’)

nếu giả th iế t (18), (21) đảm  bảo, Tịj < 0 th ì hệ (16) là trư ờng  hợp riêng của 
(1) và (24) là trư ờng  hợp riêng của (7) nên hoàn toàn áp dụng được bổ đề 1, 
tức là đảm  bảo quỹ đao dương và (24) xác định dương. Biểu thức (25) đã được 
Hopfield chứng m inh V  (x) <  0 [3], do đó V  (X) là hàm  Liapunov [13].
Đối với hệ này tồn tạ i nhiều điểm cân bằng ứng với mức năng lượng cực tiểu  (gọi 
là đáy nâng lượng) trên  một siêu phẳng năng lượng của siêu diện n chiều. Giả sử 
đưa vào hệ các m ẫu vào (input paterns) tùy ý, hệ sẽ đạt đến điểm  cân bằng gần 
n h ấ t ứng với điểm  ổn định [4].

C ấu trúc của mô hình Hopfield ấn định quan hệ giữa phần tử  i  và j  là quan 
hệ tuyến  tính , số  hang cuối cùng của (9) cho thấy  tổng m ột bâc phản hồi. M ạng 
như  vậy gọi là m ạng bậc 1. Nếu tăng số lóp tổng lên hai và các phần tử  của nó 
ià bậc hai th ì quan hệ giữa các phần tử  quan hệ bậc 2 (second-order). M ạng với 
các phần từ  này (không chứa các thành  phần bậc nhất) gọi theo tà i liệu là m ạng 
bậc hai. Tương tự , có thề  tồn tại mạng bâc cao. Mạng gồm cả bậc m ột và hai 
chúng ta  gọi là m ạng tổng quát bậc hai. Tuy nhiên, mạng Hopfield tuyến  tính  có 
m ặt hạn  chế về khả nang phân lớp các m ẫu tín  hiệu vào và hạn chế dó sẽ được 
làm sáng tỏ như dưới dây.

Sử dụng (9) với 2 dầu vào phản hồi J/1, 1/2 là các trị nhị phân trong không 
gian véc tơ  m ẫu vào và g(-) là hàm  signum (hình la ). Các phần tử  nơ  ron cùng 
với các giá trị trọng tương ứng chia không gian này thành  2 nhóm  giá trị, âm  và 
dương. Đ ường phân cách giữa chúng được xác định khi trạng  thái đạt giá trị ổn 
dịnh (d x /d t  = 0) theo điều kiện ngưỡng tó i hạn:

2. KHẢ NĂNG PHÂN LỚP

Khà nắng phân lớp của mạng HopẼeld tuyến tính í

ơ iX i =  l i  +  T iiY ị  +  Ti2Y2 = 0 (26)



V2 - ị T n / T i2)y l -  (¡¡ /Ta)

Hình lb  cho thấy  rằng: bằng ba trọng: Tii ,  T i i , / t ta  có th ể  tạo  dược đường 
thẳng với độ dốc —{T ii/T i2) và điểm cắt —( / t /T i2). M ặt trên  đường thẳng  ứng 
với tốc độ thay dổi trạng  thái âm, m ặt dưới dương. Nếu số trọng bằng 4, sự phân 
cách sẽ tạo được một m ặt phang, và nếu số trọng lớn hơn 4, giới hạn phân cách 
là môt siêu diên phân cách, ((ý ví du trên, để đơn giản cho Rị  đủ lớn), Xi /Rị  «  0 
khi dxịỊdt  =  0 nêli có thể  bỏ qua số hạng đầu của (24’)).

Hỉnh lb

V,

OOÍ.-O

Hình la

Khả nắng phân lớp của mạng HopẼeỉd phi tuyến
Trong nhiều trường hợp, chúng ta  không xác định được dường phân cách 

tuyến tính bằng một phần tử  nơ  ron, ví dụ hàm Exclusive NOR với hai đầu vào
15]

(+1, +1) —> +1 
(+1, —1) —> +1 

( - 1 , - 1 )  - > + 1  
( - 1 , + 1 ) - - 1

Khi số đầu vào càng lớn, khả năng không nhận biết càng lớn hơn. Để khắc phục 
diều này có hai giải pháp [5] hoặc tăng số phần tử  nơ ron để có thêm  đường phân 
cách, tách thêm  phần tử  mà một nơ ron không đảm  dương đưạc. Giải pháp khác 
là xây dựng m ột đường cong (mô tả  bầng đa thức) bao dược các m ẫu theo một 
hàm yêu cầu đặt ra. Đường cong bậc hai ở  hình 2b trong ví dụ mô tả  giải pháp 
thứ 2 thu được bằng cách cho thêm  m ột lóp liên kết trọng bậc hai (hình 2a) vào 
phương trình (9). Cũng lý luận như trên  ta  có:

CiXi  -  l i  +  TixYi  +  Ti2Y2 +  T n i Y ?  +  r i22F22 +  T i ^ Y ^  =  0 (28)



Nếu chọn các giá tr ị trọng thích hợp có thể  tạo dược một elip như hình 2b (để 
đơn giản trong sơ đồ không vẽ tham  số Cị) đặng có thể  bao được các điểm  theo 
yêu cầu. Đây là lời giải cho hàm  exclusive NOR.

Việc áp dụng các liên kết phi tuyến như vậy dã được Spetcht [7] áp dụng 
th àn h  công cho bài toán  phân tích và nhận m ẫu cũng như đã được B arron [8] và 
Ivanknenko [9] tiến  hành. T ừ  những nhận thức trên  có th ể  phá t b iểu rằng  viêc 
nghiên cứu những mô hình bậc cao là điều có ý nghĩa th iế t thực. Nội dung bài 
này nhằm  m ờ rộng cấu trúc Hopfield chuẩn có thể  suy rộng ra  m ạng bậc cao và 
m ạng tổng quát bậc cao hơn, đồng thời sẽ chứng minh tồn tạ i các hàm  Liapunov 
cho chúng. Đối với bài toán điều khiển và nhận dạng tham  số, việc quan trọng 
là đảm  bảo m ạng ổn định. Do đó, việc nghiên cứu tính ổn dịnh của m ang này là 
m ột khâu cần th iế t cho m ột ứng dụng cụ thể  và có định hướng.

3. MẠNG HOPFIELD T ổN G  QUÁT BẬC CAO

T ừ  nhận định trên , chúng ta  xây dựng mạng bậc cao dựa trên  mô hình chuẩn 
Hopfield. Thêm  các thành  phần bậc cao cho (9) có thể  nhận dược m ạng Hopfield 
tổng  quát bậc cao

? "n n n

CiXi = ~  R~ + Ii + ^  TijVj +  Tijkyjyk  -)-■■■
* y=i j = 1fc=i

re n

+ Ỵ 2 ' " ' Ĩ 2  Tiik...zyj • • • yz , Vk = 9k{xk), i, j ,  k , 2 =  1,2 ,
j — 1 z= 1

CÓ th ể  cho hàm  Liapunov đối với (29)



n Ị.y.  n n n

v (x ) =  /  9 Ĩ l i$)d$ -  ^ 2  IiVi -  2 ^  5 1  Tijy iy j
1=1 0 Í=1 1=1/=1 

n n n  n n n

- ĩEEE Tl] k y ty] y k E E - E  Tij. . .z y i y j . . . y z
Í=1 j= i  fc=i t'= iy=i Z=1 (30)

trong đó m là số biến tham  gia trong tổng cuối của (30).
Giả sử các điều kiện của định lý 2 đảm  bảo và kèm thêm  diều kiện bổ sung 

cho các thành phần bâc cao, có thể  tồn ta i Liapunov đối với (29).

M ênh  đề 2. Nếu định lý 2 đảm bảo tức
a) ma trận | | ! T j j | | , 1 \Tịj z II đối xứng và tất cả Tịj , . . . ,  Tịj z < 0; (31)
b) hàm </{(£) sigmoid, khả vi, dương, đơn điện không giảm với moi Ệ > 0

và hàm ngược của nó Xi =  Ọị (ỉ/i); (32)
c) lim supỊ-x ,-/ R i  +  l i  +  Tayi(xi)  +  Tmyi{xi )yi{xi )  H----- ] < 0

cho mọi i — 1, 2 , n; (33)
d) lim ( - X i { £ ) / R i  +  lị) = oo,

^ 0 +
(34)

hoăc lim (—Xị ( £ ) / R i  +  lị) < oo,
Ệ^o+

(35)

và Ị q Cịdx = oo với tp > 0; (36)
thì tồn tai V (x) cúa (so) xác đình dương.

Chứng minh. Điều kiện (33) dược dùng để ấn định giới hạn vì:
 ̂ n *  n ' n * n ' n

~  ^7 +  l i  +  /* „ Tịjyj  +  )   ̂ )  ] Tijkyjyk +  • • • +  )   ̂• • • 'y  ̂Tij'"Zy j. . .y z >
1 j= 1 j=lfc=l j= l  2=1

[—-Ei/-S-i “I" A' -H Tayi{xì)  -f- Tmyiị^xi^yiịxị) +  • • • +  ĩ\...jj/ị'(xj)...y t'(xj')]
(33’)

Khi các giả th iế t (31) - (36) đảm  bảo thì bổ đề 1 (phụ lục A) dảm  bảo, ba số 
hang đầu của (30) dương, c ầ n  xác đinh để các thành  phần bâc cao của (30) cũng 
dương. T hật vậy, vì các m a trận  Tij'"Z < 0, các í/j, ỉ/fc,..., yz không âm ,
do dó các số hạng sau của chuỗi (30) không âm, nên (30) xác định dương.

M ên h  dề 3. Nếu hàm
Yỉ Ị> y • Tí J n Tl

Tij ylyJ
i'= 1 0 i= 1 1=1 y=i

 ̂ n n n  ̂ n n n-ỈEEE Ti j ky i y j y k  Tij. . .z y i y j  . . .yz
i = i y = i f c = i  i = i j = i  z =  1 (3 0 )



xác đình dương với (29) thì thồa mãn -jịV(x(t)) < 0 trên quỹ đao chấp nhận.

Chứng minh. Lấy dạo hàm  V  theo t

d v  n 1 n n 1
=  “  'y ̂  Ị 2 ( T j ị y lỳ jXj  +  y ]  Tịj ĩ ỊjỳiXi) — ( y i ) y i i i  +  I i y i x i

t ' = i  j = i  j = i  1 

^ n n n

+ g (  Ti j k y i y k ỷ j i j  +  X ]  Ti j k y j y k ỳ i i i  +  Ỵ 2  Ti j ky i y j ỳ kx k) +  ■■■ 
j , k - l  j ,k =  1 j ,k =  1 

J  n n
”1“ ( ^  ] Tijk"Zyiyk. . .yz yjXj  +  • • • +  ^   ̂ Tịjk'"Zyiyj . . .yzXz^

j  (37)

Trong công thức trên , chúng ta  ký hiệu các chỉ số dưới của tổng ứng với các 
tổng  cho ngắn gon. Do tính  dối xứng của các ma trận  T, chúng ta  hoàn toàn  có 
thể  dổi chỗ các chỉ số lẫn nhau do đó các số hạng trong dấu ngoặc đơn là bằng 
nhau. T ừ  nhận xét trên , sau khi rú t gọn ta  có: " •

dv_
dt

71 n J n

~  'y > Vix i Ị 'y 1 TiịVi ~  ~]ĩ.9i (y*) ^   ̂ TijkUjyk +  • ■ •
1=1 y = i  1 j ,k = \

n

+ ^  ̂ Tijk.. .z yjyk---Ĩ (38)

Thay Xi = Ọị 1 (yi) vào (38)

Tb Tl Tl Th

= 'y  ̂Uix i [ ^   ̂~̂*i j Uj J2 'y  ̂ Tijky}yk + - ■ ■+ 'y  ̂ Ti jk",z y j y k ...yz
i = l  .7 =  1 1 j ,k =  1 j ,k , . . . ,z =  1

T ' _  f39) 
Để ý rằng  y'  không âm do y dương và đơn diệu không giảm, Cj =  const và 

biểu thức trong dấu ngoặc vuông chính là x'  (39) nên:

dV  . 2%  = - Z c é ii ĩ <0 
t= l

(40)

đó là điều cần th iế t dã được chứng minh.
T ừ  định lý 2 và m ệnh dề 2, 3 có thể phát biểu định lý sau:

Đ in h  lý  3. Trong hệ Hopfield m à rộng 

CịXi  =  — +  'y  ̂TijỊjj +  )  ] )  ] TijkVjyk +  • • • +  )  ] • • • )  ] Tij '"Zy j ...yz
* j = 1 j = 1 fc=i j = i  z — 1



sao cho
a) ma trận \\Tịj I I , | | T i y . . . z |Ị đối xứng và tất cả Tik,..., Tik...z <  0

cho m o i  i  =  1, 2 , . . . ,  n;  (31)

b) hàm gi(Ệ) khả vi, ấơn điệu không giảm, với mọi £ > 0 và
hàm ngược của nó X i  =  g~ (yi) cho mọi  i =  1, 2 , n;  (32)

c) lim supỊ—Xi /Rị  + l i  +  Tayi(xi)] < 0 cho moi i =  1, 2 , n; (33)
£_>00 3

d)  lim { - X i { t ) / R i  +  /*•) =  oo, (34)

hoặc lim (—Xi ( Ệ) / Ri  + Ii) < oo, (35)

và Cịdti = oo với tp > 0; (36)

thì tồn tại hàm Liapunov
71 i* y • TV - n» TI

V ( x ) = ' £ ( l / R . )  /  S 7 ' { í ) đ i - ' 5 2 l i V i - ị Y , ' E , T i ỉ y iyj
i= 1 0 1=1 i = l j  = l

n n n 1 n n  n

- ị Ẻ E E  Tijkyi y j yk --------- ^  i m  • • • s  r * j-
1=1 y =  l fc=l ¿ = 1,7 =  1 z —\

xác định dương và
d v  (x) 

dt

n

=  -  c i ỹ i i i -  °  
i=  1

zV iV j •••Vz
(30)

(40)

Việc chứng m inh đã tiến hành từ  mênh đề 2 và 3.
Hoàn toàn có thể  suy luận rằng tồn tai các cấu trúc khác dựa theo (29), trong 

đó có thể bồ bớ t m ột hoặc một số thành phần của bâc nào đó và cũng tồn tạ i các 
hàm Liapunov tương ứng. Như vây, chúng ta  có không chỉ môt m à là m ôt lớp các 
cấu trúc mạng theo kiểu Hopfield cũng như tồn tại các hàm  Liapunov tư ơ ng  ứng 
đảm bảo điều kiện cho mạng ổn định. Đây là cơ sờ cho khả năng áp dụng chúng 
rộng hơn vào các ứng dụng thực tế  như các bài toán điều khiển chằng hạn.

4. KẾT LUẬN VÀ CÁC ĐỊNH HƯỚNG NGHIÊN c ứ u

• Ý nghĩa và mục đích lớn nhấ t của bài này là chứng m inh ổn định của m ạng 
Hopíìeld làm cơ sờ để giải quyết các bài toán nhận dạng và diều khiển trong 
các hê tuyến tính  hoặc phi tuyến hoặc các bài toán khác [10].

• Mô hình Grossberg [11, 12] mang tính  tổng quát với 1 lớp m ạng rộng hơn, 
nhưng rấ t khó thực hiện trong thực tế. Trong khi dó mạng Hopfield dơn giản,



CÓ th ể  thưc hiên bằng mạch diện [2] và đã dươc dùng để giải nhiều bài toán
diều khiển và tối ưu nên viêc m ờ rộng này có ý nghĩa th iế t thực.

• Bài này cũng góp phần lý luận trong việc m ờ rộng cấu trúc m ang Hopfield 
ở  dạng tong quát bậc cao và chứng minh tính  ôn định của nó. Tùy những 
bài toán  cụ the  có thể  lựa chọn mức độ phức tạp  khi bỏ bớt các hạng của 
(29). Chúng tôi không xét ổn dịnh từng bậc vì chứng m inh dã m ang tính 
tổng quát.

• Về khả năng phân lớp tố t hơn như đã phân tích ờ  mục 2.
• Về khả năng lưu m ẫu: mạng Hopfield bậc hai có khả năng lưu m ẫu N 2 trong

khi m ạng Hopfield chuẩn chỉ dạt 0,046 N 2 [2]. Với mạng bậc cao khả năng
này chắc sẽ còn lớn hơn và cũng là vấn đề mở.

• Tuy nhiên, m ạng bậc cao sẽ có độ phức tạp  lớn hơn, tốc độ xử  lý cũng có
th ể  chậm  hơn. Đối với bài toán nhận m ẫu cũng như bài toán  điều khiển việc 
áp dụng m ạng Hopfield nhiều lớp chắc sẽ tố t hơn theo nghĩa nào đó. Những 
nghiên cứu đó là các định hướng tiếp theo. '  •

PHỤ LỤC A

Đề chứng m inh v(x) là hàm  Liapunov, dầu tiên chứng m inh quỹ đạo (l) 
dương bị chặn với dữ  kiện ban dầu dương [11].

B ổ  đề  1 (Cohen, Grossberg về tính chặn và xác định dưong).
Tính chặn: Với i =  1, 2 ,..., n, giả sử:

r

limsup[6,(|>) -  cudi(Ệ)] <  0 (A l)
£—»oo

Xác định cho quỹ đạo với % =  1, 2 ,..., n, giẩ sứ hoặc là

lim òi(£) =  oo (A2)

hoặc là lim bi{£) < oo (A3)
0+

và [V dề ,
/ =  oo với <p > 0 (A4)

J 0 w )

Thì điều kiện ban đau dương tạo thành các quỹ ãạo dương bị chặn gọi ¡à quỹ ấạo 
chấp nhận.



Chứng minh. Tính chặn đươc chứng minh, sử dụng điều kiện (Al)
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^   ̂Cị'k^k (■£k) (-^^)
k=l

là hoàn toàn đúng vì mọi Cik và d/c là không âm. Vì a t-(xj) dương khi Xi lớn, từ  
(A5) cho thấy rằng (d/dt )xi  < 0 khi Xị lớn. Quả vậy, cho điều kiên dầu dương, 
tồn tai môt Li  <  oo sao cho Xi(t) < Li  khi t đủ lớn với i =  1, 2,..., n.

Điều kiện (A2) được áp dụng cho xác định dương bỏũ: mỗi hạng trong tổng

cikdk{xk) bị chặn nếu mọi Xk < Lk  với k =  1, 2 ,..., n,  do vậy bi(xi) —

C i k d k ị x k )  bị chặn nếu mọi X ỵ  < L x với k  = 1, 2 ,..., n khi X i  —> 0+ . Vì 
k=l  ' ' * »
aị(xi )  > 0 khi Xi > 0, (d / d t ) x i  > 0 trước  khi dạ t  đến 0, (d / d t ) x i  < 0 trong  
khoảng X G (0+ —> oo) do đó Xi không khi nào đạt 0. Khi (d / d t ) x i  đối dấu  từ  
âm sang dương khi Xi  thay đổi từ  +oo đến 0+ ; trong khoảng +oo đến 0+ ắ t hẳn 
phải có một điềm X i  nào dó đề (d / d t ) x i  — 0. Khi (d / d t ) x i  =  0 th ì  X i  không còn 
chuyển động để đạt về 0 (giải thích của tác giả bài này).

Điều kiện (A3) và (A4) nếu đảm  bảo để xác định quỹ đạo dương th ì khi ấy 
(giả sử ở thời điểm t =  T  m à X i( T )  =  0 sẽ xảy ra  m âu thuẫn)

Cũng cần chứng minh V  (X) giới hạn và liên tục đề đảm  bảo các nguyên tắc 
cho Ổn dinh V(x)  [11] như sau:

Mênh dề 1 (Cohen, Grossberg). Nếu giầ thiết cùa bồ đề 1 đầm bầo thì V( x)  
được giới hạn và ỉiên tục trên các quỹ đạo chấp nhận.

Chứng minh. Nếu (A3) đảm  bảo thì tích phân

n

sẽ mâu thuẫn (tích phân trong ngoặc vuông là hữu hạn).
Như vậy Xị { T)  luôn đảm  bảo dương cho mọi t > 0.

PHỤ LỤC B (Cohen, Grossberg)

(Bl)



là chặn bỏ-i vì các quỹ đạo chấp nhận cũng bị chăn. Đồng thời các số hạng

n

ỵ 2 cj k dj { x j ) dk(xk)  (B2)
fc=l

cũng bị chặn bỏri hàm  dj (xj )  là hàm  liên tục của các biến bị chặn. Nếu (A2) đảm  
bảo, boñ vì

lim | M £ K ( £ ) I  < 00 (B3)
í - > 0 +

thì lý luận trên  là đúng. Nếu (A2) không đảm  bảo thì tích phân có thể  được 
thay thế  bằng tích phân Ị y  , ở  đó Aj là 1 hằng số dương được chọn theo cách sẽ 
trình  bày dưới đây. Việc chọn như vậy rấ t có thể  xảy ra  khi m ột số tương  tác  kết 
hợp với nhau. Mỗi một dk là hàm  không âm và đơn điêu không giảm của biến 
0 <  x k <  Lk  với t đủ lớn, k  =  1, 2 , n.  Như vậy, tồn tại L  hữu  hạn dương sao 
cho n

^ 2 c ikdk (xk) < L  (B4)
k=\

trên  các quỹ đạo dương chấp nhận với thời gian đủ lớn.
Do (A2) đảm  bảo, một khoảng [o, 2A¿] nào dó tồn tạ i sao cho

n
bi(xi) — Cikdk(xk) > L  (B5)

k— 1

n h ư y ậy Xị > Lãi(xi)  (B6)

khi 0 <  X, <  2Àt trên  quỹ đao chấp nhận tùy ý với thời gian đủ lớn. Vì hàm  
dị dương trong khoảng Ịxt-( r) , 2Aj-Ị, ờ đó Xị(T) > 0, do dó a, có cận dưới dương 
trong khoảng này. T ừ  (B6) rú t ra  T  được chọn đủ lớn để đảm  bảo (B4) dối với 
t > T  th ì Xi ( t ) tăng  ít nhất với tốc độ tuyến tính  cho đến khi Xị(t )  vượ t quá Ai 
và vẫn lớn hơn Àt sau. Vì diều này đảm  bảo cho 1 quỹ đạo chấp nhận tùy ý, việc 
chọn At trong tích phân J y  được coi là thỏa mãn.
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