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GIẢI BÀI TOÁN HÌNH HỌC

N g u y ễ n  T h anh  T h ủ y

O u r purpose  is to  p resen t some fundam ental principles for designing an inetrface language FC L  and th ree  
languages SCL, CDL and  LDL and th e ir  im pact on th e  developem ent of an ITS for figure correctness 
verification  and  geom etry  problem  proof. Besides, LDL predicates are used for expressing alm ost geom etry 
theorem s and  p roperties in a  knowledge base over which an ITS makes inference. Some experim ental of ITS 
are im plem ented  in th e  B orland C + + ,  version 3.1. ■

I. ĐẶ T V Ấ N  ĐỀ

Cuối những năm 70 thị trường các phần mềm dạy học chuyển sang một giai đoạn 

mới nhờ ứng dụng các kỹ thuật giải quyết những vấn đề trong xây dựng các hệ dạy học 

trợ giúp khám phá (vi thế giới). Các kỹ thuật xử lý trí thức, đặc biệt là các kỹ thuật hệ 

chuyên gia cho phép xây dựng mô hinh về hoạt động nhận thức cứa học trò và các chiến 

lược sư phạm của người thầy. Các phần mềm dạy học thông minh (PMDHTM) là sự hội 

tụ ciia những nghiên cứu cơ bản v'ê logic học, tâm lý học, phương pháp giảng dạy, tin học 

và đặc biệt tri tuệ nhân tạo. Những năm 90 xuất hiện các PMDH sử dụng các kỹ thuật 

tin học hiện đại (đa phương tiện, siêu văn bản...) định hưóng tới từng người học cụ thể. 

Các PMDHTM gồm các mô đun chinh sau:

• Giao diện ngưcri-máy
• Mô hình học trò

• Các chiến lược sư phạm

• Suy luận và trọ- giúp giải thich kèm theo một cơ sổ- tri thức chứa các tri thức 

thuộc các linh vực đang xem xét.

Quá trình chứng minh bài toán hình học có sự giúp của máy tính bao gồm các giai 

đoạn chính sau:

i) Dựng hinh (các hệ Geospecif,Carbi, Talc, Caiques, Geometer’s sketpatch)

ii) Thao tác trên hình, khám phá các đăc trưng cứa h'inh (Carbi, Calques)

iii) Khai thác hình vẽ để trợ giúp chứng minh (DEFI)

iv )  K h a i th á c  c á c  đ ịn h  lý  đ ể  trọ ’ g iú p  ch ứ n g  m in h  (M en to n iezh )

v) Xây dụng đô thị lời giải, tạo suy diễn (CHYPRE)
vi) Soạn thảo lời chúng minh
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Các ngôn ngữ mô tả:

LDL (Logical Description Language)

CLD (Classroom Description Language)

FCL (Figure Construction Language)

SCL (Student Construction Language) 

đóng vai trò khá quan trọng trong thiết kế các phần mềm dạy học hinh học. Người ta 

phàn chia các PMDIỈTM về hỉnh học theo các tiêu chuẩn

1- Các phần niềm vi thế giới /  (lay kèm

2- Có suy diễn đầy đủ /  không đầy đủ

3- Cơ sờ tri thức tinh /  đông

4- Có thể / không thể phát hiện và sửa lỗi cho học sinh

5- Định hưóng /  không định hướng tới bài toán cụ thể

Sau khi đọc đầu bài, học sinh sử dụng giao diện đồ hoạ để thực hiện các phép dựng 

hinh quen thuộc, dụa trên cơ sổ' thưóc và compas. Trong số các sản phẩm hiện có, Carbi 

được coi như một sẩn phẩm tiêu biểu. Đặc tính cơ bản của hệ là cho phép học sinh trực 

tiếp thao tác trên các đối tưọng hinh học. Carbi cho phép tạo các đối tượng hinh học cơ 

bản (*) (điểm, đường thằng, đường tròn) và các đối tương dẫn xuất: đoạn thằng qua hai 

điểm, tam giác, đường tròn xác định qua tâm, bán kính, giao điểm hai hình, điểm giữa, 

đường song song, đưòng trung trực, đường vuông góc, tâm đường tròn, điểm đối xứng, 

đirờng phân giác (’**). Những thao tác khác có thể là: xác định vị trí điểm, đặt điểm  

trên một đối tưcmg (**). Trong Carbi, mỗi đối tượng hinh học đưọc gắn vói một bậc tự 

do: các đối tưạng (*) (”*) (***) có bậc tự do 2,1,0 tương ứng. O’ đây bậc tự do được hiểu 

như một khà năng di chuyển trên màn hình đồ hoạ. Ngoài ra, các đối tượng hình học có 

thè được đặt tên một cách tưòng minh, ngươc lại hệ sẽ gắn cho các đối tưong đươc xây 

dựng một tên giả định nào đó.

Trong quá trinh dụng hinh, tập các đối tượng và quan hệ logic giữa chúng được 

thể hiện dưới dạng văn bản bằng ngôn ngữ mô tả dưng h'inh FCL (Figure Construction 

Language). Trarfig FCL có 31 mệnh đề khác nhau để thể hiện các phép dụng hình [4,7].

II. D Ự NG  HÌNH VÀ CÁC NG Ô N N G Ữ  MÔ TẢ SCL, CDL



v í dụ 1: Mô tả quá trinh xây dựng đường trung trực L ciia đoạn thằng AB bằng 

FCL như sau:

A là một điểm  nào đó 

B là một điểm  nào đó 

Đoạn-thằng [AB]

KI đường tròn tâm A đi qua B 

K2 đường tròn tâm B đi qua A

I giao điểm  cứa KI và K2

p giao điểm của KI và K2 (I là môt điểm khấc)

L là đường thằng qua I và p.

Nếu chỉ quan tâm đến quan hệ logic giữa các đối tượng hình học, một số phát biểu 

trong ngôn ngữ FCL sẽ không được thể hiện trong ngôn ngữ SCL (Student Construction 

Language). Ngôn ngữ SCL dùng các kí pháp toán học để diễn đạt các mô tả, khá gần 

gũi với người sử dụng. Tổng cộng có 27 kí pháp khác nhau [4,7]. c ầ n  chú ý là có những 

thao tác dựng hinh không thể diễn đạt trực tiếp sang ngôn ngữ SCL.

Vi dụ 2: Mô tả L đường trung trực ciia đoạn thằng đi qua A và B (ngôn ngữ FCL)

được diễn tả thành.

1. L!-(A B)

I e L

le (A B )
/  AI /  =  /  IB /

2. I e  L 

p  e  L

/  AI /  =  /  BI /

/  AP /  =  /  BP /  

trong ngôn ngữ SCL.

Các đòi hỏi đối với thao tác dựng hinh (FCL)



- Các thao tác chỉ chấp nhận trên cơ sỏr phép dựng cơ bản dựa vào thước và compass.

Các đối tượng phải tồn tại theo nghiã có môt thiì tuc xác đinh cho phép dựng hinh sau

một số hữu hạn lần áp dụng các thao tác cơ bản. Người ta gọi là cách tiếp cận thủ tục.

- Không đươc phép dựng hai lần cùng 1 đối tương.

Ngôn ngữ CDL đươc thiết kế sao cho gần gũi với các mô tả trong các tài liệu sách 

giáo khoa, v ề  cơ bản các mô tả trong ngôn ngữ SCL tương tự  như trong ngôn ngữ CDL, 

song trong môt vài trường họp có thể sai khác chút ít.

v í  dụ 3. Hai thao tác

- Dựng A như là trung điểm  của đoạn thẳng BC

- Dựng A như là điểm  giữa ciìa 2 điểm B và c
tưcmg ứng với cùng một mô tảA € (BC), /  A B / =  /A C  /

Ngược lại, cùng một mô tả trong CDL có thể đưa tới các phép dụng khác nhau

Vi dụ 4: Mô tả (AB) / /  (CD) không đủ diễn tả mong muốn xây dựng một h'inh 

thang ABCD, vi ở  đây ngầm định tứ giác ABDC là lồi.

Các đặc điểm  cơ bản của ngôn ngữ SCL, CDL như sau:

- L à  n g ô n  n g ữ  lo ạ i m ô  tả ,  ch o  p h ép  d iễ n  đ ạ t  cá c  q u an  h ệ lo g ic  g iữ a  cá c  đ ố i tư ợ n g ,  

mà không cần quan tâm tới các thứ tự dựng các đối tượng (đối lập với ngôn ngữ thii tục 

FCL)

- Cho p h é p  sử dụng các đặc tả kiểu đối tượng không tường minh

- Cho phép n g ầ m  đ ịn h  các đối tượng không tường minh

- Mô tả  chỉ cho phép 1 đối tượng tương ứng duy nhất (ràng buộc trong hình học 

Euclid).



T h iể t  k ế  c á c  n g ô n  n g ũ - m ô  t ẩ v à  x â y  d ụ -n g .

III. NG Ô N N G Ữ  MÔ TẨ LOGIC LDL

Mục tiêu cơ bản khi xây dựng ngôn ngữ LDL là tạo lâp các công cụ mô tả cơ sồ" tri 

thức trong các hệ suy diễn. Mặt khác, LDL còn là cơ sổ" để xác định những thổa thuận 

(didactic contract) giữa thầy và trò trong các bài toán dựng hình và chứng minh. Nếu 

như các mô tả trong ngôn ngữ SCL, CDL khá trực quan để đảm bảo mức độ thân thiện 

giữa người sử dụng (thầy giáo và học sinh) và hệ thống, thi ngược lại các mô tả trong 

ngôn ngữ LDL nhằm mục đích thể hiện các đặc tả logic một cách hình thức để thực hiện 

các suy diễn trên đ ó /. LDL là ngôn ngữ vị từ  cấp một, có thể mô tả hầu hết các định lý 

và các tính chất hình học cơ bản, trên cơ sò đó xây dựng các CSTT khác nhau. Trong

hệ trợ giúp chứng minh bài toán hình học, CSTT thể hiện trí thức của thầy, ngược lại

trong các hệ trợ giúp vẽ và kiểm chứng hình vẽ, CSTT lại thể hiện tri thức giả định của 

học trò.

LDL bao gồm các vị từ chia làm hai loại:

- Các vị từ kiểu, loại cứa các đối tượng hỉnh học

- Các vị từ tính chất, thể hiện quan hệ hĩnh học giữa các đối tượng.

Chằng hạn, trong một số ứng dụng đơn giản có thể thiết kế các mô tả trong LDL bao 

gồm 24 vị từ sau:

đ iem  (p ) , đ ư ơ n g  ( 1 ) ,  n u a  đ u o  n g  (h ,p ,l) ,  đ o ạ n  (s ,P i,P 2 ,0 >  đ g  tr o n  (c ,p ,d ) ,  k cach  (d ) ,  

thuoc đg (p,l), thuoc nđ (p,h), thuoc đn (p,s), thuoc tr (p,c), ssong ( l i ,h ) ,  nguoc (h i ,h 2), 

cung (h i,h2), kc điem (d,pl ,p2), nho hon (<¿1 , ci2) nua {di,d2), tong (d ,di,d2) bang đm  

(pi.pí), bang đg (d i,/2), bang nđ bang (si,3 2), bang tr (cx.ca), bang kc (d i,d2)-
VÍ dụ 5. Mô tả trong LDL của hình vẽ trong vi dụ 1 là:

điem (A), điem (B), đoan (s) , thuoc đn (A ,s), thuoc đn (B ,s), đg tron ( c lt A ,d i) ,  
kc điem (dx, A, B ) đg tron (c 2, B, d2), kc điem (d2, B, A), thuoc tr ( /, Cị), thuoc tr (p , c 2), 

thuoc tr ( p ,c 2), đương (L), thuoc đg (P,L).

IV. HỆ TRỌ' G IÚ P KIỂM  TRA TÍNH ĐÚ NG  ĐẮN c ủ a  h ì n h  v ẽ

4.1. Đầt bài toán

Có hai cách tiếp cận tới bài toán dựng hinh:

- Cách tiếp cận thủ tục: Hoc sinh vẽ ra hình (F) nào đó, sau khi đọc xong đầu bài. 

Sau đó hệ sẽ kiểm tra xem hình vẽ có thồa mãn các mô tả s  về các đối tưcmg có trong 

đầu bài hay không. Điều này là cần thiết, vi các quan hệ giữa các đối tượng trong hình 

vẽ sẽ là cơ sỏ" đế trợ giúp chứng minh dựa theo hình vẽ (xem phần 5).



- Cách tiếp cận khai báo: Trên cơ sờ  mô tả s (ngôn ngữ CDL), hệ thống sẽ tự  động 

dựng ra hinh F thòa mãn các tâp ràng buộc trong s.
Để kiểm tra tính đúng đắn của quá trinh dựng hình, ta làm như sau:

s 1 <— HÌnh vẽ F 

SCL FCL 

Trò

Các vấn đề khác đặt ra:

- Dịch từ các thao tác dựng hinh thành các phát biểu trong ngôn ngữ FCL

- Dịch các phát biểu trong FCL sang ngôn ngữ SCL. Các phát biểu trong SCL chia 

thành hai phần:

Phần khai báo (+ ) và phần quan hệ logic (+ + ) .

C ần  lư u  ý là  k h i d ịch  c h u y ể n  cá c  đ ố i tư ợ n g  lo ạ i (**) n h ờ  sử  d ụ n g  c h u ộ t, cá c  ràng  

buộc (+ + )  bất biến, đó cũng chinh là cơ sồ" để phát hiện quỹ tích của một điểm nào đó.

- Dịch các ĨĨ1Ô tả trong SCL của trò và CDL của thầy sang các biểu thức s 3 và s 4 

tương ứng.

- Xác định sự tương đương giữa s 4 và s 3 dựa trên CSTT giả định về các tri thức 

ciia học trò GEO, nghiã là:

GEO  =>(S4 o  s3). (4.1)

Phát biểu (4.1) chỉ ra rằng nhờ sử dụng các định lý trong GEO, xuất phát từ s 4 có thể 

suy ra s 3 và ngươc lại.

4.2. X ây dưng CSTT GEO phuc vu kiềm  chứng đúng đắn của hình vẽ

Các tiên đề, định lý, tinh chất hình học trong GEO được biểu diễn bởi các luật suy 

diễn trong LDL dưới dạng chuẩn Hom như sau:

P i(x ,...)  A p2(y ,...) A ... A p„(z ,...) =>• q(u , ...)



ồ  đây P i , q  là các vị từ logic (xem phần 3), thồa mãn các điều kiện:

- P i , q  chỉ chứa các biến gắn với lượng từ  mọi, không chứa kí hiệu hàm.

- Mọi P i , q  đều ỏ" dạng khẳng định.

- Trường họp gặp dạng phủ định ->p(...) thì ta  dùng dạng non -p(...)- 

CSTT GEO chia thành 5 modul lớn:

A. Các tiên đề, định lý về sự bằng nhau Cìia các đối tượng hình học.

A .l. Các điểm đồng nhất : 10 luật

A.2. Các đường thẳng đồng nhất : 5 luật

A.3. Các nửa đường thằng đông nhất : 1 luật

A.4. Các đoạn thằng -đồng nhất . : 2 luật

A.5. Các đường tròn đồng nhất : 1 luật

A .6. C ác k h ỏ a n g  cách  b ằ n g  n h a u  : 4  lu ậ t

B. Các tiên đề, định lý về hướng

B l. Trùng hướng : 7 luật

B2. Khác hướng : 1 luật

c .  Các tiên đề về sự thuộc.

c . l .  Thuộc đường thằng : 4 luật

C.2. Thuộc nửa đường thẳríg : 3 luật

C.3. Thuôc đường thằng : 3 luật

C.4. Thuộc đường tròn : 1 luật

D. Các tiên đề, định lý về đường thẳng thẳng.

D .l. Song song : 5 luật

D.2. Vuông góc : 6 luật

E. Các tiên đề, định lý về khoảng cách.

E .l. Nửa khoảng cách : 2 luật

E.2. Khoảng cách bé hơn : 6 luật

E.3. Khoảng cách giữa hai điểm : 4 luật

E.4. Tổng khoảng cách : 2 luật



V. HỆ TRỌ' G IÚ P CH Ứ NG  M INH BÀ I TOÁN HÌNH HỌC LÓT 9

5.1. Đ ăt bài toán suy diễn

Mục đích cơ bàn khi xây dựng các hệ trợ giúp chứng minh bài toán hinh học là: 

trên cơ sỏ’ mô tả GT, KL và CSTT bao gồm các định lý, tính chất hình học Ờ cấp hoc 

nào đó, hệ sẽ giúp học sinh tim ra cách chúng minh KL (vết suy diễn) xuất phát từ GT. 

Hai cách tiếp cận:

- Trợ giúp chứng minh từng bưó'c:

- Trợ giúp chúng minh trọn gói.

5.2. X ây du*ng CSTT THEOR trơ  giúp chứng m inh bài toán hình hoc lớp 9

CSTT THEOR đươc phân chia theo các chủ đề sau

1, Điểm thuộc đường thẳng 7, Hình bình hành

ỏ' giai đoạn thử nghiệm, THEOR gồm 49 luật. Cần chú ý là các định lý liên quan 

tó i các yếu tố như góc... chưa đưcỵc đề cập đến.

VÍ dụ 6. Định lý đường trung binh TR điểm (U,XY) A trung điểm (v,xz) —► ssong 

(UV,YZ).

HÌnh học lớp 6 cung cấp những kiến thức cơ sồ‘ đầu tiên cho học sinh phổ thông. 

Các kiến thức này tạo nền tảng vững chắc để học sinh phát triển tư duy trong các suy 

luận hinh hoc ở  các lóp sau. Các chủ đề đươc đề cập là: điểm, đoạn thẳng và đường 

thằng. Đã thử nghiệm 28 vị từ khác nhau thể hiện các đối tưcỵng: Điểm, đoạn thằng 

đường thẳng và các tinh chất: thuộc, duy nhất và phép so sánh. Tâp luât gồm 14 luật 

ca bản được lấy từ sách giáo khoa hinh hoc lóp 6, ngoài ra còn có 25 luật khác diễn tả 

các tính chất hình học bô’ trợ.

+  Khai thác từng định lý

+  Khai thác từng bộ phận hinh vẽ (hưó'ng bài toán)

4, Điểm giữa

5, Song song

6, Vuông góc

2, Điếm thuộc đường tròn

3, Ba điểm  thẳng hàng

8, Hỉnh chữ nhât

9, HÌnh thoi

10, Tam giác vuông

11, Tam giác cân

12, Đường trung trực

VI. HỆ TR Ợ  G IÚ P GIẢI BÀ I TOÁN HÌNH HỌC LÓT 6
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v í  dụ 7. Phát biểu:

Nếu hai điểm A, B nằm trên tia Ox và OB < AB thj điểm  B nằm trong đoạn OA. 
Được diễn tả thành:

nuađuong (h,o,l) thuocnđ(A,h) A nho (OB,AB) => thuocnđ(B,OA).

VII. CÀI ĐẶT TH Ử  NGHIỆM  VÀ ĐÁNH  GIÁ

Các ngôn ngữ mô tả FCL, SCL, CDL có thể xem như là bộ phận cấu thành trong 

các giao diện với người sử dụng, trong khi đó LDL gắn chặt vói biểu diễn các luật trong 

CSTT. Một số tính chất hình học như tính lồi của tứ  giác, điểm nằm trong tam giác,

2 điểm nằm trong tam giác, 2 điểm nằm cùng một phỉa của đường thằng... không thể 

tưòng minh hoá được bằng mô tả SCL, CDL và LDL.

Đã tiến hành thử nghiêm hê trọ' giúp chứng minh bài toán hinh học bằng ngôn ngữ 

C ++, Borland version 3.1 cho kết quả tốt.
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