
VỀ MỘT THUẬT TOÁN MÔ PHỎNG 
M ồ HÌNH T ự  HỒI QUY AR(p)

N g u y ê n  T r u n g  H o à

An algorithm of simulating the regular stationary gaussian autoregressive model is proposed. Numerical 
examples have been issued in order to interpete the efficiency of the algorithm .

I. ĐẶT VẤN ĐỀ

Mô hình tự hồi quy AR là môt trong những mô hĩnh có nhiều ứng dụng trong kinh 

tế kỹ thuật, đặc biệt là trong lý thuyết xử lý tín hiệu. Bài toán nhận dang mô hlnh AR(p) 

là bài toán ước lượng bậc hồi quy p và các hê số tự hồi quy ak , (k =  1 , p) đã được 

nhiều tác giả quan tâm và đã có nhiều thủ tục khác nhau. Chẳng hạn các thvl tục xác 

định cấp p được đề cập trong [1], [2], 3[],... và các thủ tục tục ước lượng ak có thể tim 

thấy trong [2], [4], [5], [6],... Trên thực tế, để kiểm tra tính ưu việt của mỗi thủ tục nhận 

dạng người ta  phải cho chạy mô hình đó trên rất nhiều dãy số liệu cụ thể khác nhau. Tuy 

nhiên không dễ gì để có được nhiều dãy số liệu như vậy. Bài này đề nghị một thủ tục để 

mô phỏng các dãy số liệu tuân theo mô hình AR(p) với p cho trước và các ãk, k — 1 p 

cho trước.

II. CO' Sỏ ' TH U Ậ T TOÁN

2.1. Hàm  tư  tương quan riêng của m ôt quá trình dừng, không kỳ di

Trong mục này, nếu không nói gì thêm, ta luân già thiết {x (| t e  z }  là một quá trinh 

dừng cấp hai, quy tâm, nghiã là {zt | í €  z }  là một họ các biến ngẫu nhiên thực, rời rạc, 

xác định trên một không gian xác suất (f2, A, P) thỏa mãn

E (xt) =  0, E {x ị) -  ơ 2 <  oo, £ r(x t ia)At_ s, (1)

trong đó

- E(.) là một toán tử kỳ vọng

- l e  z, 5 ẽ Z, (z là tập hợp các số nguyên).



Giả sử M là không gian con cứa L2(ũ, A, p )  sinh b<H các X ị.  Khi đó phần tử cda 

X  là tổ hợp tuyến tính có dạng Y^atXị, (at là các số thực). TÍch vô hướng trong M 

được cảm sinh bỏi tích vô hướng trong L 2(ÍÌ,Á ,P ) là toán tử hiệp phương sai, nghiã là 

(x t ,x ,)  =  E {x t ,x t ). Chuẩn trong X  là phương sai ciìa biến ngẫu nhiên, IN I2 =  E {x*).

Không gian X  được gọi là chính quỵ nếu số chiều của .M là vô hạn. Khi đó quá trinh 

{ i t l  t e  Z} đ ược gọi là quá trình không kỳ dị (non singulier) [7].

Giả sử {x t \ t €  z ị  là quá trình không kỳ dị, gọi X (í,n ) ,  (n >  0) là không gian con 

sinh bổũ tập {x t , Xt- 1 , X t - n + i } ,  M(í,0) =  {0}. Vi không gian này có số chiều là n nên 

hình chiếu trực giao của Xị lên M(í -  l ,n) được biểu diễn duy nhất dưới dạng: [7]

vì giả thiết về tính dừng ciia {x t\ í e  z }  nên phương sai của e(t,n ) và phương sai ciia 

e*(t,n) bằng nhau và được ký hiệu bởi

Định nghĩa 2.1.1. Hằm tương q u a n  riêng cùa quá trinh {art| t e  z } ,  kí hiệu /?(.), là hàm 

xác định trên tập z  các số nguyên, được cho bổ'i biểu thức

vỉ {x t\ t e  z }  dừng nên (6.c) là hợp lý.

Với k cố định thuộc N*, /3(k) được gọi là tự tương quan riêng cấp k  giữa Xị và xt+n 

trong tập {x t , . . . ,x t+n}.

Với giả thiết Gauss, hàm tự tương quan riêng sẽ được tính qua phương sai và các 

hiệp phương sai của quá trình theo hệ thức truy hồi sau:

n
(2)

Đất

n

(3)
k= 0

và ta sẽ gọi e{t,n )  thồa mãn (3) là thặng dư tiến riêng c ấ p  n  ciìa Xị.

Hoàn toàn tưcmg tự, ta  gọi e*{t, n) là thặng dư iùi riêng cấp n của xt :

(4)

ơ3(n) = Ht)n)||2 = ||e-(ífn)||3. (5)

Jơ(0) -  1,

/3(n) =  (e(t, n — l) ,e*(t  — n, n — 1 ) ) /ơ 2(n — 1), (n >  0)

P{n ) =  (n <  ° ) .

(6.a)

(6.Ò)

( 6  .c )
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Mênh đề 2.1.2 (Thuât toán Levison-Durbin) [7].

Giả sử {x t\ t e  z }  là qwuá trinh Gauss, dùng cấp hai, quy tâm, không kỳ dị có 

E(x?) =  ơ2 và E (xt í xk) =  xt_ k . Khi đó các tự tương quan riêng ß (n) thòa mãn hệ thức 

truy hồi sau

! (0) =  ơ2, vó'i mỗi n >  0

ß(n ) =  1er2 (n — 1)

1 n >  u :
ft — 1

xn + Ỵ ^ b ( n -  k, k)Ằn_ k 
k= 1

!(n) 1 - ß 2(n) ơ  ( n  — 1) 

b(n, n) =  —ß[n)

b(n, k ) =  b(n -  1, k) -  ß(n)b(n  — 1, n — k), vó'i 1 <  k <  n — 1.

(7.0)

(7.6)

(7 .c )  

(7 .d)  

[l.e)

Để xây dựng một chuỗi thời gian dừng {xt \ t e  z }  có hrh tự tương quan riêng cho truớc 

ta sử dụng mệnh đề sau:

Mênh đề 2.1.3. (Dégerine) [7]

Giả sử {x t\ t e  Z j là một dãy trực giao cùa L2(n, A, p )  thỏa mãn

\yo\\2 =  ơ2 (0) =  ơ2, \\yn ! (n) =  Ịl — /92(n)Ịơ2(n — l), n e  N* (8a)

trong đó

\ß{n) I <  1(8-6)

Nếu |/5(n)I =  1, thi ß{n) =  ß(n  +  1).

Khi đó chuỗi thời gian {x t\ t e  Z}, sao cho

Xo =  yo

+  n =  x(n, n — 1) +  ß{n )e*{0, n — 1) +  yn, n e  N *

(8.C

(9.a)

(9.6)

là một dãy dừng có các hàm tự tưong quan riêng là ß{.).

2.2. Mô hình tư  hồi quy và các tư  tương quan ricng

Môt quá trinh {xị\ t £ Z} đu'0'c goi là q»á trinli tự hồi quy cấp (p £ N *), kí hiêu

Xị ~  A R(p), nếu Xị thỏa mãn phưcrng trinh

p
(lO.a)



trong đó: et là ồn trắng, nghia là

E (e  t) — 0, E [e ị ) =  Ớ\ <  oo; E {ete f ) =  0, vói t Ỷ s 

a0 =  1, ap /  0.

(10.6)

(lO.c)

Với định nghiã trên có thể nhận thấy rằng quá trinh tự hồi quy là một quá trinh dừng, 

quy tâm có phương sai hửu hạn.

Đặt $*(z) =  ^ ¿ ’- 0  a’ 2' khi đưcỵc gọi là đa thức tự hoi q u ỵ  tưong ứng vó‘i quá trinh 

tự hồi quy {x t\ t e  z } .  Nếu quá trinh đã cho là không kỳ di thi đa thức tự hồi quy tương 

ứng có tất cả các nghiệm nằm ngoài đường tròn đơn vị u  [2], và theo [7] nếu một quá 

trình {x t \ Í Ễ  Z} dừng, không ki dị thỏa mãn phương tinh (10.a) sao cho <í>* =  J2 l’=í)ai zí có  

tấ t  cả các nghiệm nằm ngòa đưcmg tròn đơn vị u  thi £t là ồn trắng, nghiã là {x t \ t & z }  

là một quá trinh tự hồi quy cấp p, hon nữa £t không tương quan vói Xt - 1 , xt- 2 , •••

Mỗi quá trinh tự hồi quy đưcrc đặc trưng bồ’i hàm tự tưcyng quan riêng của nó. Điều 

đó được khẳng định bỏi Dégerine [7]:

M ênh đề 2.2.2.

Quá trinh dừng {xị I í 6  z }  liì tự hồi quỵ cấp p khỉ và chi khi cắc tự tương quan riêng ciỉa 

nó thỏa mãn các điêu kiện

Định lý sau đây cho phép tinh các tự tương quan riêng ciia một quá trinh không kỳ 

dị, tự hồi quy cấp p khi biết các hệ số tự hồi quy của Ĩ1Ó.

Đinh lý 2.2.3. Già. sử { a:t I t 6  z }  ià  quá trình không k ì i  dị tự iiồi quỵ cấp p thòa mãn (10.1), 

(10.b), (10.c). khi đó các tự tương quan riêng tương ứng với quá trinh đó được tinh truy hoỉ 

theo công thúc

0 <  |/9(ĩT-) Ị <  1 vói 0 <  n <  p 

¡0(n) =  0 với n >  p 

Ị3{n) Ỷ 0

( l l . a )

( 11 .6)

(ll.c)

Vói k =  0,1, b(p,k) =

Pp =  -b (p ,p )

(12.a) 

(12.6)

Với n =  p , 2:

Vói k =  1, n — 1 : b(n — 1, Ả:) =  [6(rc, k) +  /9„ò(n, n — Ar)]/ịl — p 2(n)} 

p[n — 1) =  — bịn — 1, n — l).

(12.C)

(12.d)



Chứng minh. Giả sừ ß(n) là tự tương quan riêng cấp n và b(n,k) là các hệ số biểu diễn 

hình chiếu trực giao của xt lên M(t -  l ,n ) .  Từ  định nghiã 2.2.1 ta có

p
x t =  -  O ị X t - i  +  £ ị  

i=ĩ

với et là Ồn trắng, và vì quá trình đưcỵc giả thiết là không kỳ dị nên

í '  p

E ( e t { -  ^ 2  O i x t - i ) )  =  Ẽ ( - Ỵ 2 a i x t - i s t )  — 0 
i= l t'=l

suy ra -  £ f =1 là hình chiếu trực giao của xt lên Mịt -  1 ,p), do đó b(p,k) =  ak (với
k =  0,1, ...,p) và ß(p) =  -b (p ,p ).

Theo mệnh đề 2.1.2 thì ß(n  -  1) =  -b (n  -  1, n -  1) và

( b(n, k) =  b(n — 1, k) — ß[n)b(n  — 1, k — 1)
1 bịn, n -  k) =  bịn -  l , n -  ìc) -  ß(n)b(n -  1, k)

và từ hệ trên dễ dàng có được

b ị n -  1 ,k)  =  Ịfc(n, k) +  ßnb ( n ,n -  Ả:)]/[l - / ? 2(n)].

Định lý 2.2.4. Giả sả  {£t | (í =  0, 1,...)} Jà dãy cấc ồn trắng và {/3(fc)| (n — 0,...)} Jắ dãy cắc số  

thực th¿a mãn: 0 <  ß{k) <  1 vói k =  1, ß(p) Ỷ 0; /3(0) =  1; ß(k) =  0 vói k >  p. Khi đó  

chuỗi thời gian {x t \ t G z ị  được tạo nên bỏ‘i hệ thức truy hồi sau lầ chuỗi tự hồi quy cấp p cố các 

tụ tương quan riêng là ß(k) :

x(0) =  Ệo 

Với t =  1, ...,p

Xt =  - Ỵ 2  Ht, k )x t- h  + \/nj: = 1[l - ß 2 {k))it  
k =  l

Với t =  p +  l,p +  2, ...

=  b(p> k )xt-k  +  \/n£=1[ i - £ 2(Ả:)]& 
k=l

Chứng minh. Đặt y0 =  ío và yt =  v / n ^ Ị l  -  ß 2{k)]it (với t =  1,2,..'.) nên ||y0||2 =  Ơ2Ệ; ||yt ||2 =  

* 2(í) =  K = i [ l  -  ß 2{k)}°2v  v ì  ß ( p +  1) =  ß{p  +  2) =  ... =  0 nên <72(p) =  <72( p +  1) =  ... =  ơ2 

không đổi, và yt là dãy trực giao do Ệị là dãy các ồn trắng.

Theo mệnh đề 2.1.3, chuỗi thời gian {xt | í e  z }  thỏa mãn

Xo =  yo

Xị =  x { t , t  -  1) +  ß { t ) e * ( 0 , í  — 1) +  yt



là chuỗi dừng có các tụ" tương quan riêng cấp k là ß(k) (k & N*).

Thay x ( t , t — 1) và e*(0,í — 1) ỏ' đằng thức trên bổi các hệ thức (2), (-1) ta có

t-1 í-1
1, k ) x t - k  +  ß (í) b(t -  !> k)xk  +  Vt

k= 1 fc=()
t - 1  t - 1

xt -  -  ^ 2  b(t -  1, fc)xt_k +  ß{t)  b(t -  1, t -  k ) x t - k +  ß { t ) x 0 +  yt 
k = l  k = 1
t - x

Xt =  -  +  ß { t ) b [ t  -  1 , í  -  f c j j x í - f c  -  ò ( M ) z o  +  ! / t •

/c=l

Theo mênh đề 2.1.2, từ đằng thức cuối cùng ta đat đưo*c

t
X ị  =  -  ò ( f ,  k ) x t - k  +  Vt-

Vi ß[t) =  0 với t >  p nên

V

Xt =  ~ ỵ 2  b ( t , k )x t - k +  yt, vó i  í >  p 
k =  l

và nếu đặt ãk =  b(p, k) và e t =  yt thi

t

Xt =  - Ỵ 2  a k x t - k  +  e »  
fc=l

trong đó e t (vó’i t >  p) là các ồn trắng có phưcmg sai ớ ị  =  n£.= 1[l — ß 2(k)]a'ị. Vi vậy, theo 

mệnh đề 2.2.2 thì {x t \ t e  z }  là chuỗi tự hồi quy cấp p.

Như vậy, theo định lý 2.2.3, nếu cho truó’c p hệ số tự hồi quy cúa quá trinh không 

kỳ dị ta  sẽ tinh đưcỵc các tự tương quan riêng, và theo đinh lý 2.2.4 ta sẽ xây dựng được 

chuỗi tự hồi quy cấp p khi biết p tự  tương quan riêng đầu tiên của chuỗi. Đe đảm bảo 

rằng chuỗi được tạo nên là không kỳ dị ta  phải chọn các hệ số tự  hồi quy sao cho đa thức 

hồi quy có p nghiệm phân biệt nằm ngoài đưòng tròn đon vị u . Ta có thuật toán sau.

III. T H U Ậ T  TOÁN  VÀ  K Ế T  QUẢ s ố

Buóc 1.



HỈnh 1. T ự  tương quan mẫu của chuỗi Narrow-band, Gauss AR(3)

Cho trước p nghiệm của $*(z) nằm ngoài đường tròn đon vị u  (có thể có các cặp 

nghiệm phức liên hợp): z ít z2, ...,zv.

Khai triển chinh tắc

để có ao =  1.

Bưóc 2

Tinh các p{k), k =  1, . . . ,p và ma trận b(n, k) cấp p X p theo định lý 2.2.3.

Bước 3.

Tạo chuỗi tự hồi quy có phân phối cho truức từ dãy các ồn trắng cho trưó'c theo 

định lý 2.2.4.

Thuật toán đã đưọ-c thể hiện trên ngôn ngữ chương trinh Pascal, vó’i các ồn trắng 

tuân theo phân phối chuẩn >/(0,1) do công thức Ịt =  TS/-2 lo g $ tl cos(2ir$tl + l , [8] trong đó 

và fti+i là các biến ngẫu nhiên liên tiếp săn có cùa Turbo Pascal.

Các đa thức tự hồi quy được chọn theo hai loại: Loại thứ nhất, đăc trung cho tin 

hiệu narrow-band, có tất cả các nghiệm nằm ngoài, sát đường tròn đơn vi. Loại thứ hai, 

đặc trưng cho tín hiệu wide-band, có tất cả các nghiệm nằm ngoài, xa đưcmg tròn đon 

vị.

Trong mỗi trường hợp, các tự tưcmg quan mẫu ciìa chuỗi tạo nên đã đưcỵc tinh lại 

theo [2] và được thể hiện trên các hinh 1,2. Qua các đồ thị nhận được, ta  nhận thấy 

rằng dáng điệu ciia các hàm tự tương quan mẫu đều tuân theo quy luật sin/mũ và tắt 

dần tại những trễ bậc cao, theo [2] đieu đó chứng tồ các chuỗi mô phỏng thực sự là các 

chuỗi tự hồi quy.

^ W  =  (nr= l2 i)“ 1nf=1( a - 2 Í)

dưới dạng
I'

<r (z) =  Ỵ 2 ữizi



X X X = R = t

HỈnh 2. T ự  tương quan mẫu của chuỗi Wide-band, Gauss AR(3)

Tác giả tỏ lòng biết ơn GS Nguyễn Hồ Quỳnh đã tận tinh giúp đỡ để có thể hoàn 

thành đưọ'c bài báo này. Đồng thời tác giả cũng chân thành cám on xemina Toán ứng 

dụng thuộc liên trường ĐHTH, ĐHBK,... và các đồng nghiệp đã hỗ trợ, cô’ vũ nhiều khi 

tác giả thực hiện bài báo này.
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