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Viện Toán học

T í n h  toán thẫm qua các đập đát  là mạt yêu cAu thực tiễn khi xây dựng các công tr ìnt ỉ  
thủv  điện và thủy lựi. Bởi vì nó làin cơ sở đè t inh toá n  độ au  toàn của đập ahur sir 
on định của đập và sự  xói ngầm írong thân  đập.  Ớ Việt Nam p h à n  lớn các đập  thữy  

lợi vả thủy điện ià  các đập đấ t  đá với  cấu trúc địa chẫt  phức tạp. Trong một số trurởng
¡hợp, công t r ình  xây dự ng là một hệ thóng  gòm nhiẽu đập đẫt.

Về mặt toán học, bài  toân thám q ua  hệ thống  đập đấ t  íà một  bài toán b iên  eliptic; 
•có nhiều biên tự do là các đirờníỊ phân  chia p h à n  ướt  và  phần khô t rong  cáo t h à n  đập .

Trong bài nghièn cứu này,  chúng lòi giải gần đúng bà i  toán  thám của hệ thđng  đ ậ p
đ ẫ t  nh ờ phư ơng pháp lặp kết hợ p  p h â n  tử  hữ u  hạn .

Đây là sự  mở rộng  thuậ t  toán t rang  [2 ], [3 ], [4], đề giải bài  toàn  thăm một  đập  
■sang t rưởng bợp hệ th ỗn <5 gồm nhiẽu đập.  Một chương tr inh mảy t ính  đã  được  xây d ự n g  
theo ph ương  pháp t rên  và được  sử dụng đê giải một  bà i  toán thăm của thực  tiễn nixớc ta.

ỉ .  Đ ặt b à i  to á n .

Giả sử cho một hộ thống gom m đập và ký hiệu Tj l à  biên tự do (hay còn gọi 'ầ
m _ _

mặt  bão hòa) của đâp thứ  ị và đă t  r  =  \J  Fj. Gọi Q là miền thâin đươc  giới han bởi  F
j=i

và  các biên đã cho khâc. Ký hiệu Hi là mực 11 ước thượng lưu, Hm+1 là mực n ư ớ c  hạ  l ư »  
và Hj là các mực nước  t rung gian giữa đập thứ  j —1 vầ đập thứ  j <j — 2, 3,..., m). Giả sễr 
ỉiệ số thám k (x, y) đã cho và miên thấm là hữu  hạn  (hình 1).

•Gọi cp là áp lực thủv lực, tírc là

cp(x, y) =  y +  * — - pg



t rong  đó p(x, v) là áp lực nước  íhẵm.  p la mật độ nước  Ihẫm và g là gia tốc t r ọn"  trường.. 
Khi đỏ bài (oán thám đặt ra nhir sau [ ì ] .  Tim biên lự do I và áp lực (hủy lực (p Ihỏa mãn 
các điều kiện sau :

<1>

(2>.

11M r*—— =  0 t r ê n  1 vá Iỉm+iAi 
ôn

cp =  V trôn r (3>

t rong  đó n là pháp  tuvến ngoài  của r .  Từ đó dễ dàng t ính được các đặc t rưng  khác của 
đòng  thăm nh ư  vận lốc, lưu l i rọng,  v.v... (xem [l]) .  Bài toán (1) — (3) thuộc loại bài  toán biên 
phi  tuvẽn mà lởi giải của nó chỉ có thề  t ìm gàn đúng.  Dirới đàv chúng tồi xâv dự ng  một
thuậ t  toán đễ giải gàn đú ng  bài toán  này.

2 .  P h ư ơ n g  p h á p  g iả i  g à n  đ ú n g .

Đẽ tìm lời giải găn  đúng cho bài  toán (1) — (3) chúng íôi 111Ở rộng Ihuật  toán lặp két 
họp  pliàn tử  hữu  hạn  t rong  ([2 ], [ 3 ], [ 1 ]) đễ íịiải bài  toán thám của hệ thống đập đ ă u  
Nội dung  p h ư ơn g pliáp nhir sau.

Giả sử la đ a  bìẽt b iên tự  do gân  đú ng  b bước  lặp thứ  i là \  Quá tr inh giải tiếp 
theo gồm ba bước.

Bước ì .  Nhờ r(l) i!ă biết  ta xủy dựng đuợc  miên thấm £2̂  được  giới hạn bởi các 

biên tự  do r (l) và các biồn đã cho khác.  Ta  giải hài  toán biên (1), (2) t rong miền đã biẽt 
Q (i) này và Ihu cỊirợc nghiệm gìtn đúng <p^ n h ờ  phư ơn g pháp ph ần  lử hữu hạn.

Bước 2. Kiềm tra đi8u kiện biên (3) theo tiêu chuằn

t rong  đó E là một hằ ng  số đù nliò được  chọn tùy theo vêu cầu vè độ cliính xác của từng 
bài  toán  cụ thê (¡hông t h ư ở n g  chúng tôi lấv E =  0,01).

Nếu điều kiện (4) đư ạc  thỏa mãn thỉ quá t r inh  lặp dừng lại vi t ăt  cả các điều kiện

(1) — (3) đượe  thỏa mẫn.  Trong  t r ư ởn g hợ p này ta lấy gàn đúng r =- và <p =  cp^ làm 
nghiệm củs bài  toán thấm.

Nếu đièu kiện ( 1) không được  thỏa mãn thi ta c h i n ề n  sang bước  tiếp theo.

Bước 3. Trong t r ư ờ n g  hợp nàv  điều kiện (3) không được  thỏa mãn.  Vì vậv ta càtt

sửa  đồi Liên tự  do th ành  biên tự do n hằ m  thốa m ãn  tốt hơn  điỄu kiện (3).

Giả sử (Xị, Ỵị) là điêtn thuộc biên mà tại đó điêu kiện (4) không được thỗa mẫn.  Khi

đó ta sửa điễm này thành đièm (Xi + 1 , V i+ i)  thuộc biê n r(i +  1 ) bằng cách lấy XỊ-ị-1 —Xi và

inax I (x, v) — V ị < c  e
(X, y) é r (i)

(4>

t p ^ í x ị ,  yj) +  yi

Sau khi sử a  tẫ t  cả điềm Irèn biên I ^  không thỏa mãn đièu kiện (4) ta được  biên

Ta xem là một xấp xỉ mới của biên Hr do r  và chuvễn sang bưíTC lặp tiép Ihco*
tức là t rở  vè bước 1.



a  =  c - 1 u e, c“ 1

<A là diện lích (ủa  lain giác Z i e). 

Từ (8) và (10) ta có

a u

2A

2Ai 2A“ 2A,

bi Ò2 t>3

«1 aa a3

Xk - Xk 3rj, 2A =

<10)

ỡx
—  bTU \  —  =  —  aTUe,
2 A ỡy 2 A

<11)

trong đó a =  Ị ai, a 2, aa Ị , b =  Ị bi, b2, b3 Ị,

Lý- luận  tương tự ta đi đển 

dy 

ồx

t rong  đó v e =  Ị VI,  V2» v s | T. Vj là giá Irị hàm V tại nút  thứ  j (j =  1,2,3), 
Thay  (11) và  (12) vào (7) ta đi đến

- 1  b V ,  —  =  —  aTVe,
2A 9y 2A

<12)

M v eT

e =  l 4A*
/  /  k (bbT +  aaT)d x  dyị u e =  0. Í13)

Với giả thiết k =  ke là hằng số t rên tam giác A e (chẳng hạn khi k là h ằ n g  sỗ từng
mẳu t rong  miên D) thi từ (13) ta đi đến

M

e =  1
<14)

trong đó

K
4A

+  a 2 b i b 2  +  a i a 2  b i b 3  +  a i a a  

b2bi +  a2ai b ị  +  bab3 +  a2S3

bgbi +  a 3ai b3ồ2 +  a3a2 1>3 +  a |

Kc được  gọi là ma t rận độ cứng ph â n  tử. Đó là một ma t rận đối xứng cáp 3 X 3 .  Từ  (11) 
ta có hệ p h ươn g  t r inh

cW 9 C ữU = Q, <15>

trong đó ^(^25)  là véc tơ gồm giả trị của hàm u (v) tại các nút  của lưới  t am giác, là ma 
t r ậ n  độ cứng toàn cục. Ma t rận  này được tạo ra từ các ma t rận  độ cứng p h ầ n  tử  Ke.

5z  là mốt ma t rận đối xứnĩ! băng với độ rộng băng  bằng hiệu số lớn n hẫ t  của cảc 
số hiệu nút  của mỗi tam giác. Vi ữ&- là tùy ý nên từ (15) ta đi đẽn

ỊX . ổì í - 0 .  (16)

Bàv giờ ta xử lý điều kiện biên như sau. Giả sử r là một nứt biên và tại đỏ hàna u =  Ur,  
tức là

Ur — Ur.

Do điễu kiện (17) ta chuyèn hệ (16) th à n h

« ■ V  =  y ,  7  =  \ 7 u 7 2...... ị T , «  =  í SẼ,J ị *

(17)

(18)



Chú ý í .  Việc chọn xẫp xì ban đàu của Iiiặl lự do r*'*'* ảnh hưởng nhiêu đến s ự -
■hội tụ của p h ư ơ n g  pháp .  Một trong những  củcli chọn lỗt là căn cứ vào cảc công lliứe t rong

qui pliạm kỹ tliuật [5] đề t ính gàn đúng các đường bão hòa trong từng đập riêng rẽ 

(j - 1,2,... m).

Đẽ liẽt kiệm giờ máy do quá t r ìn h  lặp có thề không hội tụ hoặc quá t r ình  hội tự
chậm,  ta đira thêm tiêu chuẫn là máy dừn g Iiếu Iihư số bước  lặp vượt quá một số I0 nào
đó ( thống  t h u ồ n g  chúng lôi lăy lo =  50).

Chú ý 2. Sử d ĩ  chúng tôi chọn p h ư ơ n g  pliáị) phàn  tử  hữu hạn đề giải gàn đùn«; bài

loán  (1), (2) t rong miên , vì miên này có h ình dạng pliức tạp. Hơn nữa  ta có (hề tiết 
kiệm được  bộ nhớ,  vì thế cần chia ph àn  tủ' đàv ở vùng gân biên tự do, còn các na i  khác 
có thề chia lưới  khá thưa.

3 .  K ỹ  t h u ậ t  p h ầ n  t ử  h ữ u  h ạ n  t ì m  n g h i ệ m  t r o n g  l ừ n g  b ư ớ c  l ặ p .

Như đã tr inh bàv ở phần 2 trong mỗi bước  lặp chúng ta cân giải bài toản bien 
hỗ n  hợp  Irên miên đã biốt D

(  k +  ——  ( k  =
V ỡx /  ỡy V úy /Ỗ X \ U . \ /  uy \  V \ s  ̂r ̂

u =  g trê 11 Si , —— =  0 t rân  Sj
ồn

v ớ i  Si \J  S2 =  ÔD, Si r \  S2 — ộ, 11 là pháp  tuyến ngoái của S2. Bằng cách tích ph ân  tù ng  
p ỉiằ n  từ (5) ta đi đễn

JJ V 9x ôx ỡy ỡy 
D

/  flu àv  Su 8V \k ---- ---- +  ----- \ dxdỵ = 0 (6),
V ỡx ỡx ỡy ỡy /

với  mọi hàm V  ^  Ii^  ̂ID) và  tr iệt  tiêu Si.

Đề giải (6) theo phương  phàp p h à n  tử  hữu hạn [4] ta chia miên D th ành  M các tam giác
A e  với số đỉnh N sao cho

M
D -  W- Ae.

e = !
Các tam giác nồv chỉ có thẽ chang  nhau cạnh hoặc đỉnh.  Khi đỏ cổ thè viẽt (6) dirới dạng

ịdx dy =  0 (7)V  f  f  k J l _ v
J  J  V dĩ  ờx ôv ỡv /

e = l  A e  • 1

với mọi hà m V  es H (D) và triệt  tiêu t rên  Si. Mỗi tam giác A e xét một cách địa p h ư ơ n g
C‘ó 3 đ ỉnh được  ký hiệu là  1, 2 và 3 với các tọa độ tại đ ỉnh là (,<j, yj), j =  t,  2, 3. Ta xã[>
xỉ hàm u trên tam giác bởi  hàm tuyến t ính

u =  cti +  c<2 X +  013 y .  (8)

Viẽt tại hệ thức (8) tại các đ ỉnh tam giác và ký hiệu 11 j là giả trị hàm u tại đỉnh
j(j  =  1, 2, 3) ta có

u e =  ca,  c =  Ị 1

1 XI yi ■
1 X2 V2
1 X3 V3 .

(9>

trong đó u c =  Ị u j ,  U 2,  u s ị T ,  a  =  Ị « 1 ,  0(2, CC3P  với chữ T ký hiệu là m a  t rận  chuyên vị,. 
Từ  (9) ta có



t r ong  đó <3 C r r  — 1, *ĩr — ^ r ,  S^sr =  0, y s  =  ~  S^sr "^r  với mọi s =h r.
X  cũng là một ma t rận  băng ,  đỗi xứng. Dề tiỏt kiệm bộ nhớ ta ch? can ghi các ph àn  ! ft' 
rốc đường chéo phía  t rên trong giải băng của ma trộn s rc và giài liệ (18) Iheo phương;: 
pháp  Gausse.

Sơ đò khối đê giải bài toản thấm n h ư  sau

Nhập số liệu
i
_______ L ______'

— »- LAP =  LAP +  1 Ị 

ị

Tính độ rộng của MT băng 

ị

Xây dự ng  MT độ cứnơ ph à n  tử

_______________ị_____________
Xây dựng MT độ cứniĩ toàn cục

ị
Xử lí điều kiện bièn

______________ I  _________ ,
Giải hệ (18) bằng  p h ư ơ n g  ph áp  Gausse Ị 

ị  ______
Kiềm (ra í fĩÚT1P 

diẽu kiện (7)
Tí ti h ị 

lull lượng
Tín h  grad ien  I

thấm t ỗ i  đa I

ị  sai

Sửa lại biên tự do Stop

■ỉ. C h ư ơ n g  t r ìn h  m áy  t ín h  và  áp d ụ n g .

Theo thuật  loốn t r ình bàv ở tròn, chúng tôi đã xây đựng một  chương t r inh  máv t ính 
theo ngồn ngữ FORTRAN. Bộ chuo ng  ir inh nàv gồm có chương Irinh chính và 3 cl iưong 
tr ình  con. Chuơng t r inh con ZERO cho phép gản giá tr ị  không cho một ma I rận (kề cả vec- 
1ơ)  nh ằ m  tránh  iỄni l ẫn  t rong  quá trình t ính toán do chưa xóa t rong bộ  n h ớ  các  kết quả  
t ính  toán  ở bưổc lặp  trưởc.

Chương t r ình  con BANG niiằm íỉiải ph ương  (r ình theo ma t r ận  bă ng  nh ờ p h ư o n g  
p h á p  GALSS [4]. Chưong t r ình con DCUOL nhằm t ính các điẽm gàn đúng Cs sau mỗib t rỏc  
lặp Iheo phuorig pháp  Iigcại suy tuvcn l ính lìoặe bậc hai.  Chương trìnli chính  có nhiệm vụ 
đọc số liệu vào.  xây d ụ n g  ma (rận độ cứng,  lỗ chức lặp và in kết quả  ra.  Chương t r ìn h  
này cho phép thay đồi các pliần tử hũu  hạn một  cách tự động tlieo quá t r ình  lặp.  Đễ phù 
h ọ p  vói  yêu càu kỹ thuậ t ,  chương tr ình đirợc lô chức đề có thề vừa t ính  t rong  t rường 
h ợ p  một  đập,  v ừ a  t ính trong t rường họp  hệ tliống đập và có the t ính toán theo nhiêu mặt 
cắt t rong ITỘI làn lính. Chúng tôi đã tiẽn hành thử  nghiệm số t rên  các máy t ín h  điện tử 
EC—1022 và Minsk—32 và nhận  được  kẽt quả  ỗn đ ịnh số trỀn mốy tính.. .

Tl ìuật  l cán và chương t r ình  này cũng đã được  sử ùụng đễ t ính  thấm cho độp thủy  
điện Hòa Bìnli sau giai đoẹn lỗp sông đợt  1. Mò h ình một bài toán là một hệ thống gồm 
ha i  đập .  Mực nước  thư ợng  lưu ]à 40m, mực nước  hạ lưu là 25m, mực nước  giữa ha i  đ ập  

là  37m.



Cỉiieu dài t ính  toán là 905m. Dâp £Ịồm ba loai đất  đá chính : Đá phong hóa  có hệ 
số thẩm 2 cm/s ; đẫ t  cuội xỏi có hệ sổ ihăm 0,15 cm/s và đã t  sét có hệ số thẵin 5.10-  cm/s. 
Vỉ hệ số thấm giữa  các vùng t ính loán hơn  kém nliau hàng triệu làn  nôn việc dùn g  mô 
h ìn h  tư ơn g  tự điện —thủy dộng hoặc mô lùnh  vậ t lý gặp nhiễu khó khăn.  Do vậy việe sử 
d ụ n g  mô h ỉn h  toán  học  t rong t r ườ ng  h ợ p  n à y  l à  th ích  hợp .

Đê đảm bảo độ chính xác do kỹ thuậ t  đòi hỏi, chúng tôi chia miễn thẫm th à n h  220 
ph â n  tử tarn giác. Các hàm nội suy trong các p h à n  tử tam giác này  được  chọn là hàm 
tuvến t ính.  Sai số t rong tièu chuẫn  (4) được lăy e =  0,01. Kết quả  thuậ t  toán dừ ng  sau  12 
bước  lặp. Các kẽt quả  t inh toán vẽ dồng thẩm được  phía  kỳ thuậ t  chẫp nhận .

Càn lưu ý rằng  sự hội tụ của phư ơn g pháp  còn là một văn đễ mỏ  ngay cả đổi với
t r ư ờ n g  hợp một đập.  Tuy  nhicn,  Cfua ¡hực lễ t ính  toán,  chúng tôi thấy rằng  nếu chọn xẫp
xỉ ban đâu của mặt  tự do tốt thi  quá  t r ìn h  hội tụ turơng đối nh anh .

Ph ư ơ n g  ph áp  t r i nh  bày ở t rên  cũng có thề mồ rộng đẽ giải gân  đứn g bài  toán
th ăm  qua  hệ thống  đập đẫ t  khi mực nước  Im n g  gian chưa  biết t rước.
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ABSTRACT

A n a p p r o x im a t e  s o lu t io n  o f  th e  f i l t r a t i o n  p r o b le m  o f  
a system o f  dams by the f in i te  e lement method

Using the f ini te e lement  method we const ruc t  an a lgor i thm for  solving the f i l t ra tion
prob lem of a syslem of dams.

The Pro gram  based on this algori thm is coded in FORTRAN for  the E C —1022 a nd  
MINSK-3 2 .

This prog ram is used for  solving the f i l t rat ion problem of HOA BINH dam in 
Vietnam.


