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THAY ĐÔI M IỀ N  CỦA BÀI T O Á N  BIÊN

TẠ VĂN ĐĨNH'

Việe giải  gân  đúng một  bà i t eốn  biên thứ ởng  đôi hỏi độ t rơ n  khá cao vè nghiệm' 
«•ủa bà i  t cốn  vi p h â n .  Nếu bồi toẾn l é t  t rên một  miền  nhiều  chiều thỉ  độ t rơn  ấy không 
ch ĩ p h ụ  thuộc ềộ t rơn  của các hệ  sỗ và vể  phẵ i  của p h ư ơ n g  Ir inh vi p h â n  mà còn p hự  
lliu-ộc sâu sắc vào độ í rơn  cốa bién của HiiỄn [ 1 ] — [ 3 ]. Trong  t r ơ ò n g  h ợ p  biên t rơn từng 
h ộ  p h ậ n  th i  muối) cho nghiệm đủ trOD phải  đòi hỏi n h ữ n g  đièu kiện tương thich khá  phức 
l ạ p  lạ i  n h ữ n g  điỄm góc [2 ], [ 3]. Trong  bài  này  chúng 16! tỉm cách thay bài toán biên t rên 
Biệt mi ền  cỏ biên không đủ t r ơ n  t ằ n g  bầi toán  mới  t rên  một miền có biên đủ t rơn .  Sau 
'đó c h ún g tôi chứng tỏ khả  n â n g  l ẵ p  xỉ một  miên t rong  RJ cố biên t rơ n  lừng bộ p h ậ n  
bằHg một  miên  cổ biẽn đủ t r o n  Hẳm hoàn loàn t rong  miễn cũ, đồng thời  biên mới chl: 
Ằ h ie  lỉién cũ ỗ  n h ữ n g  l â n  cận bé tùy ý cua nhữ ng  diễm góc.

I -  BÀI TOÁN BIÊN DIRICHLET ĐỐI VỚI PHƯƠNG TRÌNH LOẠI ELIP CẤP IỈAI

1. Bài toán vi phân .  Giả sừ Q là một mièn giới BỘi t rong  R” thực.

©ặt  V =  w  2  — ba o  đóng của cỈKfi) từeo  ehuần

Xét n h ô n g  h à m  sỗ cho ( rước đo được  và giời nội  t rên  Q

a u(x), aĩj(x), i, j =  n

(0>

■*&' thò»  m ẫ n
n n

ao ^  °> 2  a *>4ìti ^
i . ] = l  i =  l

(1>

t r o n g  đỏ a  lả hẵ ng  số dtrơng.  Lúc đó

lồ một dạng  song toyén t í n h  l iên í ục và V — ellỉptie t rên  V X V'

Ịa (u, v) I M II u If lí V II v> M =  const

a (u ,u)  T II u II y , u V , T =  const 0.

ctxo b i m  f  ẽ  1-2 (Q)- Lúc dó

(3>

(4>



=  / n f v d x  (5)
là một pliiễm hàm tuyến t ính  liên tục t rên V.

Xét bà i toáu : Tim u € ĩ v  thỏa  man

a(u,v) =  f (v), V v  V. (6)

Bài toốn này cổ nghiệm duy nhấ t  u* (Lax — Milgram).

2. Bài toán xấp xỉ. Ký hiệu khoảng  cảeh giữa hai điễrn P , Q ệ |R n là d (P,Q). Cho 
t rư ớc  số dương e bé tùy ý. Giả sử tôn lại miẽn c có biên đủ t rơn  và sao cho

max ( m i n  ị d ( P , Q ) ị )
p ^ a Q  1 Q ;

Đặt
v e =  bao đổng của *2) (Q£) theo chuẫn (0).

Lúc đổ VE c  V và

\ _  r  /  "4-- ôu ôv \a e (u,v) =  Ị 2  — ---- —— +  a0 uv dx (7)
J  n e \ j  =  l ồxi dxj '

là một  dạng  song tuyễn  t inh  t rên ve X v e, l iên tục và là Vg -  el l ipt ic:

1 aE (u,v) Ị <  M II u 11 v e |ỉ V IIve , u, V Ç  Vg (8)

aE (u , u) >  T II u llvg  , u 6  VE (9)

Đòng thời

fe ( v ) =  Í D 8 fvdx (10)

ỉà  một  hàn» phiểu tuyển t ính  liên tục trên Vg .

Bài toán sau đây gọi ]à bài toán xỗp xỉ của bài  toán (6) :

Tìm u Ễ  Ve thỏa mãn

ag <u6 ’ v) =  fe (v)- V v  ^  v e (11)

Bài toốn này có nghiệm duy nhấ t  Ug (Lax — Milgram).

3. Ưức lượng sai số. Ta  hãy  ước lượng II Ug — u* Il Y . Ta có

T II U* — u* Il Y a (u* — u*, Ug — u*)

— I *  _  *  *  _  J=  a  (.U g — u  , 11"  -  V  +  V -  u  )

=  a (u* — u*, u* — v) +  a ( u ~  — u*. V — u # )e e e

Như ng (heo (2), (7), (11), (6) thì  V v  ^  Vg ta có

a (Uç “  u , 11 g — v) =  a (Ug, Ug v) -  a (u , I!£ — v)

/ -S' # _ \ ( % ^ _ \
a  g ( U g ,  Ug  — v ;  — a  (LI , — V)

= f£ (u* — v) — f (u* — v)

(12)



Do đó theo (5) và (10) ta cỏ

a (u* — u*, II* — v) =  0, Vv ^  Vg

Vậy (12) cho

T II II* -  11* Il y ^  a ( II* -  11*, V — 11*), V Vg

và đo đó (3) cho

T II II* -  u* II v <  M li II* -  u* II v  . Il V -  u» Il y ,  V £  v£.
Vậv có

Il U* -  11* II v <  —  II V -  u* Il y , V £  Ve.

Ta suv ra trớc lượng

II 11* -  u* II v <  — inf II V -  u* II v . V c  v£. (13)

■4. Sự hội tụ. Bây giờ ta xét giới han khi e —>0 của vé phải  của (13). Vì u* ^  V =
° ( 1 )

(Q) nên với mọi sỗ dư ơ n g  ố cho trước,  tồn tại hàm cp ^  ^ ( í ỉ )  sao cho

II <p -  u* II Y <  &.

Gọi giả cỉia ff là ÜJ : sup cp =  (L>. Ta phả i  cỏ (0 nằm hẳn  t rong íỉ. Do đỏ tồn tại e0 0 đè
CÜ nằm hẳn trong Q Eq £2So nằm h ẳn  trong í ỉ ,  tức là cũng có

cp <E V = w 2 <nB )-  Co
Với e0 nói t rên ta cỏ

inf II V -  u+ Il v <  II cp -  u* II v <  ố.
V€EVC

Vậy °
lim inf  Il V — u* Il y =  0 

E - > 0 V $ V s

nghĩa là có sự hội tụ (Iheo (13)):

II 11*-* u* II v-> 0 khi e -* 0. (14)

5. Nhận xét.  Vì có sự hội tụ (11) nốn ta suy r a :  t rong trirờiií* hợp a 0(x), a¡j(x) (ìủ
í r ơ a  nhưng  n  có biên chira (lủ t ĩ ơ n  mà fini được Og nằm t rong n  và có biên đủ t r ơ n

thì ta có thề thay một cách xấp xỉ bài toán (6) trên Í2 bằng  b i t  t o i n  ( l í )  í rô n í ỉ  g . Làm

n hư  vậv ta dã Ihav một bài toán có nghiệm khòng đủ t rơn  (vì có biên chưa  đủ trơn)  
bằng  một bài toán khác có nghiệm đủ t rơn  (vì Q cỏ biên đủ trơn).

I Í -  T1IAY TRONG R2 MIỀN CÓ BIÊN GẤP KUỮC BẰNG MIỀN c ó  BIÊN ĐỦ TRƠN

1- Thay một miền có biên gấp khúc  bằng một miền có biên đủ tr»n»
Trirớc hét  xét Ị hư ơ n g  t r ình

(x — a)m +  (y -  a)m =  um, o ^  X, V a, 

trong đó a là một sỗ dươn g  tùy ý,
m là một số nguvẽn  dirơnơ chẵn.

Ta cỏ the viổt

y =  a -  [a111 -  (x -  a)m| ^ ,  0 <  u <  a.



Đo dỏ

— ( x  — a )  l a  — ( x  — a) < 0

v ” =  (rti — 1) (x —a)m “ [am — (x — a)m] 

Vây đường cong có dạng  AB ở hình 1.

í ! y

H ình  i  

1331 X =  (x — a)/2, ta có

JC

V =  a — a (1 - x “1)

Do đó

VIA) =  a ----A ~ ------— —  1 —-----1) A ... .
[111 2 m \  1X1 )

€huỗi  ở vễ  phải  hội tụ đễu tại | x j ^ l  — 9 vứi mọi ô é; (0, 1), do đó ehẳe chắn tại 
aỡ ^  X  ^  11. Vậy hàm sỗ v(x) c ó  đạo hàm mọi căp  tại 0 - < x ^ a ,  đồng tliời tại X =  a,  t ứ c

là X =  0 la cỏ y^n^ = 0  với mọi n ^  m — 1. Vậv đ ư ờ n g  cong AB n ằm  hoàn toàn t rong góc 
vuôn» POQ và liếp xúc bậc ni — 1 tại  A với OP ; do 1Ỷ do đỗi xứng nó cũng tiểp síre b ậ c  
m — 1 lại B với OQ. Đi ngượe lại ta thu đ ư ợ c :

m—IBồ đe 1. Cho một góc vuông. Bao giờ c.ũng vẽ được  một đườn g  cong thuộc c  
ím chẵn,  nguvên đirơng cho  t r ư ớ c )  nằm hoàn toàn  t rong góc vuông,  lòi vẽ phía đ ĩn h  của 
góc vuông và tiểp xúc bậc in — 1 với ha i cạnh  của góc vuèng  tại hai tiếp điềm gầa đỉnh 
một  cách tùy ý.

Bâv giờ vẽ phân  giác Qz của góc xOv (hình 2). Nó cẳt  đirờng cong AB tại c theo 
một góc vuông (*). Sau đó ta xem toàn bộ hình vẽ qui chiếu vè hộ trục mới n h ậ n  Oz làm 
trục lunn. Lúc đó đirờng cong PACBQ có p hư ơn g t r ình

7, =  íf(x’)

t rong  đỏ x' là hoành  độ mới, <p(x") có đ;H> hàm liên lục đcn că|> m — 1. Dùng phép b iễ n  
đôi apíiin

z =  z,  x’ = kx ,  k =  hằng ^  (n, oo) 

ía  được  một đirờng cong mới P ’A'CB'Q' có phươn« Irinli

z  = ẹ  (kX)

Do đó ctường cong mới vào thuộc c m—1 nhtrng góc của hai tiếp tuyển tại A' và B’ (gặp nhau  
tại 0) không còn vuông nữa mà sẽ nhọn nếu k 1 và tù nõu k <c 1. r)i ngược lại  ta thu
đirợc :

(*) Vì lv do đồ thi đối xứng đối với Oz và đư ờ n g  con," AB trơD, hoặc vì y ’ tại c 
hằn» - I vá độ (lõc của Oz b i  lít; 1.



Bò de 2. Cho một góc < r  3T. Bao giờ cũng vẽ được  một  đường cong (huộc c “ ' 1, nt 
c h ẵ n  nguyên  d ư ơ n g  cho Irước,  nằm hoàn toàn t rong góc, lồi  vê ph ía  đỉnh của góc và tiếp 
xúc bậc  m —1 với hai  cạnh tại hai tiểp điềm gần đỉnh một  cách tùv ý.

Bây giờ ốp dụng Lô đê 2 vào các góc (ại các điễm góc của biên của một miỄB ta 
đ ư ợ c  kẾt quả  sau :

Bồ đ ỉ  3. Cho một miễn có biên gãp khúc hay cỏ biên t rơn  từng bộ ph ận  nhưn g tận 
«ủ ng  bằng  câc đoạn thẳng tại các điềm góc và giả sử mỗi góc nói t rên đêu <^3Ĩ. Í3ae giờ 
cũng  tôn tại  nhữ ng miên nằm trong miỄn cũ và có biên đủ t rơn ,  đông thời  biên mới lồi 
v ề  p h ía  biên cũ và chỉ khốc biên cũ ở nh ữ n g  lân cận bé tùy ý của các điêm góc.

Nẽu có n h ũ n g  góc 3Ï thi kễt lu ậ n  t rèn vẫn  đúng t rừ  điẽu nói rằ ng  «biê n  mới lồi 
VỀ  p h ỉ a  b i ên  c ũ »  lại n h ữ n g  góc  đó.

2. Nhận xét.  Với kểt quâ  trên,  giả sử ta thay  bài  toán trên miễn cũ bằng bài toá n  
t r ê n  miền  mới  và giải nó bằng ph ươn g p h á p  sai phân .  Lúc đó nẽu lưới sai phân không đi 
q u a  các điềm góc của biên thi sơ đô t inh dối với bài  toán  mới và bài loán  cũ là t rùng 
n h a u  khi  bước  đi của lưới  chưa  « q u á  bé ». Do đó việc thay  bài  toán cũ bằng  bài  toán mới 
k h ô n g  làm cho sơ đồ tínli phức tạp lên.

X h ậ n  ngàg 9-6-198Ậ
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ABSTRACT

C h a n g in g  th e  d o m a in  o f  a b o u n d a r y  v a lu e  p r o b le m

We try to replace a given bo und ary  value problem on a mult idimensiona l domain 
wi th  nonsmooth bo un da ry  by another  one on a approximative domain wilh smooth enough 
bound ary .  The convergence of the solution of  the approximative problem to lha t  of the  
given problem is proved.


