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V Ề  H A I  B À I  T O Ả N  T R Ê N  T Ậ P  L Ồ I  Đ A  D I Ệ N

TRẦN VŨ THIỆU 
Viện Toán hạc ị

1. Bài này đẽ cập đến ha i  bà i toáa  sau đây  th ườn g  gặp  khi nghiên  cửa  eảe t h u ậ t  
t o á n  giải qui hoạch lỗm (xem { í —3 ]),

Bài  t o á n  I.  Cho tập lồi d a  d iện M c  Rn xảc (lịnh bảri cáe rànịỊ buộc t t tyếs  t í a k  
cổ  dạng

hj(x) — <z &, — bj ^  0, i =  1...................  m ,

t rong  đó a1 là vectơ n chiễu, bi là một  số. m ^  n. Giả sử  ta đâ  biểt u  — tập đ ỉnh  của Mr
V — tập phirơng (không kề sai  khâc một  hệ sđ tỉ lệ d i tơng)  câc cạ nh  vô h ạ a  của M, aghĩss 
ià ta có biêu diễn

M =  coư  4- cone V-

T a  giả thiết  u = h ộ  ( tập lồi M cố đính) ,  còn V có thề rỗng (khi  !SÍ là đa  d i ệ a  lồi). Cho 
,hàm afin

[ h o ( s )  =  <  a ° ,  X — b o  

vởi a° là vectơ n chlèu khảc không,  b„ là một  số thực.
Đặt

N =  M n  ị i  <- Bn : h0(i) <  oị <ỉn

Rõ rànơ N cũng là một tập lỗi đa diện.  Bài toán đật  ra  l à :  hãy xảc đ ịn h  tập điuli  p  v à
tập cảc cạnh vô hạn  Q của N ?

Bài t o á n  2.  Cũng với cấc ký hiệu a h ư  t rên.  Trong  sổ các r à n g  buộc xác đ ịn h  N r
h¡(x) ^  0, i =  0 , l .....  m, hãy thn nhữ ng  r à n g  buộc « t h ừ a »  đ3i với N, tlieo nghĩa  nhtríỉg
r à n g  buộc mà khi bò chúng đi thì  X vẫn  không th ay  đ ỗ i?

Hai bà i toản lương tự  cũng đ ă  được  đật  ra và giải  quyễ t  Irong t r ư ờ n g  h ợ p  đa đ iệ o  
<xem [3 , 4 ]). Bài này nêu các kổt q u i  mở rộng  cho t r ư ờa g  hợp  tập lôi (la d iện kh&níỊ 
•ahât thiết  bị chặn.

2. Dế giải quvễt  vẩ n  đỗ đặ t  ra,  ta ký hiệu

u -  =  ịu €E u : h0(u) u + =  ịu u : ho(u) !>■ o | ,  l 'Ầ Ì

V“ =  Ịv €  V : < a ° ,  v > < 0 ,  v + =  Ị V £  V:  <  a“, v > >  oị ,  <í l

H =  ịx íE Rn : h0(x) =  oị .

Các mệnh đè sau đây tạo cơ sỏr lý lu ậ n  cho việc giải  quyế t  bài  toán  1

Mệnh đề I. Giả sử u* =  v + =  ậ. Khi đố N =  M, ngh ĩa  là p  =  u  | v à  Q =  V.

Chứng minh.  Theo giả thiét  ho(u) 0 vứi mọi u ^ u  vầ  <c  a°,  T >  ^ 0  v ớ i  m ọ i

V V. Vởi mỗi X Ể  M ta cỏ biều diễn

a  =  2  ®»u ^  ^  ßyV
u € u  v'CV



TỚi  Su ^  0, ß r  ^  0 và =  Î.  Từ  đó suy r®
lìo(x) =  2  a uhc)(u) +  2ßv <c a ”, V =5̂  0,

Dghĩa là X íE N- Do đố M c  X. Băl đẳng thức n g uọ c  lại là hiền nhiên.  Vậy N =  M.

Mệnh dề 2. Giả sử  u ~  =  v — =  ộ. Khỉ đó  :

a) Kẽu t + =  li Ihì N =  0,  n^hĩa  là p  — Q — ậ.
b) Nêu u + =jfe=u thì  p =  u x u + và Q =  V \  v +.
C hủng  m in h ,  a) U+ =  u  và v ~  =  ậ  có Kghĩa íà h 0(u) > 0  với mọi u €~ u  vầ

<  a®. V ô với mọi V V. Từ đó, cũng « h ư  t r í n ,  vởi mòi X Ç; M la có

hfy(%) = 'y  a ah 0(u) +  ßv il“» V I>  0« 
u í~ V V V

-ỉềỀ i  Pầa-íị có ỉt »bíít một  ơ«,^>0).  Vậy N — ị'...
b) U" =  v ~  =  4> cỏ nghĩa là ầo(u) >  A với mọi u Ç  u  và <c a°, V I >  ^  0 vó i  mọi/

V CE V* Vì thỗ ho(x) >  0 vói  mọi  X ^  M, Ijghï'a là M c  ị x : h 0(x) >  0 Ị. T ừ  đó suy r a

M = M A  Ị s :  h0(x.) =  0 ! =  M r ,  li i= ệ

(đo L' \  (u  +  V  u ~ )  =  u  \  tl+  =£= ộ). Chứng tỏ t rong  t r ư ờ n g  họp  nãy N là một  diện c ủ a
M. « ho  liên mỗi đ ĩnh  và cạnh  vỏ hạn của N cũng đồng  thởi  là đ ỉnh  và cạ nh  vô h ạn  của M..
Vậỵ ta  c4

Y =  u \ u +. Q — v \ v + .

Minh ctề 3- Giả sử  u + w  v + =f= ộ  và 15-  w  V“ =/= Ar/ii <fó :
a) p  A  ,u =  u \ u +

b) m ỏ i đ ỉn h  w  € ; p \ u  là qiao đièni của siêu pỉiẳng H  với mội cạnh hữu hạn củĩề 
!•! (nôi iiần m ội đinh thuộc u -  và m ột đỉnh thuộc hoặc pởi một cạnh vô hạn của M 
x u  S i  phá i  ìừ  m ộ t  đ ỉnh l ỉ ~  (U+) và Ai theo một  p h ư o n g  tliuộc V+'(V~).

Chứng m in h ,  a) Mọi u ệ  u + sẽ khổng thuộc N <do h 0 fu) 0), liên cảng  k h ô n g  
í&uộe  p .  Trá i  lạ i ,  mo i  u €  u \ L)+ sẽ thuộc  N (do  l l ìỏa »nàn h tl (u)  ^  0).  n ên  s ẽ  v ẫ n  COK- 
JA dinh c»a N. Vậv

u \ u +  =  p  A  u  

( đ ẵ n g  Ibức  »ày v ẫn  cỏn đúng ngay cả khi t l \ ũ + =  ộ).
b) Giả s ử  w Ç  p \ u .  Khi đó w  i hỏa m ãn  chặ t  n r àng  buộc xáe đ ịnh  N độc ỉ ệ p

tu j  ễn t í n h  . Vỉ w  €  u  nên t rong  số n ràng  buộc Iiày pha i  có ho (w) =  0. ngh ĩa  là  w Ç H .
Ký hiệu 1 ]à tập  chì  sỗ của 11 — 1 r àng  buộc CỎI1 lại : ] c  Ị 1, ...> m 111 =  11 — 1. Khi đỏ

F(w) =  ị X €  M : hi <x) =  0, i €  1 1

lâ  diện n h ò  n h ấ t  eùa M chứa  w. Vì w  íE u  nên F(w)  =h Ị w  ị- Vì ìhể  dim F(w) =  i và F(w) '
là một  cạnh  của M. Xét hai khả  năng  :

— F(w) lả một  rạ  nil hữu  hạn  của M. Chẳng h ạ n ,  F(w)  — [u,  u ' ]  vậ i  u, u* €  u .  Khi>
đó w  =  tu +  (1 — t)u’ với Hiôt 1 n ào  đó 0 <  t <  1. Từ đâv suy ra h0(u) 0 h0Cu’) =ệ= 0 vồ,
Jừ hộ  t h ứ c  ho(w) =  !lia(u) +  (] — l) h 0(u') =  Ü suy r a  ho ( u ) . ho(u’) 0.

— F(w) là một  cạnh vô ỉiạn cùa M. Chẳng hạn ,  F(w) — I u +  tv : Î >  0 ị với  u ç  u , .
Tf- ç  V» Khi đó  w =  u +  Iv với i >  0 nào đỏ.

T ừ  đãv  suy r a  ho (u) =ệ= 0, < c  a®, V ~̂ > -Ị= 0 và từ  hệ lỉiứe ho (w) =  ỉto (u) 4-
t  <c  a0, V z>  — 0 su y  r a  h 0íu>. < c  a°, V ] >  * c  0.

Mệnk đề 4, Với giả th iết  n hư  ỉrong  Uìệnh đ ĩ  3 la eỏ :
a ) Q  n  V =  v X v 1-.

b) m ối  V (¡Z Q \ v  ihôa m ãn  <c V = 0  và dầu cỏ dạng
V — \ x  +  ỊAy vót Ằ, ịl >  0 và X ^  v ~ , V ^  v +,

Ghứng mi nb .  a) Ký hiệu K, T lãn lirợt là nón cắc p h ư ơ n g  vò iộn của M, N. T ừ  (í),.
&  SỈ!J ra

S ÍP



K =  cone V =  Ị X Iîn : <c :i‘, X _> 0. I =  1, 111 j,

T =  cone Q =  K A  ị X ^  Kn : <  a°,  X >  ^  0 j .

Từ đày cho thấy Q A  V =  v x v * .

1)) Bày giờ giả sử Q \ v .  KIií (ló V lliỏa mãn chặl 11 — ] ràng  buộc \áe định '1
rlộc lập tuyến tính. Vì V €  V nên trong sổ n —! ràiiíĩ buộc nảy phài  có <c a 0. V > ■ =  0.
Ký hiệu J là tập chĩ số n - 2  ràng buộc còn lại : .] c  I 1...... m ị ,  I J 1 = n -  2. Khi dó

z(v) =  ị X £  K : <  aj, X >  = 0, j ^  J I

là diện nhỏ nliát Pint K elúra tia ị tv : t !> í) Ị. Vì V V nên Z(v) =/= Ị Iv : t >  0 ị. Vì Ihõ
dim Z(v) =  2 và Z(v) là nón sinh bởi hiii vector, chán« hạn X và V với X, y Ç  V. Khi (ló
V =  Ä.X +  ỊXy v ó i  Ả . |a >  0. Từ  đâv  SI1V ra - <  a °. X > •  =!= ó, <c  a 0 , V >  <4= 0 và từ hộ tlnrc
■"C a ° ,  V >  =  À < c  a ° ,  X +  JA < c  a 0 , y  >  =  0  S U V  r a  < c  a 0 , X . < c  a ° ,  V  < c  (I.

Dựa trên các Mệnh đè 3, 4 ta có thè  tỉm cáo (lỉnh mới (lluiộc p \ u )  và cạnh vô
hạn  mới (thuộc Q \ v )  eịiii N t rong trirờng hợ p  ư + V  v + -=Ị=-<p và u -  \J  v ~  =/= ệ  nhu- s a u ;

a) Với mỗi cặp (u, u') ^  u ~  X u + ta t ính điềm

w =  til +  (I — t )a ’ với t =  h 0( u ’) / ( h 0(u’) — h 0(u)).

b) Vái mòi cặp («, V) Ç  ị u ~  X v + Ị w  ị u + X v~ ị ta t ính đ i ỉm

w  =  u +  tv  v ó i  t =  — h 0( u ) / <  u°,  V

Với mõi w xác định theo a) hoặc b) k}- hiệu J(\v) là tập CỈ1 ĩ số các ràng  buộc xác
địnli M và \v thỏa mail vứi (lãu b ằ n g :

J(w) =  Ị j : hj(vv) =  0, j =  1, .... m j.

Có thề thãv rằng t rong t r irừng hợ p  a)

J(w)  =  ịj  : hj(u) =  h j(u ’) =  0. j =  1,..., m ị

CÒI1 t rong Iriròng hựp b)

J(\v) =  ị j : hj(n) =  < [  a-*, V >  =  0, j =  1,..., m ị.

Dè kiềm tra lại rằng

F(\v) =  t X 6  M : h i(x) =  0, j £  J(w) Ị

]à  diện nhỏ n hẫ t  cùa M chứa  w. Vi thế nểu Ị.Ĩ(w)Ị <c n — 1 hoặc IIẾU tìm được  một z ÇE 
u \ ị  u, u’ Ị (trường hợp a) hav z ^  k ' \ ị  u I (trường họp b) sao cho lij(z)=0  với mọi j€:J(\v)  
(nghĩa  là z íE u  A  F(w)) thỉ dim F(w) 1, đo đó theo mệnh đS .'Î \v không pliải là đ ĩn h
của  N : w ệ; p. Nếu trái  lại. dim F(w) =  l và w là đỉnh của N : \v ^  p.

Đè tìm cạnh  vô hạn  mới của N, với  mỗi cặp X ^  V ^  v +  (a l inh V =  
a°,  y X — a°, x >  V. Dễ kièm t ra  lại  r ằng  V Ễ  K và ' C a 0. v j>  =  0. KỶ hiệu

J(v) =  ị j : <CaJ, v >  =  0, j =  l .....  m ị
Dỉ  dàng  thấy rằng

F(v)= ịr Ễ  K : < a J, X >  =  0, j €  J(v) ị

là  diên Iihỏ nhă t  cùa K chứa  Ị t v : t ^ o ị .  Nểu | j ( v ) | < Ç u  —2 hoặc nếu Um được một
z ^ v \ Ị x ,  yỊ sao cho <c aJ, z =  0 với mọi j€EJ(v) th i  víEQ.  Trá i  lại, V ^ Q .

Đẽn đày ta đã giãi quyẽt  t rọn  vẹn bài  toán 1 đặt  ra ở trén và chuyền qua  xét một 
t r ư ờ n g  hợp riêng khi lhaj  (2) bả i

N = M A  Ị xíEH" : h 0(x) =  <Ca°, ĩ > -  b 0 =  ()Ị (5)

ngh ĩa  là N nhận dưực từ M bằng cách thêm vào một ràng  buộc đẳng Ihức tuyẽn t ính.  Vi
một  ràng  buộc đẳng  thức tương đương với hai ràng  buộc bãt đẳng  thức,  nên đê t ìm t ậ p
dỉnh p  và tập ph u ơ n g  cốc cạnh vô hạn Q của N xàc định theo (5) ta có thê ốp dụng l iê n  
tỉẽp hai  l àn  cách giải quvết  bài toản 1 nh ư  đã nêu ở t rên.  Kẽl quà ta có :



Hệ quả 1. Cho lập  loi đa diện  M vớt tập  đ ỉnh  u  và tậ p  phươnq các cạnh vô hạn  V. Gtả 
sử tậ p  lồi đa diện  N nhận được từ  M theo  (5). Ký hiệu p là tậ p  đ ín h  và  Q là tậ p  phương  
các cạnh vô hạn của N. Khi đó vớ i các k ý  hiệu u —, u +, V- , v +  như  irước đây  x e m  (3), (ế) 
ta có :

a) Giả sử  U+ =  V+=  ộ. Khl đó N = ệ ,  nghĩa là  p  =  Q =  0, nẽu u -  =  u  và  p  =  ư \ u ~ ,
Q =  v \ v ~  nếu  u ~  =/= u .

b) Giả sử u ~ = v ~  =ộ.  Khi đó N —ệ,  nghĩa là p =  Q= ộ, nếu U-=::U và p = u \ u —, 
Q ^ v x v -  nếu u~ =h u.

c) Giả sử  u +  và u ~ ' y  v~=f=0. Khi đó  p  A  ư  =  u \  ị u +  V  u ~  ị , Q A V  =
= v \  ị V+W v - ị  ■ đông thờ i là mỗi w ^ p \ u  là giao điềm của siêu phẳnq  H=  ịx€£Rn : h 0(x) =  oỊ 
với m ộ t  cạnh hữu hạn của M nốt liền m ộ t  đ ỉnh  thuộc u ~  và một đ ỉnh thuộc  u + hoặc vớt  
mộl cạnh vô hạn  của M x u ấ t  phát iừ  m ộ t  đ ỉnh  thuộc  TJ- (Uv) và đi theo m ộ t phương thuộc
V* (V- ) ;  còn m ỗi  v € E Q \ V  thỏa m ãn  < a ° ,  V >  =0  và đêu có dạng

v =  Ầx+fXy với À., 0 và x ^ V ~ , v € 2 v +.

Cách t ìm những đ ỉnh  mới thuộc p \ u  và các cạnh vô hạn  mới có p h ư ơ n g  thuộc
Q \ v  của N trong t r ường hợp c) l ioàn toàn tương tự nhiĩ  t rước  đây.

Trư ờ ng hợp M là đa diện lồi (V —ệ>) thỉ dĩ  nhiên N cũng là đa diện lồi và việc t im 
tập đ ỉnh p  của N được  đơn  giản hơn  nhiêu.  Cụ thẽ  là ta có :

Hệ quả 2 (Trường h ợ p  băt đẵng thức). Cho M lả một đa diện lồi với tậ p  đ inh  u  và  
N  n h ậ n  được iừ  M theo (2) với iậ p  đ inh  p. Khi  đó, với  u \  u + xác đ ịnh  theo (3) ta có:

a) N ĩu  u +=?í> thì  N = M ,  nghĩa là p  =  u .

b) N ĩu  th ì  ỵ  = nghĩa là p = ệ ,  kh i  u + = u  và  p  =  u \ u + khi  U+ =fc u.

c) Nếu u + ệ  , u  =h ệ  thì p  r\  u  =  u \ u + và mỗi \v c  p \ u  là giao điềm của 
siêu phẵng  lio (x) =  o  với m ột cạnhcủa  M nổi liên một đ ỉnh thuộc  U "  và một đ ình  thuộc  u +.

Hệ quả  n àv  ba o  gòm kẽt quả đã được  xét tới t rong  [3, 4].

Hệ quà 3 (T rư ờng  h ạ p  đãng thức). Cho M là một da diện lồi với tậ p  đỉnh u  và N
nhận được [ừ M theo (5) với tậ p  đ ính  p. Khi đó, với u  , u + xác đ ịnh  theo  (3) ta cổ :

a) Giả sử u + =  ệ.  Nếu u "  =  u  thì N =  ộ  và p  =  ệ ,  còn neu \J~ =h u  thi  p  =  u \ u ~ .

b) Giả sử  u~ =  . Nếu  u + =  u  thì  N =  ộ vă  p  =  ệ . còn n íu  u + =Ị= u  thì p  =  u \ u +.

c) Giả sử  Ư+ =h ệ  , U“  =h ệ .  Khi đó  p  A  u  =  u \ j u + -  \J  u " j  và mỗi vv £  p \ u  
là giao điềm của siêu phẵng  h 0 (x) =  0  vởi m ộ t cạnh cùa M nỗi lien m ộ t  đ ỉnh  thuộc u  và 
một đ inh  thuộc  lT.

Trong t rư ờng  hợp  c) của Hệ quả 2 và 3, đề t ìm các đ ỉnh mới của N thuộc p \ u  ta
cũng làm n h ư  t rước đâv,  nhưng chỉ càn xót

w  =  tu +  ( 1 —t)v với  u ^  u  , V ^  Ư+ .

Chú ỷ í .  Dễ dàng  kiêm tra lại rằng  nhữ n g  điều t r ình  b ì y  ở trên v ẫn  còn đúng  
cho cả khi  M được  cho bỡi  một  hệ hữu hạ n  các đẳng thửc và bẫ t đẳng thức tuyến t ính.

Chú ý  2. Trong t r ường M là  một đơn  hình,  đẽ t ìm các đỉnh mới của N ta chỉ việc 
t ìm giao điềm cùa sièu ph ẳng  ho (x) =  0  với mỗi cạnh của M nối liền một đ ỉn h  thuộc u~" 
và một đ ỉnh thuộc u + (dễ dàng  kièm t ra  lại  rằng  mõi giao điềm này  đẽu là một đỉnh 
của N).

Chú ý 3. Bằng câch áp dụng  nhiều lân  cảch làm t rên đây ta  có thễ tim được  tẫt
cả các đ ỉnh và cạnh  vô hạn của một tập lồi đa diện có dạng

D =  ịX R+ —  K. a1 , X ) —  b ị Ri o  , i =  1, . . , m ị

với Ri là  một  t rong ba hệ thức =  ; ^  , nhờ  xuát  phá t  từ  s  =  chứa  D. Rõ r à n g
So có một  đỉnh duy n há t  là gốc tọa độ 0  và có càc ph ư ơn g cực biên vô hạn  là eJ — vectơ
đơn  vị thứ  j t rong Rn (j =  1, ... , n ).



3. Bây giờ la chuyền sang xét bài t r á n  2 đặt ra ỏ t rên .  Như đã biễt,  tập lòi đa 
d iện N được  xác định bởi các ràng  buộc tuyẽn t ính có dạng

hi (x) =  <c a'  , X — bi 0  , i =  0.1,... , m.

Một ràng  buộc t rong  số các rà ng  buộc xác đ ịnh  N gọi Já thừa  đối với  N nếu bỏ
ràng  buộc đỏ đi thi lập N vẫn không thay đỗi. Nói chính  xác hơn ,  rầng  buộc l i k ( x ) ^ 0
gọi là th ừa  đối với  N nếu

N =  ị X ; hi(x) <  0, i =  {), 1,... ,mỊ

=  ị X ; hi(x) <  0, i =  0, 1....... m, i ■-= kỊ.
Một ràng  buộc không phả i  là thừa  đối với N thi gọi là ràng  buộc cỗt yêu- Cảc khái

niệm tư ơn g tự cũng được định nghĩa đối với M. Dĩ nhiên,  một r àng  buộc dã là thừa  đối
vởi  M thi cũng sẽ là th ừa  đỗi với N.

Mệnh đê sau đây cho một điều kiện đủ đẽ n h ậ n  biẽt một ràng  buộc là thùa  đối
với  N.

Mệnh đề 5. Nếu hk(u) <c 0 với mọi u p và  <T ak, V ^  0 với mọi V Q thl
rà ng  buộc hk(x) 0 là thừa  đối với N.

Chứng minh.  Mỏi ỉ  ệ  N cỏ thề  biêu diễn dưới  dạng

X = 2  ịj u ‘ +  _2 Sj v'
u ' ^ p

với tj 0 , Sj >  0 và 2 t i  =  1. Từ đó suy ra

hk(x) =  2t ihk (u1) +  Esj a k , V1 ^  0

v ó i  inọi X ç  N. Điêu nảy  chứng tỏ hk(x) 0 là ràng  buộc thừa đối với N.
Hệ quả 4 (xem [3, 4]). Giả sử N  tà m ộ i da diện lồi VỚI tộp  đ ỉnh  p. Khi đó với mọi

u íE P  th ì ràng buộc hk (x) ^  0 là thừa  đỗi với N.

Mệnh đề 6. Giả sử  u — u  v ~  =f= 0 và hkU) ^  0 là ràng buộc cốt yếu đối với  M. Khi
đổ rà n g  buộc hk<x) ^  0 là thừa đỗi với N  kh i  và chỉ k h i  hk (u) <c 0 với mọi  u ^  u — và
<  a \  V >  <  0 với  mọi V ^  V“ .

Chứng minh.  Phăn  «kh i» .  Trước  hết  ta nhận  xé) rằng  mọi X N \  H sẽ có 
hk(x) <  0. Thật  vậv, một X nhu- thế có thê biẽu diễn dưới dạng

X =  2  ti U* +  2  Sj

với tj 0, Sj 0 và £ l i  =  1 đôn.q thời do X ç  H nên phả i  có ít nhẫ t  một i với ti >  0 
u ‘ U“ , hoặc một j với Sj >  o, V- . Do đó

hk(x) =  2  tihk (u¡) +  2  Sj <  ak, vJ ] >  <  0

Từ nh ận  xét t rên cho Ihãv

X N và hk(x) =  0 kéo theo ho (x) =  0. (6)

Bâ}r giờ đặt  N’ =  ịx : h|(x) ̂  0, i =  0,1.. m, i kị. Ta sẽ chứng tỏ rằng
hk(x) ^  0 với  mọi X N . (7)

Thật  vậv,  giâ sử  trối lại có một z ^  n ’ đề hk(z) 0. Lấy một  u ^  II“  (nểu u ~  =ệ= 4>), íheo
giả thiết  hk(u)  <c 0. ỉ!ặt V =  tu +  (1 — t)z với t =  hk(z)  /  (hk(z) — hk(u)). Dễ dàng  kiềm tra
lại r ằng  0 <c t 1 và

( hk(y) =  t hk(u) +  (1 — t) hk (z) = 0

{ hj(y) 0 với mọi j ị 0,1,.. . ,  mị \  ỊkỊ,

nghĩa là y €  N và hk(v) =  0. Theo (íi) h 0 (v) =  l h 0(u) +  (1 — t) h 0(z) =  0. Từ đây suy ra 
b 0(z) >  0 (nhớ rằng li0(u) <c 0 do u Ể  u~).

T rườ ng  hợp l i-  =  ộ  ta lấy một V v~,  Iheo giả thiết  <c a k, V <C0. Đặt V =  z + tv 
vó i  t =  — hk<z) /  <  ak, V !>.
Dễ dàng kiễm t ra  lại ràng t 0 và



( hk(y) =  hk(z) +  t <c ak. V >* =  0

I hj(y) ^  0 với mọi j ^  Ị o . n i ị \ Ị k ị  ,

nghĩa  là y €E N và hk(v) =  0. Lại theo (6) h 0(y) =  h Q(z) +  t  <  a°,  V >  =  0. Từ  đày
suy ra lio(z) =  — t <c a°, V >  (nhớ rằng  <  a°, V >  < 0  do V €E V- ).

Tóm lại, cả hai t rườn g  hợp đèu dẫn đển h 0(z) 2> 0, điêu này t rá i  với z N \  Vi Ihể
ta có (7), nghĩa  là N’ c  N. Bao hàm thức  ngirực lại ià hiên nhiên.  Vậy N’ =  N. Điẻu nàv
chứng tỏ hk(x) ^  0 li\ ràng  buộc thừa  đối với  N.

Ph àn  « chỉ khi ». Theo già thiẽt hk(x) ^  0 là rà ng  buộc cót yễu đối vói M nên t ìm
được  một z thỏa mãn hkU) >  0 và hj(z) ^  0 với mọi j (E ị 0,1, ... ,mị \  ị k ị. Trướ c  hết xét
t rường hợp hk(u) — 0 với một  u ^  u ~ .  Do h0(u) 0 nên có một  lân cận w  của u sao cho
ho(x) <c 0 với mọi X w .  Đặt y =  tz  +  (1 — e)u với  £ dương đủ nhỏ đê V ^  w .  Ta có

Í hk(y) =  ehk(z) +  (1 — E> hk(u) =  6hk(z) 0
hj(y) =  ehj(z) +  (1 — g) hj(u) 0 với mọi j ^  Ịl, mị \  ịkị

lio(y) ^  0 (do y €: W).

Điêu này chứng tỏ hk(x) ^  0 cũn« là r à n g  bnòc cốt vẽu đối với N.

Bíìỵ giờ xét ( rường hợp <Cak, V >  =  0 với một V v ~ . Do <r  a°, \ 0 >  <c 0 nôn vớí
0 dươnj» đủ lớn  diêm V =  z +  0V sẽ thỏa măn

h 0íy) =  bo(z) +  0 a°,  V >  ^  0.
Mặ! khác,  ta cỏ

hk(y) =  hk(z) +  0 a k, V =  hk(z) >  0

hi(y) =  hj(z) +  0 <c aJ, V 2>  ^  0 với mọi j €E Ịl, mị \  ị k ị

Đièu này chứng tỏ hk(x) 0 cũng là ràng  buộc cốt yễu đối với N.

Hệ quả 5 (x e m  [3, 4Ì. Giả sử  N nhận dược từ  M theo  (2) là mộl đa diện lồi. Giá sử  
II-  xác đ ịnh  theo (3) khác  rỗng uà hk(x) ^  0 là ràng buộc cỗt iféu. đỗi với M. Khi dó, ràriff 
buộc hk(x) 0 là thừa  (lõi với  N k h i  oà chỉ k h i  hk(u) <c 0 với m e  u íE Ư~.

Chú ý  4. Giả Ihiểl h k ( x ) ^ 0  là ràng  buôc cốt }rếu đối với M chỉ cần (lùng đển
t rong  chứng minh ph àn  * chỉ lílii ». Còn phàn  * khi » vẫn  đúng miễa là k ^  [ 1.......  m ị .
nghĩa là hk (x) ^  0 lá một trong só cac ràng  buộc của N, không kề ràng  buộc mới thèm 
vào h D(x) ^  0. N'hir vậv, mệnh đê (i cho một đlèu kiện đả  đề nhận  biét một ràng  buộc là
th ừa  đối với N t rong Irirờng h ọ p  u _ \J  V~=T=<ji, còn nểu h k ( x ) ^ 0  là ràng  buộc cỗt yếu
đổi với M thi điều kiện đó cũng là càn.

Từ cốc kẽl (Ịiiả vừa nêu t rên ta có qui tẳc đe loại bAt các ràng  buộc th ừa  đỗi vớf
N nhu' sau,  t rong t rường hợp N =f= ệ  và N =f=M.

Qui tắc T. Xél tâp đính và cạnh u~ \J  v~ núii tập này khác rỗng hoặc ( L f \ u +)v/  
( V \ V +) nếu trái lại. Giả sỉr tập cân xél gồ!n các phàa íử (đính hoặc cạnh) u l, ..." up (xếp 
tlieo th ứ  tư tùy Ỷ). Đàu tiên « (hay » II1 vào hệ ràn;» buộc xác định N (tức là t ính <c a 1, u > -  
bị nếu 11 là đỉnh hoặc a \  u l I>  nén u 1 là cạnii), đánli  dău các ràng  buộc mà u thỏa 
m ãn  với dẩu bằ ng  (giá trị t inh tỉirợc b.ing 0). Tiép <16 tliiiy u8 vào các ràng  buộc chưa  
được  đá n h  dẫu,  rồi đánh  dáu các ráng buộ.- mà u “ thỏa mãn với dẫu bằng. . .  Tiẽp tục làm 
n h ư  t rên  cho đến p h à n  tử u p hoặc đáu kilt khímtt còii rùníỊ buộc chua đirợc dill'll d t u .
Cuối cùng,  đễ xác địuli i\ ta chỉ cân Jíiữ lại ràng  buộc ho( x ) ^ 0  và các r àng  buộc đã đ;rợc
đánh  dấu theo cách vừa (rình bày. Laại bỏ các ràní|  buộ^ khôn!Ị đirgrc đ á a h  dẫu.  Tlieo 
càc mệnh đê 5 và c, các ràng  buộc sau ciiẳe chi l l  là nlũrng ràng buộc thừa  đỗi với NT.
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ABSTRACT

On t w o  p r o b le m s  o v e r  p o ly h e d r a l  c o n v e x  s e t s

In this pa pe r  we a r e  concerned wi th  the fol lowing  tw o  problems of ten  encountered  
i n  concave programming :

1. Given the vertices a nd  ext reme direct ions of  a po 'yhadra l  convex  set  M de f ined  
by  a system of l inear  constraints ,  de te rmine  t h e  vertices and  ext reme direc tions  of  the polv- 
hed ra l  convex set ob ta ined  from M just bv ad d in g  one  new l inea r  equa l i ty  (or inequalitvX 
const ra in t .

2. Among the cons tra in t s  of a give« poly hedra l  con /e x  set,  f ind  those w hic h  arft  
red u n d an t ,  i. e. which  can  be removed wi th ou t  a f fect ing the  po ly hed ra l  convex set.


