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Tóm tắt. Trong các thuật toán tối ưu hóa đàn kiến (Ant Colony Optimization-ACO), vết mùi biểu
thị thông tin học tăng cường để tìm kiếm lời giải cho các bài toán tối ưu tổ hợp NP khó. Bài báo
trình bày một số phân tích toán học về tính biến thiên của vết mùi trong hai thuật toán ACO thông
dụng nhất: ACS (Ant Colony System) và MMAS (Max-Min Ant System), các phân tích này là cơ sở
cho đề xuất các quy tắc cập nhật mùi mới.

Abstract. In Ant colony optimization (ACO) algorithms, pheromone trails express reinforcement
learning information to find solutions for NP-hard problems in combinatorial optimization. This
paper presents mathematical analysis on behavior of pheromone trail in two most popular ACO
algorithms: ACS (Ant Colony System) and MMAS (Max-Min Ant System), and suggests new ideas
for improving pheromone update rules.

1. GIỚI THIỆU

Tối ưu hóa đàn kiến (Ant colony optimization-ACO) do Dorigo đề xuất [6] đã thu hút
nhiều người quan tâm nghiên cứu và ứng dụng để giải các bài toán tối ưu tổ hợp khó [1, 2, 7,
11, 15, 16].

Trên đường đi, mỗi con kiến thực để lại một vết hoá chất gọi là vết mùi (pheromone trail)
và theo vết mùi của các con kiến khác để tìm đường đi. Đường có nồng độ vết mùi càng cao
thì càng có nhiều khả năng được các con kiến chọn. Nhờ cách giao tiếp gián tiếp này [7] đàn
kiến tìm được đường đi ngắn nhất. Theo ý tưởng này, các thuật toán ACO sử dụng kết hợp
thông tin kinh nghiệm (heuristic) và học tăng cường qua các vết mùi của các con kiến nhân
tạo để giải các bài toán tối ưu tổ hợp bằng cách đưa về bài toán tìm đường đi tối ưu trên đồ
thị cấu trúc tương ứng của bài toán.

Thuật toán ACO đầu tiên [6] là hệ kiến (AS) giải bài toán người chào hàng (TSP), đến
nay đã có nhiều biến thể được đề xuất, thông dụng nhất là hệ đàn kiến (ACS) [7, 8] và hệ
kiến Max-Min (MMAS) [18]. Chúng được áp dụng rộng rãi [1, 7, 11, 16, 18] để giải nhiều bài
toán tối ưu tổ hợp và hiệu quả nổi trội của chúng đã được chứng tỏ bằng thực nghiệm. Ngoài
các ứng dụng, có những nghiên cứu về đặc tính của thuật toán [5, 9, 11, 12, 13, 15, 17] như
ảnh hưởng của vết mùi, thời gian chạy và tính hội tụ, ...

Trong [17,18] Stützle và Dorigo đã chứng minh tính hội tụ tới lời giải tối ưu của các thuật
toán MMAS nhưng chưa tính tới ảnh hưởng của tham số heuristic, khuynh hướng hội tụ của
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vết mùi được xét khi giả thiết đã tìm được lời giải tối ưu. Còn Gutjahr [10,11] thì đưa về xét
biến thiên của một quá trình Markov để rút ra tính hội tụ tới lời giải tối ưu và sự hội tụ của
cường độ vết mùi cho các biến thể của thuật toán MMAS mà chưa khảo sát cho ACS.

Tuy nhiên trong các bài toán tối ưu tổ hợp thì số phương án là hữu hạn nên kết quả về
việc xác suất tìm thấy lời giải hội tụ về 1 khi số lần lặp dần ra vô hạn là tầm thường. Trong
bài báo này sẽ phân tích chi tiết hơn về các đặc tính biến thiên của vết mùi trong các thuật
toán ACO, trên cơ sở đó đề xuất các quy tắc cập nhật mùi mới. Kết quả thực nghiệm cho
thấy ưu điểm của các đề xuất này.

Bài báo gồm: Mục 2 giới thiệu phương pháp tối ưu đàn kiến và hai thuật toán thông dụng:
ACS và MMAS. Mục 3 trình bày các kết quả khảo sát xu thế thay đổi của vết mùi trong các
thuật toán ACO. Các quy tắc cập nhật mùi mới được giới thiệu trong Mục 4. Mục 5 giới thiệu
kết quả thực nghiệm đối với bài toán TSP để minh họa cho các đề xuất mới. Và sau cùng là
phần kết luận.

2. PHƯƠNG PHÁP TỐI ƯU HÓA ĐÀN KIẾN (ACO)

Trong các thuật toán ACO, các hệ ACS và MMAS là hai thuật toán thông dụng nhất và
sẽ được nghiên cứu trong bài này. Vì vậy, trước khi giới thiệu thuật toán ACO tổng quát, ta
tóm tắt bài toán TSP và hai thuật toán ACS, MMAS [7,8,18].

2.1. ACS và MMAS giải bài toán TSP
2.1.1. Bài toán TSP

Bài toán TSP được phát biểu như sau. Cho n thành phố, người chào hàng cần tìm một
chu trình có đường đi ngắn nhất qua mỗi thành phố đúng một lần. Để đơn giản, ta xét bài
toán trên đồ thị vô hướng G = (V, E) trong đó tập đỉnh V (n đỉnh) ký hiệu tập các thành
phố và E là tập các cạnh, (i, j) biểu thị đường đi nối các đỉnh i, j ∈ V và có độ dài di,j (di,j

là khoảng cách từ thành phố i tới thành phố j).
Để giải bài toán này, phương pháp ACO dùng biến vết mùi τi,j kết hợp với mỗi cạnh (i, j)

và ban đầu được khởi tạo bởi giá trị τ0. Có m con kiến nhân tạo, ở bước lặp t chúng thực hiện
các thủ tục xây dựng lời giải ngẫu nhiên và cập nhật mùi theo từng thuật toán. Sau một số
bước lặp cho trước, lời giải tốt nhất tìm được là lời giải của bài toán.

2.1.2. Hệ ACS (Ant Colony System)

Xây dựng lời giải. Ban đầu mỗi con kiến được đặt ngẫu nhiên ở một đỉnh xuất phát và thăm
các đỉnh khác để xây dựng đường đi với thủ tục bước ngẫu nhiên theo quy tắc chuyển trạng
thái sau.
Quy tắc chuyển trạng thái. Giả sử con kiến k đang ở đỉnh i, nó chọn đỉnh s tiếp theo nhờ quy
tắc:

s =

{

argmaxu∈Jk(i){τi,u(t)ηε
i,u} : q ≤ q0,

j : q > q0,
(1)

trong đó q là giá trị chọn ngẫu nhiên thuộc khoảng (0, 1), q0 ∈ (0, 1) là tham số cho trước,
ηi,j = 1

di,j
, còn j là đỉnh được chọn theo xác suất cho bởi công thức 2 với α = 1.
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0 , ∀j /∈ Jk(i).
(2)

Quy tắc cập nhật mùi. Mùi sẽ được cập nhật theo cả hai quy tắc địa phương và toàn cục.
+ Cập nhật mùi địa phương. Trong khi xây dựng lời giải của mình, mỗi con kiến sẽ cập

nhật mùi cho cạnh (i, j) mà nó đi qua theo công thức

τi,j ← (1− ρ)τi,j + ρτ0. (3)

+ Cập nhật mùi toàn cục. Có hai cách cập nhật mùi toàn cục được trình bày tương ứng
trong [7, 8].

a) Cập nhật mùi [7] được áp dụng cho những cạnh (i, j) thuộc đường đi ngắn nhất w∗(t)
theo công thức

τi,j ← (1− ρ)τi,j + ∆τi,j (4)

trong đó ∆τi,j = ρL−1
gb và Lgb(t) là độ dài đường đi ngắn nhất w∗(t) cho đến bước lặp t hoặc

của bước lặp t (tương ứng gọi là lời giải G-best hoặc i-best). Về sau ta sẽ xét quy tắc này khi
nói đến ACS.

b) Cập nhật mùi [8] áp dụng cho tất cả các cạnh theo công thức 4 trong đó:

∆τi,j =

{

ρL−1
gb , ∀(i, j) ∈ w(t)

0 , ∀(i, j) /∈ w(t)
(5)

2.1.3. Hệ MMAS (Max-MinAnt System)

Xây dựng lời giải. Trong hệ này, thủ tục xây dựng lời giải thực hiện khác với ACS là chỉ dùng
quy tắc chuyển trạng thái ngẫu nhiên với xác suất cho bởi 2.
Quy tắc cập nhật mùi. Với hai số dương τmin và τmax thích hợp cho trước, ban đầu khởi tạo
τ0 = τmax. Ở bước lặp t, trước hết vết mùi trên mỗi cạnh được cập nhật toàn cục theo công
thức 4 và 6. Sau đó thực hiện chặn mùi như sau

τi,j =











τi,j , τmin ≤ τi,j ≤ τmax

τmin : τi,j ≤ τmin

τmax : τi,j ≥ τmax.

(6)

2.2. Bài toán tổng quát

Bây giờ ta sẽ phát biểu bài toán tối ưu tổ hợp và thuật toán ACO tổng quát dựa trên cách
phát biểu trong [11,17].

Xét bài toán cực tiểu hoá (S, f, Ω), trong đó S là tập hữu hạn trạng thái, f là hàm mục
tiêu xác định trên S còn Ω là các ràng buộc để xác định S qua các thành phần của tập hữu
hạn C và các liên kết của tập này. Các tập S, C và Ω có các đặc tính sau.

1) C = {c1, . . . , cn} là tập hữu hạn gồm n thành phần. Ta ký hiệu X là tập các dãy trong
C độ dài không quá h : X = {< u0, ..., uk > ui ∈ C ∀i ≤ k ≤ h}.
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2) Tồn tại tập con X∗ của X và ánh xạ ϕ từ X∗ lên S sao cho ϕ−1(s) không rỗng với mọi
s ∈ S. Trong đó tập X∗ có thể xây dựng được từ tập con C0 nào đó của C nhờ mở rộng tuần
tự dưới đây.

3) Từ C0 mở rộng được thành X∗ theo thủ tục tuần tự:
i) x0 =< u0 > là mở rộng được với mọi u1 ∈ C0.
ii) Nếu xk =< u0, ..., uk > là mở rộng được thì từ các ràng buộc Ω xác định được tập con

J(xk) của C sao cho với mọi uk+1 ∈ J(xk) thì xk+1 =< u0, ..., uk, uk+1 > là mở rộng được
hoặc xk ∈ X∗ khi J(xk) là rỗng.

iii) Với mọi u0 ∈ C0, thủ tục mở rộng nêu trên xây dựng được mọi phần tử của X∗.

Ví dụ 2.1. Trong bài toán TSP thì S là các chu trình trên đồ thị đầy, f là độ dài đường đi,
Ω là ràng buộc các chu trình qua mọi đỉnh và mỗi đỉnh qua đúng một lần, C0 là tập các
đỉnh của đồ thị, nếu xk =< u0, ..., uk > là đường đi qua u0, . . . , uk thì J(xk) là tập các đỉnh
thuộc C không tham gia vào xk.

2.3. Thuật toán tổng quát

Giả sử với mỗi cạnh nối các đỉnh i, j ∈ C có trọng số heuristic hi,j để định hướng chọn
thành phần mở rộng là j khi thành phần cuối của xk là i theo thủ tục nêu trên (hi,j > 0 ∀(i, j)).
Đàn kiến m con sẽ xây dựng lời giải trên đồ thị đầy có trọng số G = (V, E,H, τ) , trong đó
V là tập đỉnh tương ứng với tập thành phần C đã nêu ở trên (về sau ta vẫn dùng ký hiệu C
thay cho V để chỉ tập đỉnh), E là tập các cạnh, H là vectơ các trọng số heuristic của cạnh
tương ứng (trong bài toán TSP nó là vectơ mà thành phần là nghịch đảo độ dài của cạnh
tương ứng) còn τ vectơ vết mùi tích luỹ được (ban đầu được khởi tạo bằng τ0 > 0). Với số
lần lặp Nc định trước, các thuật toán được mô tả hình thức như sau:

Procedure of ACO algorithms;
begin

Initialize; // khởi tạo m con kiến
Repeat
Construct solutions; // mỗi con kiến xây dựng lời giải
Update trail; // cập nhật mùi
Until End condition; //điều kiện kết thúc

end;

2.3.1. Xây dựng lời giải tuần tự

Sau khi khởi tạo các tham số dương α, τ1 (sẽ giải thích rõ dưới đây cho từng quy tắc cập
nhật mùi) và lượng mùi ban đầu τ0, các con kiến thực hiện lặp thủ tục xây dựng lời giải tuần
tự. Trong mỗi lần lặp t, mỗi con kiến s chọn ngẫu nhiên một đỉnh xuất phát trong C0 và kết
hợp thông tin heuristic với thông tin mùi để xây dựng lời giải ngẫu nhiên theo thủ tục mở
rộng tuần tự nêu trên với xác suất chọn đỉnh tiếp theo như sau. Quy tắc chuyển trạng thái.
Giả sử kiến r đã xây dựng xk =< u0, ..., i > là mở rộng được, nó chọn đỉnh y thuộc J(xk) để
mở rộng thành xk+1 =< u0, ..., i, y > nhờ chọn ngẫu nhiên với xác suất chọn y cho bởi công
thức (7):

P (y/τ, xk) =







τα
i,yhi,y

P

j∈J(xk) τα
i,jhi,j

, y ∈ J(xk)

0 , y /∈ J(xk).
(7)
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Quá trình mở rộng tiếp tục cho tới khi kiến r tìm được lời giải chấp nhận được x(r) trong
X∗ và do đó s(r) = ϕ(x(r)) ∈ S. Khi đó ta nói cạnh (i, y) thuộc x(r).

Do giả thiết iii) trong mục 2.2, về sau ta sẽ xem x(r) và s(r) như nhau và không phân
biệt X∗ với S để tiện trình bày. Ký hiệu w(t) là lời giải tốt nhất các con kiến tìm được cho
tới lần lặp này và wi(t) là lời giải tốt nhất trong bước lặp, nếu wi(t) không tốt hơn w(t− 1)
ta sẽ có w(t) = w(t− 1). Ta sẽ quan tâm tới các lời giải gần đúng w(t) này.

2.3.2. Cập nhật mùi

Có nhiều quy tắc cập nhật mùi, ở đây ta xét hai quy tắc điển hình và được sử dụng phổ
biến nhất hiện nay xuất phất từ ACS và MMAS. Giả sử g là một hàm giá trị thực xác định
trên S sao cho 0 < g(s) < ∞ ∀s ∈ S và g(s) > g(s′) nếu f(s) < f(s′) (trong bài toán TSP
g(s) là nghịch đảo độ dài đường đi tương ứng), khi đó ở mỗi bước lặp cường độ vết mùi sẽ
thay đổi theo một trong các quy tắc sau đây.
Quy tắc ACS : Quy tắc này phỏng theo ACS, bao gồm cả cập nhật địa phương và toàn cục.
+ Cập nhật mùi địa phương. Nếu con kiến h thăm cạnh (i, j), tức là (i, j) ∈ s(h) thì cạnh
này sẽ thay đổi mùi theo công thức

τi,j ← (1− ρ)τi,j + ρτ1. (8)

+ Cập nhật mùi toàn cục. Cập nhật mùi toàn cục chỉ cho các cạnh thuộc w(t):
τi,j ← (1− ρ)τi,j + ρg(w(t)), ∀(i, j) ∈ w(t). (9)

Quy tắc MMAS. Quy tắc này thực hiện theo MMAS. Sau khi mỗi con kiến đều xây dựng xong
lời giải ở mỗi bước lặp, vết mùi được thay đổi theo công thức

τi,j ← (1− ρ)τi,j + ∆τi,j, (10)

trong đó,

∆τi,j =

{

ρg(w(t)) (i, j) ∈ w(t)

max{τ1 − (1− ρ)τi,j, 0} (i, j) /∈ w(t),
(11)

ở đây τ1 > 0 là tham số.
Chú ý.

1) So với MMAS trong mục 2.4.1, ở công thức (11) ta xem τ1 = τmin và giả thiết với mọi
t đều có τmax ≥ g(w(t)) (giả thiết này chỉ để đơn giản cho trình bày).

2) Các quy tắc cập nhật mùi trên là quy tắc G-best, nếu trong các công thức (9) và (11)
thay w(t) bởi wi(t) thì ta nói là quy tắc i-best, trong mục sau ta chỉ xét cho quy tắc G-best.

3. PHÂN TÍCH TOÁN HỌC VỀ XU THẾ VẾT MÙI ACO
Phần này sẽ nghiên cứu tính hội tụ của các thuật toán ACS và MMAS, sau khi ước lượng

xác suất tìm thấy một phương án ở bước lặp t, ta sẽ khảo sự thay đổi của vết mùi.

3.1. Ước lượng xác suất tìm thấy một phương án

Mệnh đề 3.1. Các khẳng định sau đúng
a) Bài toán tổng quát luôn có lời giải tối ưu.
b) Với mỗi kết quả thực nghiệm, các giá trị f(w(t)) luôn hội tụ khi t dần ra vô hạn.
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c) Ký hiệu tập lời giải của bài toán là S∗ và giá trị tối ưu là g ∗ (g∗ = f(s) : s ∈ S∗) thì
với mọi cạnh (i, j) ∈ E ta có đánh giá sau

0 < τmin = min{τ0, τ1, g(w(1))} ≤ τi,j ≤ max{τ0, τ1, g(w(1))}= τmax. (12)

Chứng minh. Khẳng định a) là hiển nhiên vì tập S (và X∗ ) là tập hữu hạn. Khẳng định
b) suy từ tính đơn điệu giảm của dãy f(w(t)) và dãy này bị chặn bởi g∗. Khẳng định c) dễ
dàng nhận được nhờ chứng minh quy nạp theo t với lưu ý rằng ở mỗi lần cập nhật mùi,
cường độ vết mùi của các cạnh (i, j) theo quy tắc ACS có dạng: τi,j ← (1 − ρ)τi,j + ρδi,j,
trong đó τmin ≤ τi,j, δi,j ≤ τmax, còn cường độ vết mùi các cạnh cập nhật theo MMAS suy
từ các công thức (10) và (11).

Về sau ta sẽ giả thiết τ1 < g(w(t)) ∀t và như vậy τmax = g∗. �

Định nghĩa 3.1. Với mọi i ∈ C, đại lượng k∗(i) = min{
hi,j

hi,k
: j, k ∈ C} được gọi là hệ

số lệch heuristic của đỉnh i còn đại lượng k∗ = min{k∗(i) : i ∈ C} được gọi là hệ số lệch
heuristic của bài toán.

Với mọi s ∈ S, ta ký hiệu ps(t) là xác suất để m con kiến tìm được s ở bước lặp t, mệnh
đề sau cho ta một ước lượng cận dưới của nó.

Định lý 3.1. Với mọi s ∈ S và với mọi t, ta luôn có:

ps(t) ≥ pmin > 0, (13)

trong đó, pmin xác định bởi công thức

pmin = 1− exp

(

−
mkh

∗
τhα
min

nhτhα
max

)

. (14)

Chứng minh. Giả sử s được xác định bởi x(∈ X∗) =< u0, ..., uk > (k ≤ h) được mở rộng từ
u0. Với mỗi bước lặp t và ∀i < h, từ (9) và (14) ta có đánh giá sau đối với xác suất p(xi+1/xi)
để xi+i =< u0, ..., ui, ui+1 > được mở rộng từ xi =< u0, ..., ui > bởi mỗi con kiến r là

p(xi+1/xi) ≥
τα
minhuiui+1

∑

u∈Jr(ui)
τmaxhuiui+1

≥
k∗uiτ

α
min

nτα
max

. (15)

Do đó, nếu gọi p(r, s) là xác suất để kiến r tìm được s ta có

p(r, s) =

k
∏

i=1

p(xi/xi−1) ≥
kk
∗
τkα
min

nkτkα
max

≥
kh
∗
τhα
min

nhτhτ
max

> 0.

Vậy ta có ước lượng sau đối với xác suất trong lần lặp này cả m kiến không tìm thấy

p(¬s) ≤

(

1−
kh
∗
τhα
min

nhτhα
max

)m

≤ exp

(

−
mkh

∗
τhα
min

nhτhα
max

)

.

Suy ra, ps(t) ≥ 1− exp
(

mkh
∗
τhα
min

nhτhα
max

)

= pmin, mệnh đề được chứng minh.

�

Chú ý. Nếu dùng quy tắc chuyển trạng thái cho bởi (7) thì dễ dàng nhận được

pmin = (1− q0)

[

1− exp

(

−
mkh

∗
τhα
min

nhτhα
max

)]

.

Kí hiệu P (t) là xác suất tìm được lời giải trong t bước lặp (hay w(t) ∈ S∗). Định lý sau
là mở rộng của Định lý 4.1 trong [7], đảm bảo tính hội tụ cho các thuật toán.
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Định lý 3.2. Với mọi ε > 0 bé tuỳ ý, tồn tại T sao cho với mọi t > T ta đều có: P (t) > 1−ε.

Chứng minh. Theo Mệnh đề 3.1, luôn tồn tại lời giải tối ưu s∗ ∈ S∗. Từ Định lý 3.1, ta có
ngay ước lượng

P (t) ≥ 1−

t
∏

i=1

[1− ps∗(i)] = 1− (1− pmin)t = 1− exp

(

−t
mkh

∗
τhα
min

nhτhα
max

)

. (16)

Biểu thức (16) cho ta kết luận của định lý khi chọn T đủ lớn. �

3.2. Đặc tính của vết mùi

Ta thấy rằng trong thực tế, ở các bước lặp t đủ lớn thì khả năng g(w(t)) > g(w(t + 1))
(và do đó w(t + 1) 6= w(t)) rất bé nên có thể từ bước lặp t0 có các cạnh (i, j) không bao giờ
thuộc vào w(t), ∀t > t0 hoặc luôn thuộc vào nó. Ta sẽ khảo sát đặc điểm của τi,j trong các
trường hợp này.

Định lý 3.3. Giả sử cạnh (i, j) thuộc vào lời giải chấp nhận được s nào đó và tồn tại T
sao cho (i, i) ∈ w(t), ∀t > T thì các khẳng định sau đúng

a) τi,j(t) hội tụ theo xác suất tới τ1 nếu dùng quy tắc cập nhật mùi ACS.

b) τi,j(t) = τ1 với mọi t > T +
ln

τ1
g∗

ln(1−ρ) nếu dùng quy tắc cập nhật mùi MMAS.

Chứng minh. a) ∀ε > 0 ta cần chứng minh

lim
t→∞

P (|τi,j(t)− τ1| > ε) = 0).

Công thức cập nhật mùi đia phương (8) có thể viết như sau: τi,j ← (1 − ρ)τi,j + ρτ1 =

τ1 + (1 − ρ)(τi,j − τ1). Nếu từ lần lặp thứ T tới bước lặp t cạnh (i, j) được cập nhật địa
phương k lần thì τi,j = τ1 + (1− ρ)k[τi,j − τ1]. Do đó tồn tại k0 đủ lớn để cho với mọi k > k0

ta có: |τi,j − τ1| = |(1− ρ)k[τi,j − τ1]| ≤ ε. Ta sẽ chứng minh

lim
t→∞

P (k ≤ k0) = 0.

Thực vậy, nếu đặt p0 =
kh
∗ τhα

min

nhτhα
max

thì ta có đánh giá sau đối với xác suất P (r; (i, j)) con kiến

r có cập nhật địa phương cạnh (i, j) ở mỗi bước lặp: P (r; (i, j)) ≥ p0 > 0. Nên xác suất
P (r;¬(i, j)) con kiến r không cập nhật địa phương cạnh (i, j) ở mỗi bước lặp thoả mãn

P (r;¬(i, j))≤ 1− p0 = q0 < 1. (17)

Giả sử t = T + q thì từ lần lặp thứ T tới t + q có thể xem như có mq con kiến cập nhật địa
phương ngẫu nhiên cạnh (i, j) với xác suất không cập nhật thoả mãn (17) trong bất cứ điều
kiện nào. Lập luận tương tự như phép thử Becnouilli ta có đánh giá

P (k ≤ k0) ≤ lim
t→∞

k0
∑

i=1

Ci
mqq

mq−i
0 = 0. (18)

b) Với t = T + q ta có

τ1 ≤ τi,j(t) = max{(1− ρ)qτi,j(T ), τ1} ≤ max{(1− ρ)qg∗, τ1}, ∀q ≥
ln τ1

g∗

ln(1− ρ)
.

�
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Định lý 3.4. Giả sử cạnh (i, j) ∈ w(t), ∀t ≥ T thì các khẳng định sau đúng
a) Nếu cập nhật mùi theo ACS thì

lim
t→∞

τi,j(t) ≥ τ1 + ρ
g(w(T ))− τ1

1− (1− ρ)m+1
. (19)

b) Nếu cập nhật mùi theo MMAS thì

lim
t→∞

τi,j(t) ≥ g(w(T )). (20)

Chứng minh. a) Ký hiệu ku là số lần cập nhật mùi địa phương của cạnh (i, j) trong bước
lặp u, khi đó ta có: τi,j(u+1) = (1−ρ)ku+1τi,j(u)+

∑ku+1
v=1 (1−ρ)ρτ1+(1−ρ)ρ[g(w(T ))−τ1]

(có một lần cập nhật toàn cục trong mỗi lần lặp). Do g(w(t)) là hàm đơn điệu tăng theo t
nên ta suy ra

τi,j(t) ≥ (1− ρ)q1τi,j(T ) +

q1
∑

v=1

(1− ρ)vρτ1 +

t−T
∑

v=1

(1− ρ)hvρ[g(w(T ))− τ1],

trong đó qt =
∑t

u=T+1(ku + 1) và h1 = 1; hv+1 = hv + kt−v+2 + 1, với mọi v ≥ 2.

Bởi vì ku ≤ m với mọi u nên t

τi,j(t) ≥ (1− ρ)q1τi,j(T ) +

q1
∑

v=1

(1− ρ)vρτ1 +

t−T−1
∑

v=0

(1− ρ)v(m+1)ρ[g(w(T ))− τ1]. (21)

Lấy giới hạn dưới khi t dần ra vô hạn biểu thức (20), lưu ý rằng limt→∞ qt =∞ ta có biểu
thức (19).

Khẳng định b) chứng minh tương tự nhờ lấy giới hạn biểu thức

τi,j(t) ≥ (1− ρ)t−T τi,j(T ) +
t−T−1
∑

v=0

(1− ρ)vρg(w(T )). (22)
�

Chú ý. Các công thức (21) và (22) trongchứng minh định lý này cho ta ước lượng cận dưới
của g(w(t)).

4. THẢO LUẬN
4.1. Nhận xét chung về các thuật toán ACO

Nhờ kết hợp thông tin heuristic và thông tin học tăng cường nhờ mô phỏng hoạt động của
đàn kiến, các thuật toán ACO có các ưu điểm nổi trội sau:
1) Việc tìm kiếm ngẫu nhiên dựa trên các thông tin heuristic làm cho phép tìm kiếm linh hoạt
và mềm dẻo trên không gian rộng hơn phương pháp heuristic sẵn có, do đó cho ta lời giải tốt
hơn và có thể tìm được lời giải tối ưu.
2) Sự kết hợp học tăng cường thông qua thông tin về cường độ vết mùi cho phép ta từng
bước thu hẹp không gian tìm kiếm mà vẫn không loại bỏ các lời giải tốt, do đó nâng cao chất
lượng thuật toán. Bây giờ ta có các nhận xét chung về đặc tính khai thác và khám phá của
các thuật toán.
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4.2. Tính khai thác và khám phá
Tính khai thác là việc tập trung tìm kiếm lời giải quanh phạm vi của các cạnh (i, j) thuộc

các lời giải tốt nhất đã biết tới thời điểm đang xét còn tính khám phá là tìm kiếm ở các phạm
vi khác. Trong cách cập nhật mùi G-best, ta đã biết w(t) nên việc tìm kiếm quanh nó sẽ hạn
chế nhiều tính khám phá còn khi cập nhật theo i-best sẽ mở rộng miền này hơn. Vì vậy trong
thực hành cập nhật theo i-best tốt hơn G-best.

Trong các bài toán tối ưu tổ hợp, thường thì xác suất để một phương án cho trước được
các con kiến tìm được trong mỗi phép lặp rất bé. Vì vậy có thể sau một số bước lặp cường độ
vết mùi trên mỗi thành phần của nó xác định theo các công thức (8 - 11) sẽ bé và giảm khả
năng khám phá được chúng mặc dù chúng có thể vẫn rất hứa hẹn thuộc lời giải tốt. Chẳng
hạn, với bài toán TSP ta có mệnh đề sau.

Mệnh đề 4.1. Trong bài toán TSP không định hướng, mỗi chu trình Haminton (đường liền)
qua cạnh (i, j) và không qua cạnh (k, h) có thể đổi nhiều nhất 5 cạnh để có được chu trình
đi qua cạnh (k, h) mà không qua (i, j).

Chứng minh. Kết luận của mệnh đề dễ dàng nhận được từ hình dưới đây. Trong đó chu trình
gồm các cạnh (đường liền) liền qua (i, j) và nhờ đổi đi 5 cạnh tương ứng {(m, i), (n, k), (i, j), (k, o), (p, h)}
thành {(m, k), (n, i), (i, o), (k, h), (p, j)} (đường đứt đoạn) sẽ được chu trình đi qua cạnh (k, h)
mà không qua (i, j). �

Hình 4.1. Hai chu trình khác nhau 5 cạnh, đường liền qua cạnh (i, j) và đường đứt đoạn qua
cạnh (k, h).

Các điểm hạn chế của ACO
1) Mệnh đề trên cho thấy khi thuật toán mới bắt đầu, các vết mùi khởi tạo như nhau thì

một cạnh (k, h) “tốt hơn” cạnh (i, j) do nó thuộc chu trình dài hơn có thể đảo ngược một cách
rất ngẫu nhiên. Khi một cạnh do ngẫu nhiên mà không được cập nhật mùi sau một số bước
thì cường độ mùi của nó nhanh chóng bị giảm xuống và khó được các con kiến chọn sau đó
mặc dù “chất lượng” của nó chưa chắc đã là “xấu”.

2) Nếu khởi tạo mùi như nhau và không dùng thông tin heuristic thì xác suất của mỗi
cạnh được mỗi con kiến đã cho sử dụng trong lần lặp đầu là 2/(n − 1), xác suất này rất bé
khi n lớn. Như vậy tùy theo từng loại bài toán mà tỷ lệ giữa τ0 và τ1 rất có ý nghĩa để cân
bằng giữa tính khám phá và khai thác của thuật toán.

3) Các lượng mùi cập nhật theo các công thức (5.a), (5.b) hay (8)-(11) phụ thuộc vào giá
trị hàm mục tiêu của lời giải mà các con kiến xây dựng được trong các bược lặp. Việc xác định
các giá trị τ0 , τ1 hay τmin, τmax cũng phụ thuộc vào tương quan với các giá trị chưa được xác
định trước này của từng bài toán thì thuật toán mới tốt được. Điều này rất khó thực hiện.

Bây giờ ta sẽ bình luận cụ thể hơn về từng thuật toán đã nêu.
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4.3. Các thuật toán cập nhật mùi theo quy tắc ACS
Trong cách cập nhật mùi toàn cục của ACS theo [8] bởi công thức [4] và (5.b) không đảm

bảo cường độ vết mùi thỏa mãn thuộc khoảng [τmin, τmax], vết mùi của những cạnh không
được các con kiến sử dụng và không thuộc đường đi tốt sẽ chóng dần về 0 và các con kiến sau
sẽ có bỏ qua các cạnh này. Tuy vậy, như đã chỉ ra ở trên, cạnh này vẫn có thể là cạnh tham
gia vào lời giải “tốt” mà bị loại do rủi ro. Hiện tượng này làm giảm tính khám phá của ACS,
vì thế hiệu quả của nó kém MMAS [18].

Việc chọn quy tắc cập nhật mùi toàn cục trong [7] đã khắc phục được hạn chế này nên
đến nay nó được thay cho cách cập nhật ở [8]. Tuy vậy việc cập nhật địa phương chưa cho
thấy rõ ý nghĩa của học tăng cường.

4.4. Các thuật toán cập nhật mùi theo quy tắc MMAS
Theo quy tắc này việc tìm kiếm chỉ tập trung quanh lời giải tốt nhất còn các cạnh không

thuộc lời giải này sẽ có cường độ vết mùi nhanh chóng tụt về τmin theo đánh giá b) của Định
lý 3. Vì vậy khi τmin nhỏ hơn nhiều so với τmax thì tính khám phá kém còn chọn τmin gần với
τmax thì thuật toán chủ yếu là tìm kiếm ngẫu nhiên dựa theo thông tin heuristic.

4.5. Đề xuất các phương pháp cập nhật mùi mới
Dựa trên các phân tích trên, hai quy tắc cải tiến của ACS và MMAS được đề xuất như

sau: a) Phương pháp cập nhật mùi đa mức: MLAS
Dựa vào nhận xét ở mục 4.3, thay cho việc bay hơi vết mùi ở các thành phần không thuộc

các lời giải của mỗi con kiến trong m mỗi lần cập nhật mùi ở mỗi bước lặp ta cho τ1 và τmax

tăng dần. Độ lệch giữa τ1 và τmax cho phép ta điều khiển tính hội tụ và khám phá. Nếu thấy
lời giải tốt ít thay đổi thì cho τ1 gần τmax để tăng tính khám phá và ngược lại cho τ1 dịch xa
τmax để cho lời giải tập trung tìm kiếm quanh lời giải tốt nhất tìm được.
b) Phương pháp Max-Min trơn: SMMAS

Dựa vào nhận xét ở mục 4.4, ta thấy không nên giảm vết mùi ở các cạnh không thuộc
lời giải tốt quá nhanh như quy tắc MMAS mà nên dùng quy tắc Max-Min trơn như sau:
τi,j ← (1− ρ)τi,j + ∆τi,j, với

∆τi,j =

{

ρτmin , ∀(i, j) ∈ w(t)

ρτmax , ∀(i, j) /∈ w(t).
(23)

Trong hai phương pháp này, SMMAS đơn giản và dễ dùng hơn nhưng không mềm dẻo bằng
MLAS.

Dễ dàng kiểm tra được các thuật toán này có cùng độ phức tạp nhưng MLAS có cùng độ
phức tạp nhưng ít phép toán hơn i ACS [7] vì không phải tính hàm mục tiêu ở lượng mùi cập
nhật địa phương và toàn cục, còn SMMAS ít phép toán hơn MMAS vì không phải so vết mùi
với τmin và τmax.

5. KẾT QUẢ THỰC NGHIỆM
Trong [4], kết quả thực nghiệm của một thuật toán SMMAS và biến thể khác của MLAS

đối với bài toán lập lịch sản xuất cho thấy thuật toán với các quy tắc cập nhật mùi này tốt hơn
ACS và MMAS. Dưới đây giới thiệu kết quả thực nghiệm so sánh ba phương pháp MMAS,
SMMAS và MLAS với 5 bộ test eil51, kroA100, d198, lin318 và rat783 với số đỉnh tương ứng
là 51, 100, 198, 318 và 783 đỉnh. Đây là các bộ test chuẩn của bài toán TSP được Dorigo
và Stützle dùng để thực nghiệm và công bố [8,18] (các bộ test lấy từ địa chỉ [19]). Kết quả
của MMAS trong Bảng 1 là kết quả chạy chương trình mới nhất của chính tác giả Stützle,
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download từ địa chỉ [20], kết quả chạy theo chương trình này tốt hơn kết quả đã công bố trong
các bài báo [8,18]. MMAS [18] khi công bố thì thực nghiệm cho thấy tốt hơn ACS, hơn nữa
MMAS đơn giản hơn nên nhiều người ưa dùng.

Trong SMMAS và MLAS, các tham số được thiết đặt như sau: m = N/2; α = 1; β = 2;

ρ = 0, 05. Ngoài ra, trong SMMAS tỉ lệ τmax
τmin

đặt bằng N.k với k =

{

N+50
100 N ≥ 50

1 N < 50
, việc

điều khiển τmin, τmax trong MLAS thực hiện như trong [4], thực nghiệm với số lần chạy và
số lời giải như Stützle đã làm [18]. Cụ thể, với các test eil51, kroA100 và d198, cả 3 phương
pháp cho chạy 25 lần, mỗi lần cùng chạy với số lời giải S = 10000× N (N là số đỉnh), hai
test lin318 và rat783 chạy 10 lần, mỗi lần cùng chạy với số lời giải S = 106, sau đó so sánh
kết quả trung bình và kết quả tốt nhất của các lần chạy.

Bảng 1. Kết quả thực nghiệm so sánh ba phương pháp MMAS, SMMAS và MLAS

Test MMAS SMMAS MLAS
eil51 426.44(0.10%) 426.08(0.02%) 426.00(0.00%)

426 428 426 427 426 426

kroA100 21304.40(0.11%) 21305.76(0.11%) 21289.70(0.04%)

21282 21378 21282 21379 21282 21319

d198 15950.96(1.08%) 15990.44(1.33%) 15970.60 (1.21%)

15875 16034 15828 16116 15902 16040

lin318 43106.30(2.56%) 42445.80(0.99%) 42438.10(0.97%)

42859 43376 42201 42873 42257 42639

rat783 8951.5(1.65%) 8938.80(1.51%) 8933.00(1.44%)

8920 8986 8868 8989 8904 8959

Kết quả của các phương pháp với từng bộ test nằm trong ô giao giữa cột và dòng tương
ứng. Trong đó số ở trên biểu thị kết quả trung bình và số trong ngoặc biểu thị độ lệch của kết
quả trung bình với kết quả tối ưu của test đó, hai số ở dưới lần lượt là kết quả tốt nhất và kết
quả tồi nhất trong các lần chạy. Kết quả trung bình phản ánh chất lượng của thuật toán còn
các kết quả tốt nhất và tồi nhất để tham khảo về tính khám phá của nó. Các kết quả được tô
đậm là kết quả tốt nhất trong 3 phương pháp.
Nhận xét: 1) So sánh kết quả trung bình. Trong 5 test được thực nghiệm có 4 test MLAS cho
kết quả trung bình tốt nhất và SMMAS tốt hơn MMAS. Chỉ duy nhất test d198 là MMAS có
kết quả trung bình tốt hơn SMMAS và MLAS nhưng không đáng kể.
2) Kết quả tốt nhất. Trong 5 test được thực nghiệm, có 2 test với số đỉnh nhỏ (eil51 - 51 đỉnh,
kroA100 - 100 đỉnh) cả ba thuật toán đều tìm được lời giải tối ưu, 3 test sau thì SMMAS cho
kết quả tốt hơn MMAS và MLAS.

6. KẾT LUẬN
Ta khảo sát tính biến thiên của vết mùi trong các thuật toán ACO điển hình, dựa trên các

kết quả đạt được, đề xuất một số hướng cải tiến thuật toán mà hiệu quả của chúng đã được
thể nghiệm cho một số bài toán cụ thể. Thực nghiệm cho thấy chúng cho lời giải tốt hơn ACS
và MMAS. Tuy vậy các thuật toán ACO vẫn là thuật toán thực nghiệm nên việc lựa chọn và
cài đặt thuật toán phải dựa vào từng bài toán cụ thể.
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