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CAC ANH XA PONG VA U'NG DUNG TRONG CO SO DU LIEU

NGUYEN XUAN HUY, LE DUC MINH, VU NGOC LOAN

Abstract. This paper deals with some basic properties of clocsed mappings and their applications to the
theory of relational databases. Some basic operations on closed mappings, such as intersection, composition
and comparison relations are introduced. Some necessary and sufficient conditions for whether a composition
of two given closed mappings is a closed mapping are proposed and proved. These conditions express a
relationship between close property, commutative property and pariial order relation on the closed mappings.

Tém tdt. Noi dung bai bdo d8 cip dén mdt s§ tinh chit co bdn cda cic d4nh xa déng vi chi ra mét vai tng
dung cda cdc dnh xa déng trong 1y thuyét co sé dir liéu; trinh bdy mét s8 phép toin co’ bdn trén cic dnh xa
déng nhuw phép héi, phép hop thanh, cic phép so sdnh; phat biéu va chimg minh mét s§ didu kién cin va dd
d€ hop thanh cda hai 4nh xa déng la mot d4nh xa déng. Cac diéu kién niy thiét 14p mdi quan hé gifra tinh
déng, tinh giao hodn va quan hé thi tuw bd phin trén cdc dnh xa déng.

1. PAT VAN PE

Trong ly thuyét thi€t k& co sé dir liéu, viéc nghién ciru cic rang budc dir lidu ¢ ¥ nghia quan
trong cd ly thuyét va thuc tién tng dung. Hién nay hiu hét cic hé quén tri co s& dir liéu theo mé
hinh quan hé déu phdi dva vao 1y thuy&t cdc phu thudc ham, mét trong s8 loai hinh rang buéc dir
lidu phd bién, nhim ddm béo tinh nhit quin dir liéu, t8i wu héa cic qué trinh tao 1ip, cip nhit,
khai thic dir liu... Cé thé néi trong nghién ciu veé cac phu thudc dit liéu néi chung va phu thudc
ham néi riéng thi khai niém bao déng cda tip cic thudc tinh déng vai trdo quan trong. Vé mit ngir
nghia, bao déng cida tap thudc tinh X 1a tip toan bd cdc thudc tinh phu thudc vio X. Cic két qud
¢6 ¥ nghia siu sic nhu dinh 1y twong dwong giira cic ki€u suy din, cic két qui lién quan dén viéc
tim khéa, chuin héa dir liéu, cac loai phd... déu dwgc phan tich hodc chimg minh trén co s& khéi
niém bao déng cda tip cac thudc tinh. Sau phin dit vin d&, phin thi hai cda bai trinh bay cic dinh
nghia va cic phép todn co bdn vé d4nh xa déng nhu phép hdi va phép hop thanh, cic phép so sanh;
phét bi€u vi chirng minh mét s& diéu kién cin vi dd dé hop thanh cda hai 4nh xa déng 13 mét 4nh
xa déng, cac dieu kién ndy thi€t 14p mdi quan h?é gitta tinh déng, tinh giao hodn va quan hé thir tw
b6 phin trén cic d4nh xa déng. Phin thi ba cda bai trinh biy vai troé cda cdc 4nh xa déng trong ly
thuyét thiét ké dr litu quan hé, tém luwgc mét s8 két qud chd yéu cda huwéng nghién ctu nay. Cudi
ciing, phin tht tu cda bai dé xuit hai hwéng nghién ciru ti€p vé dnh xa déng phuc vu cho cic co s&
dir 1iéu va tri thirc.

2. ANH XA DONG
Dinh nghia 2.1. Cho tip hiru han U. Anh xa f: 2% — 2¥ dwoc goi 13 déng néu véi moi tap con
X,Y C U ta cé cac tinh chit sau:
(C1) Tinh phdn xa: f(X) 2 X;
(C2) Tinh déng bién: néu X C Y thi f(X) C f(Y); THL}E\JG
(C3) Tinh liy ding: f(f(X)) = f(X). VA CN
Theo truyén thdng cia ly thuyét co s& dir liéu [11, 14] ta chi xét t3p hitu han cac phan mfﬁy hiéu

- 12 U. Céc phin t& cda tip U dwoc biéu dién qua céc chir c4i la tinh d3u bing chi nhuw A, B, C....
Céc tap con cda U dwoc bi€u dién qua cic chir cai la tinh cudi bang chit nhw X, Y, Z.... Khi cin liét
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ké céc phin ti cda mét tip, ta vi€t dwédi dang x4u ky tw, ching han X = ABC cho biét tip X bao
gdom ba phin tid A, B, vd C. Hop cda céc tip hop dwgce viét lien nhau, ching han XY biéu thi hop
cla haitdp X va Y.

Dé dang thdy rdng cic 4nh xa sau diy 1 cic 4nh xa déng:

- Anh xa t8i dai: Q(X) = U véimoi X C U.

- Anh xa d%ng nhit: e(X) = X véi moi X C U.

- Anh xa tinh tién: hc(X) =CX véimoi X C U, vé6i C C U 13 tip con tuy ¥ cho truée.

Ky hiéu Cy 1a t4p tat cd cac 4nh xa déng trén tip U cho trudc. Sau diy ta xét mot sS tinh chit
cia 4nh xa déng.
Meénh dé 2.1. Gud sé f € Cy. Khi @6 vé1i mor X, Y C U ta cd:

L f(f(X)Y) = f(Xf(Y)) = f(XY),

2. f(XY) 2 f(X)f(Y),

3. f(XNnY)C f(X)nf(Y).
Ching minh

1. Theo tinh chdt phdn xa cda 4nh xa déng f ta ¢ f(X) 2 X, do dé f(X)Y 2 XY. Theo tinh
chit ddng bi€n cda f ta cé f(f(X)Y) 2 f(XY). Mit khdc, do X C XY, Y C XY va tinh dong
bién cda f ta ¢é f(X) C f(XY)vaY C XY C f(XY), do d6 f(X)Y C f(XY). Lai theo tinh chit
ddng bién va tinh liiy ddng cda f ta c6 f(f(X)Y) C f(f(XY)) = f(XY). Tir hai bao ham thic
vira ching minh ta suy ra f(f(X)Y) = f(XY). Hodn vi vai trd cda cdc tdp X va Y ta thu duwoc
f(Xf(Y)) = f(XY).

2. Ty XY O X, XY DY va tinh dong bién cda f tasuy ra f(XY) D f(X) v
Liy hop theo ting vé cia hai bao ham thirc trén ta thu duoc f(XY) 2D f(X)f(Y
£

a
)-

3. Ty XNnY C X, XNY C Y va tinh dong bién cda f tasuyra f(XNY) C f(X) va f(XNY) C

f(Y). Lay giao theo tirng vé cda hai bao ham thic trén ta thu dwge f(XNY) C f(X)nf(Y). O

f(XY) 2 f(Y).

Sau diy ta xét mét sd thi du cho céc tinh chit 2 va 3 trong Ménh dé 2.1. Cu thé, ta sé xdy
dung céc 4nh xa déng f va g sao cho f(XY) # f(X)f(Y) va g(X NY) # g(X) Ng(Y) véi céc tap
X va'Y cho truée.

1. D6% vév tinh chdt 2. Xét anh xa f trén tip U = ABC:

(i) f(AB) =

(ii) Véimoi X C U, X # AB ta dit f(X) = X.

Dé dang thiy f la 4nh xa déng va f(AB) = ABC, con f(A)f(B) = AB. Dodév6i X =A,Y =B
ta c6 f(XY) # F(X)F(Y).
2. D61 véi tinh chdt 8. Xét dnh xa g trén tip U = ABC:

(i) o(4) = 4,

(11) Vé6imoi X C U, X # A, ta dit g(X) = XC.

Dé& thiy g 13 4nh xa déng. Chon X = AB,Y = AC. Khidé XNY = Ava g(X NY) = g(4) = A.
Mit khic g(X) = ABC, g(Y) = AC, do dé g(X) N g(Y) = AC. Nhu viy, g(X NY) # g(X)Nng(Y).

Dinh nghia 2.2. Cho céc 4nh xa déng f,g € Cy. Ta xé4c dinh 4nh xa h trén U nhu sau: h(X) =
f(X)Ng(X), véimoi X C U. Ta goi 4nh xa h 12 hdi cda cdc 4nh xa f vagvaky higulah=fAg.

Ta chirng minh ring hdi cia hai 4nh xa déng 1A mét 4nh xa déng. Thit viy, gid st f va g
12 hai 4nh xa déng trén U,h = f A g va X C . Khi d6, theo tinh chit phdn xa cida céc 4nh xa
déng f va g ta cé h(X) = f(X)Ng(X) 2 XN X = X. Viy 4nh xa h c6 tinh phdn xa. Gid st
X,Y CU va X CY. Van dung tinh ddng bién cia cic 4nh xa f va g ta c6 h(X) = f(X) Ng(X) C
f(Y)Ng(Y) = h(Y). Tinh dong bién cda 4nh xa héi h dwoc chimg minh. Gid s& X C U. Ta ddt
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Y = h(X) = f(X) Nng(X). Ta sé chitng minh A(Y) =Y. Thét vay, vi 4nh xa h c6 tinh phdn xa nén
h(Y) D Y. Ta ching minh bao ham thic nguoc lai, tic 12 A(Y) C Y. Vin dung tinh dong bi€n va
liy ding cia cdc 4nh xa déng f va g, tr Y = f(X)Nng(X) C f(X) va Y = f(X) ng(X) C g(X)
ta suy ra f(Y) C f(f(X)) = f(X) va g(Y) C ¢g(9(X)) = g(X). Lay giao tirng v& cda hai bao ham
thirc ta thu duoc A(Y) = f(Y)ng(Y) C f(X)Ng(X) = h(X) = Y. Ding thic h(Y) = Y hay
h(h(X)) = h(X) cho thdy 4nh xa h c6 tinh liy ding. Viy héi cda hai 4nh xa déng 12 mét 4nh xa
déng.

Dinh nghia 2.3. Cho hai anh xa déng f,g € Cy. Ta xac dinh dnh xa k 13 hop thanh cda 2 4nh xa
f vagtrén U,k = f.g nhu sau:
K(X) = 1(g(2)), véi moi X C U.

Meénh dé 2.2. Hop thanh cda hat dnh za déng thda cdc tink chdt phdn za vd dong bién.

Chitng minh. Gid st f,g € Cy va X C U. Ta d&t k = f.g. Van dung tinh chit phdn xa cida cdc 4nh
xa déng f va g ta thu dwoc k(X) = f(g(X)) 2 g(X) 2 X. Viy anh xa k thda tinh chit phdn xa.
Gid st X, Y CUva X CY. Vidnh xa g cé tinh déng bién nén g(X) C g(Y). Vi 4nh xa f c6 tinh
chit dong bién nén k(X) = f(9(X)) € f(g(Y)) = k(Y). Vay énh xa k thda tinh chidt dong bién. O

Ta sé xiy dung mét phdn thi du dé€ chtirng minh ring hop thanh cda hai 4nh xa déng khéng
thda tinh liy ding. Thit viy, ta xay dung cidc anh xa f va g trén tip U = ABC nhu sau:

Gid st X C U. Néu C ¢ X ta dit g(X) = X, nguoc lai ta dit g(X) = U. D&i véi anh xa f,
trong moi trudmg hop ta dit f(X) = XC.

Dé thay f la 4nh xa déng. Ta chira g ciing 13 4nh xa déng.

Tinh phdn xa vi tinh liy ding cda g 13 rd ring. Ta ki€ém tra tinh dong bién cia g. Gii s
XCYCU NeuCeXthiCeYvadoddg(X)=9g(Y)=U NeuC &Y thiC¢ X vatacé
g(X)=XCY=g(Y). NNuCeY vaCgXthi g(X) =X CU=g(Y). Viy g I 4nh xa dbng
bién va do d6 g 13 dnh xa ddéng.

bit k = f.g ta sé chi ra k khéng phdi 13 4nh xa déng. That vay, xét X = A. Khi dé
KX) = (£.0)(4) = F(9(4) = f(A) = AC. Vay K(X) = AC. Mt khic k(k(X)) = K(AC) =
f(g(AC)) = f(U) = U. Bit ding thic k(k(X)) # k(X) cho thly hop thanh cda hai 4nh xa déng
khong thda tinh chit liy ding va do d6 khéng phai 1a 4nh xa déng.

T thi du trén ta cing tinh duwoc g.f(A4) = g(f(A)) = g(AC) = U # AC = f.g(A). Ta cé két
qud sau day.

Ménh deé 2.3. Hop thinh cda hav dnh za ddng ndv chung khong cd tinh giao hodn.

V&i tap hiru han U cho trwée, ki hidu My 13 tip cic dnh xa 2¥% — 2, ta ¢
Ménh dé 2.4. Phép hop thanh cia cdc dnh za trong My cd tinh két hap (2, 11].

Bai todn 2.1. Xdc dinh diéu kién dé hop thanh cda hai dnh za déng ld mét dnh za ddng?

Truéce khi phét bi€u mot vai diéu kién cin va dd ta hiy dwa ra mét s dinh nghia.

Dinh nghia 2.4. Cho tap hiru han U va cic dnh xa f,g € My. Ta néi énh xa f hep hon dnh xa g
va ky hiéu 13 f < g hodc g > f, néu véimoi X C U ludén ¢b f(X) C g(X).

Quan hé “hep hon” < thda cic tinh chit sau: V&1 moi dnh za f,g,h € My:

1. Phdn za: f < f,

2. Phdn zitng: néu f > gvag< fthl f =g,

3. Bdc ciu: néu f < gvag<hthl f <h.

Nhu viy quan hé “hep hon” < la thi tw bd phédn trén My.



4 NGUYEN XUAN HUY, LE DUC MINH, VU NGOC LOAN

Ménh dé 2.5. Hop thinh cda hai dnh za déng khong hep hon mdr dnh za thanh phdn, tiéc ld, vé1
mot f,g € Cy ta cd:

1. fg21,

2. fg2>2g.

Chirng minh. Gid st f,g € Cy. Xét tip con bat ky X C U. Theo tinh chat phdn xa cda 4nh xa déng
g tacéd g(X) 2 X. Do d9, theo tinh chit dong bi€n va phdn xa cda 4nh xa f ta ¢é, f(g(X)) 2 f(X)
va f(g9(X)) 2 g(X). Hai bao ham thic nay cho thiy f.g > f va f.g > g. O
Ménh dé 2.6 (Tinh chit gia ting trdi va gia ting phai cda quan hé “hep hon” S)'. V61 mot dnh za
déng f,g va h, néu f < g thi:

1. f.h < g.h,

2. h.f < h.g.

Chitng minh. Gid st f, g vd h la cdc 4nh xa déng va f < g. Xét tip con bat ky X C U. Vi f < g nén
f(h(X)) C g(h(X)). M8t khéc, cling do f < g nén f(X) C g(X), do 46 theo tinh chit déng bién cda
anh xa déng h ta c¢6 h(f(X)) C h(g(X)). Hai bao ham thic nay cho thidy f.h < g.hva h.f < h.g.O

Ménh dé 2.7 (Tinh toan ding cda phép hop thanh). Véi moi dnk zq ddng f,g,k va h, néu f <k
va g < h thi f.g < k.h.

Ching minh. Gid st f,g,k,h € Cy va f <k, g < h. Theo Ménh dé 2.6 tacé f.g < k.g vd k.g < k.h.

Vin dung tinh chit bic ciu cda quan hé “hep hon” < ta thu dwoc f.g < k.h. a
Pinh ly 2.1. Vé1 moi dnh za ddng f,g € Cy, ba diéu kién sau ddy ld twong dwong:

L f<g;

2. fg=g

3.9.f=g.

Ching mainh.
1=2 Gidst f,g€ Cy va f < g. Khi d6 theo Ménh dé 2.5 ta c6 f.g > g. Theo Ménh dé 2.6 va
tinh lily ding cda anh xa déng g ta c6 f.g < g.g = g. Theo tinh phdn xing cda quan hé “hep hon”,
tIr hai bat ding thic vira thu duwoc suy ra f.g = g.
2= 1. Gid st f,g€ Cy va f.g = g. Khi d6 theo Ménh dé 2.5 ta cé ngay f < f.g=g.
1= 3. Gid st f,g € Cy va f < g. Khi d6 theo Ménh dé 2.5 ta c6 g.f > g. Theo Ménh d& 2.6 va
tinh liy ding cda 4nh xa déng g ta c6 g.f < g.g = g. Theo tinh phdn xirng cia quan hé “hep hon”,
tir hai bit ding thic vira thu dwgc suy ra g.f = g.

3 = 1. Gid sd véi cdc dnh xa d6éng f vi g ta 6 g.f = g. Khi dé theo Ménh 4@ 2.5 ta c6 ngay
f<g9f=y O

Dinh 1y 2.2. Cho hai dnh zd déng f vd g. Cdc hop thanh f.g va g.f dong thoi la cde dnh za ddng
kht va ch? khi ching giao hodn:
(Vfig€Cu): (f9,9-f€ECu & fg=19.f)

Ching minh.
(=) Gid st véi hai 4nh xa déng f va g ta cbd f.g v g.f 13 cdc 4nh xa déng, ta cin ching minh ding
thic f.g = g.f. Theo Ménh dé 2.5 ta c6 f.g > g vd f.g > f. Vin dung tinh toan ding vao hai bit
ding thic nay ta thu dwoc (f.9).(f.9) > g.f. Vi f.g 1d 4nh xa déng nén (f.g).(f.g) = f.g. Ta nhan
dugc f.g > g.f. Hoan toan twong tw ta ching minh g.f > f.g d€ tir dé rit ra f.g = g.f.
(«=) Gid sd véi hai 4nh xa déng f vi gtacd f.g=g.f. Dit h = f.g. Theo Ménh d¢ 2.2, h thda man
tinh phdn xa va tinh dong bi€n do d6 ta chi cin ki€m tra tinh liy ding cda h. Thit viy, dwa vio
tinh két hop cia phép hop thanh, tinh liy ding cda 4nh xa déng g va ding thic f.g = g.f ta cé:

h-h=(f.9).(f-9) = (f-9)-(9-f) = f-(9.9).f = f.9.f = f(9.f) = f-(f-9) = (f.f).9=f.g=h.
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Vay h c6 tinh liy ddng va do d6 f.g 1a 4nh xa déng. Hodn toan twong tu chimg minh dwoc g.f 1
anh xa déng. 0

Dinh 1y 2.3. Hop thinh cda hai dnh za ddéng f vd g la mét dnh za déng khi vd chi khi f.g.f = f.g
(Vfigelu): (f9€lu) & f9.f=fg
Ching minh.

(=) Gid st £, g va f.g la cdc 4nh xa déng. Theo Ménh d& 2.5 ta ¢6 f < f.g. Ap dung ludt két hop
va Dinh Iy 2.1 cho cdc d4nh xa déng f va f.g ta thu dwoc f.g.f = (f.9).f = f.g.

(«=) Gid st v6i cdc 4nh xa déng f va gtacd f.g.f = f.g. D&t h = f.g. Theo Ménh d& 2.2, h cé tinh
chat phdn xa va dong bién. Ta chi can ching minh ring h cé tinh liy ding. Thit viy,

h.h=(f.9)(f-9) = (f.9.f).9=(f.9)-9=f(9.9) = f.9=h. 0O

3. ANH XA PONG VA LY THUYET PHU THUOC HAM TRONG CO SO
DU LIEU
Phin nay gid thi€t ring ban doc di lam quen véi cac khai niém vé thudc tinh, quan hé va phu
thudéc ham dwgc trinh bay chi tiét trong [11,14].

Pinh nghia 3.1. Mét lugc d6 quan hé o 13 mét cip (U, F) trong d6 U 13 tip hiru han va khic tréng
cac thudc tinh, F' 13 mét tip cdc phu thuéc ham trén U.

Dinh nghia 3.2. Cho luoc dd quan hé a = (U, F) va mét phu thudc ham trén U, g: X — Y. Ta
néi phu thuéc ham g dwgc dan tir tdp phu thudc haim F, vi ki hiéu 14 F = g, néu v&i moi quan hé
R trén tip thudc tinh U vi thda cidc phu thuéc ham trong F thi R cling thda phu thuéc ham g. Cho
hai t4p phu thudc ham F va G trén tip thudc tinh U, ta néi tip phu thuéc him G dwoc din tir tip
phu thudéc ham F, vi ki hiéu 12 F' = G, néu moi phu thudc him trong G déu dwoc din tir tip phu
thuéc ham F.

Pinh nghia 3.3. Cho luoc d6 quan hé a = (U, F). Bao déng cda tip phu thuéc ham F, duoc ky
hiéu 12 FT, 13 tip cic phu thuéc ham trén U dwgc din tir F:

F*={g|F = g}.

Dinh nghia 3.4. Cho luoc d6 quan hé a = (U, F) va tap con cac thudc tinh X C U. Bao déng cia
tap thudc tinh X theo tip phu thudc ham F, dwoc ky hidu 1a (X)F, 13 tap
{A|Ae€l, F =X — A}

Vé ban chit, bao déng cida tip thudc tinh X 13 tip toan bd cdc thudc tinh phu thudc vao tip
thudc tinh X trén co s& tip phu thudc ham cho truée.

Armstrong da chimg minh dinh ly sau day.

Dinh Iy 3.1 (Bai todn thanh vién [11,14]). Cho lwgc @6 quan hé a = (U, F) va mdt phu thuéc hdm
trén U, g: X — Y. Phu thuéc him g dwoc din ti tip phu thuéc ham F khi va chi khi Y C (X)F.

Berri v Bernstein di xiy dung mot thudt todn c6 do phic tap thoi gian 13 tuyén tinh theo
chitu dai dir liéu vio dé tim bao déng cda tip thudc tinh X theo tip phu thudc ham F [1,11].

Cho lugc dd quan hé a = (U, F), phép todn 18y bao déng cda tidp thudc tinh theo tip phu thudc
ham F cho truéc, ( )f chinh 1a mét 4nh xa déng trén U [2,3,4,13]. Cho F va G 13 hai tip phu
thuéc ham F trén U, néu F C G, thi ( )} < ()&, tic 1a phép ldy bao déng theo F hep hon phép
14y bao déng theo G. Hon nira, néu G = F thi ( )} < (). Trong [4-7,13], cdc téc gid trinh bay
mdt s8 két qua nghién ctu v& cic 4nh xa déng vi céc tip déng ciing nhu cac ki thuat bi€u dién
khéa vi siéu khéa théng qua céc todn ti 1§y bao déng. Cho mdt 4nh xa déng f trén tdp hiru han U,
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khi dé tdn tai mdt lwoc dd quan hé o = (U, F) sao cho ( )} = f [2,13]. Téap phu thuéc ham F trong
trwomg hop nay dwoc xay dung nhw sau:
F={X— f(X)| X CU}.
Trong [7-10,12], c4c tdc gid trinh biy mdt s8 cich ti€p cin khdc trong viéc khdo sit cic 4nh
xa déng xiy dung trén lép cac phu thuéc ham. Mannila, Raiha va Nguyén Xuin Huy [12 13] chira

ring tap toan thé cic 4nh xa déng véi phép hoi tao thinh nira gidn vi chirng minh suw tdn tai mot
dang cdu gifra gidn cdc ciu tric phu thuéc him va gidn cdc 4nh xa déng.

4. MQT S6 HUONG NGHIEN CUU TIEP

N A . \ ’ ’ . . ’ s ~ a
e Tim hi€u vai trd cda 4nh xa déng ddi véi cac 16p phu thude bac cao.

e Vai trd cda 4nh xa déng trong huéng nghién ctru vé trich chon luit tir cic co sé dir lidu.
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