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NGON NGlr NHOM ABEN

LE Quae RAN

Abstract. On languages having an Abellian group as syntatic mononid. Languages mentioned in the title
are considered. We describe automates of such language and when they are regular we provide different
characterisations in terms of automates, syntatic monoids and so on.

T6m tlt. Trong bai bio nay, chung toi khdo sat cac ngon ngir c6 vi nh6m cu phap la nh6m Aben va da mo
ta diro'c Otomat cda l&p ngon ngir nay. Trong trircng hQ'Pchung la ngon ngir nh6m chinh qui, chung toi da
thigt l~p dtro'c m6i lien h~ giii-a cap cda v] nh6m cii phap va s6 trang thai ciia otomat doan nh an lap ngon
ngir do.

1. MO'DAU

Kh ai niem ngon ngu' nh6m dircc dira ra b&i Anixinov [1] vao nam 1971. D6 Ii nhimg ngon ngfr
Ii nghich inh cua do'n vi qua dong cau cua vi nh6m cac tir hiru han vao m9t nh6m. Trong [5], clning
toi dil thay "don vi nh6m" bc)'i "t~p con rOi rac" ciia nh6m. Lop ngon ngir trong [5] thirc str chira
lap ngon ngfr nh6m trong [1].

Gii sl1'X Ii m9t bing chir hiru han vi X* Ii vi nh6m tv' do sinh bO'i X voi don vi Ii tir A. Khi
d6 moi t%p con bat ky L cua X* diro'c goi Ii m~t ngon ngii:.

Gii slYS Ii m9t vi nh6m vi H Ii t%p con cua S. Ta xet quan h~ PH ~ S X S nhir sau:
PH = {(x, y) E S X S I uxv E H {} uyv E H, Vu, v E S}.

Khi d6 PH dtro'c goi Ii tU'O'ng il&ng chinh hay tv:O'ng il&ng cu phap cua H vi vi nh6m thiro'ng S / PH
dircc goi Ii vi nh6m cu phap cda H trong s. T%p con H diro'c goi Ii riri rqc trong S neu tircmg dhg
PH Ii tirong dhg dong nhfit,

Ta con xet ttrong d!ng m9t phia tren S nhir sau:

RH = {(x, y) E S X S I xu E H {} yu E H, Vu E S}.

Khi d6 RH Ii ttrong dhg phai tren s vi duoc goi Ii tv:O'ng il&ng chinh phdi Duybray sinh bM H
trong S.

Gii sl1'L Ii ngon ngir tren X. Khi d6 vi nh6m cU phap cua L trong X* se diroc goi don gian Ii
vi nh6m cu phap ciia Lvi dtro'c kf hieu Ii J.L(L). Ngon ngir L diro'c goi Ii ngon ngii: nh6m neu J.L(L)
la m9t nh6m. Ngon ngir L diro'c goi Ii ngon ngii: nh6m Aben neu J.L(L) Ii nh6m giao hoan,

Ngfm ngir L tren X diro'c goi Ii ngon ngii: chinh qui neu n6 Ii ngon ngii: hiru han ho~c thu
diroc tir cac t%p con hiru han cu a X* b~ng each ap dung m<?t so hfru han cac phep toan hop, tfch
vi I~p [4]. Moi ngon ngir chinh qui deu diro'c doan nhan bM otomat tat dinh A = (A, X, ao, 5, A')
nao d6, & day A Ii t%p hfru han trang thai, ao Ii trang thai ban dh vi A' Ia t%p trang thai ket
thiic, X Ii bing chir cai vi 5 Ii ham chuye'n trang thai. 6tomat toi «s« doan nhan ngon ngfr L se
diroc kf hieu lit w(L) = (A, X, ao, 5, A'), trong d6 A = X* / RL' ao Ia lap ttro'ng dhg (theo RL) chira
tir A, A' = {u I u E L} va ham chuydn trang thai diro'c xac dinh nhir sau: 5(u, x) = ux, Vu, z E X*.
(J day u Ia lap ttrong dhg (theo RL) clnra tir u.

Trong [5], cluing toi dil mo ti cac ngfm ngfr nh6m chfnh qui, tu'c Ia cac ngon ngir c6 vi nh6m cu
phap Ia cac nh6m hiru han. Trong bai bao nay, chiing toi mo ti cac ngon ngir nh6m Aben [khong
nhat thiet chfnh qui). Trong trufrng hop L Ia ngon ngir nh6m chinh qui, cluing toi thiet I%prndi lien
h~ giira cap cda vi nh6m cti phap J.L(L) va hrc hrcng cua otomat toi tie'u w(L) doan nhan L.
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2. OTOMAT DoAN NH~N NGON NGU NHOM ABEN

Gill. sU-L 111.ngon ngir tren X. Khi d6 L diro'c goi 111.ngon ngit nh6m Aben neu vi nh6m cu phap
cua L 111.m9t nh6m giao hoan.

Otomat t5i titfu w(L) = (A, X, Aa, 6, A') diro'c goi 111.Lien thong mq,nh neu \la, a' E A, :Ju, v E X*
sao cho 6(a, u) = a', 6(a', v) = a.

Otomat t5i ti~u w(L) dtro'c goi 111.hOlln vi neu tit a = 6(aa, u), b = 6(aa, v) suy ra 6(a, v) = 6(b, u)

D%nhIt 1. Gid s.J: L La ngon ngit tren X. Khi a6 ctic m~nh ae sau aay La tv:O'ng av:O'ng:
(i) L La ngon ngit nh6m Aben.

(ii) Ton tq,i nh6m giao hotin. G, mqt t4p con reri roc H ciia G va mot toan ccru t.p tu X* Len G sao
cho L = t.p-l (H).

(iii) 6tomat toi tie'uw(L) = (A,X,aa,6,A') iloan nh4n ngon ngit L La Lien thong mq,nh va hotir: vi.
Chv:ng minh. (i) '* (ii). Gill. su- L 111.ngon ngir nh6m ;:.:",,11. Ki hieu G := J.L(L) va

t.p := YJ : X* --> J.L(L)
ul--+[u]

trong d6 [u]la lap ttrcrng dhg (theo h) chtra tit u. The thi t.p 111.dong cau chinh tlfc tit X* len vi
nh6m thirong X* / Pi. := J.L(L). Gill. SU-H = t.p(L). Vi PL bao hoa L (tu:c 111.chira tron v~n m9t so
lap tu'ong dtro'ng h) nen L = t.p-l(H). Ta hay chimg minh H 111.t~p con rm r,!-cctia G.

Th~t v~y, gill. su· u, v E G, u i- v. Khi d6 ton t,!-i x, y E X* sao cho t.p(x) = u, t.p(y) = v va
t.p(x, y) tt Pi: vi u i- v. Do d6 ton tai p, q E X* M cUng han pxq E L, nhirng pyq tt L. Kf hieu
t.p(p) = r, t.p(q) = s. Ta c6 rus E H nhirng rvs tt H. Suy ra (u, v) tt h.

(ii) '* (i). Ta chirng minh J.L(L) ~ G, khi d6 vi G la nh6m giao hoan nen J.L(L) la nh6m giao
hoan, va do d6 L la ngon ngfr nh6m Aben.

Th~t v~y, gill.srl: (a, b) E h. The thi voi moi z , Y E X* ta c6 xay E L khi va chi khi xby E L, nen
t.p(xay) E H khi va chi khi t.p(xby) E H. Do d6 t.p(x)t.p(a)t.p(y) E H khi va chi khi t.p(x)t.p(b)t.p(y) E H.
Vi t.p la toan cau nen khi z , y chay kh1p X* thi t.p(x), t.p(y) chay kUp G. Do d6 (t.p(a)' t.p(b)) E PH.
Suy ra t.p(a) = t.p(b) (Vi H 111.t~p con ro-i r,!-ccua G nen PH la quan h~ dong nhat tren G. Dao lai,
neu t.p(a) = t.p(b) thi di ngiro'c qua trinh tren, ta c6 (a, b) E PL' Do d6 Pi. = kert.p. Tit d6 suy ra
X* /h ~G*/PH hay J.L(L) ~ G.

(i) '* (iii). Gill. sU-L la ngon ngfr nh6m Aben. The thi \la = tv, b = v vai w, v E X*, :Ju E X*
sao cho (wu, v) E PL, vi J.L(L) la nh6m. Vi PL C RL nen (wu, v) E RL. Khi d6 6(a, u) = b.

Tiro'ng t'!, :Ju' E X* sao cho 6(b, u') = a. Do d6 w(L) 111.lien thOng manh.
M~t khac, [u][v] = [v][u] (vi J.L(L) la nh6m Aben) nen:

(xuvy E L {:} xvuy E L, \Ix, y E X*) '* (uvy E L {:} vuy E L, \ly E X*)
'* 6(aa, uv) = 6(aa, vu), \lu, v E X*. Suy ra 6(a, v) = 6(b, u), vci a = 6(aa, u), b = 6(aa, v). Do d6
otomat w (L) hoan vi.

(iii) '* (i). Gill. suow(L) 111.otomat lien thOng manh va hoan vi. Khi d6 \lu E X*, :Jv E X* sao
cho 6(aa, uv) = aa vi w(L) lien thOng rnanh. Do d6 6(aa, uv) = 6(aa, >.) '* 6(aa, uvx) = 6(aa, x) vi
RL 5n dinh phai '* 6(x, uv) = X, vi otomat w(L) hoan vi '* (xuvy E L {:} xy E L, \Ix, y E X*) '*
[u][v] = [>.] '* [v]la nghich dao cua [u] trong J.L(L) '* J.L(L) 111.m9t nh6m.

Hon nira, vi J.L(L) 111.hoan vi, nen 6(aa,uv) = 6(aa,vu) '* 6(aa,uvx) = 6(aa,vux) vi RL 5n
dinh phai '* [uv] = [vu] '* [u][v] = [v][u] '* J.L(L) 111.nh6m giao hoan.

Dinh ly diro'c chirng minh. 0
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Bay gio', ta se nghien ctru tinh chat cua lap ngfm ngir nhorn Aben chinh qui. Trrroc het, ta
thay r~ng: lcYp ngon ngit nh6m Aben chinh qui khep kin aoi v6-i (hitu hq,n) ciic phep toiir: Bool.
Th~t v~y, VI Pi. = Px- \L nen neu L la ngon ngir nhom Aben chinh qui thi X* \ L ciing la ngon ngir
nh6m Aben chinh qui.

Gia sll.-L1, L2 la cac ngfm ngii' nh6m Aben chinh qui thl Ll n L2 la ngon ngir nhom chinh qui
(xem [5]). M~t khac, xuvy E Ll n L2 {} xuvy E Ll va xuvy E L2 {} xvuy E Ll va xvuy E L2 [vl
L, va L2 la cac ngon ngir nhom Aben) {} xvuy E L, n L2. Do do P.(Ll n L2) la nh6m giao hoan,
nen Ll n L2 la ngon ngir nh6m Aben chinh qui.

Chu y rhg X* \ (Ll U L2) = (X* \ Ld n (X* \ L2), ta suy ra rhg neu L1, L2 la ngon ngir
nhom Aben chinh qui thl Ll U L2 ciing la ngon ngir nh6m Aben chinh qui.

3. MOl LIEN H:¢ GrlrA CAP CUA V1 NHOM CD PHAp vA LVC LUQ'NG CUA
....... "" , ... .... - , ,
OTOMAT TOI TIEU DOAN NH~N NGON xctr NHOM CHINH QUI

Gia su- L la ngon ngir tren X. Ki hi~u

La = {u E X* I 8(ao, u) = ao} va

e« = {[u] E p.(L) I u E La}.

Neu L la ngon ngir chinh chinh qui thl La la ngon ngir nh6m chinh qui va co l~p, ho'n nira R.L = R.Lo
(xem [5]).

Djnh It 2. Gid s'l1'L ld ngon ngit nh6m chinh qui tren X. The thi
(i) .co ld mqt nh6m con csla p.(L),
(ii) m = n.k, trong a6 m ld cap cda p.(L), n ld so trq,ng thcii csla w (L) vd k ld cap cda .co.

ChUng minh. (i) Ro rang [A] E .co. Neu [u], [v] E .co thl 8(ao, u) = 8(ao, v) = ao nen 8(ao, uv) =
8((ao, u), v) = 8(ao, v) = ao => uv E La => [uv] = [u][v] E .co. V~y .co la vi nhom con cria nhom hiru
han p.(Lo), va do do .co thuc te la m9t nh6m con cua p.(L).
(ii) VI L la ngon ngir nh6m, nen 3p : X* -+ G, trong do p la toan cau tli' X* len nhorn [hiru han]
G va L = p-l(H), trong do H la t~p con r<'ri rac ciia G. Gia. su- K = {g E G I (g.e) E R.H}. The
thl K la m9t nh6m con ciia G va R.H = R.K. Ta lai co [u] E .co {} u E La {} 8(ao, u) = ao {}
(u, A) E R.Lo {} p(u) E K. V~y [u] f-> p(u) Ia m9t anh x'!- tli' .co vao K. Gia. su- gE K, the thi
do p la m9t toan cau tir X* len G, nen 3u E X* sao cho p(u) = 9 E K, do do [u] E .co, nghia la
[u] f-> p(u) la m9t toan anh tir .co vao K. M~t khac [u] = [v] {} (xuy E L {} xvy E L, \/x, y E X*)
{} (p(x)p(u)p(y) E H {} p(x)p(v)p(y) E H, \/x,y E X* VI L = p-l(H)) {} p(u) = p(v) vi p la
toan diu va H la t~p con roi rac trong G. Do do [u]-+ p(u) la song anh tli' .co len K. Suy ra cap
cua .co bhg cap cua K. Gia sll.-cap cii a m~i nh6m con ay Mng k.

Ta thay turmg irng: X* / R.Lo -+ G/ K

U f-> K p(u)
la m9t anh x~. Th~t v~y, gi3. su- U = v. The thi do p.(L) la m9t nh6m nen 3x E X* sao cho
(ux, A) E h C R.L => 8(ao, ux) = ao => ux E La => wx E La vi U = v => 8(ao, xv) = ao =>
8(aa, ux) = 8(ao, vx) => 8(ao, v) VI L la ngon ngir nhorn nen w(L) tach diro'c (xem [5]) => (ux E L {}
vx E L, \/x E X*) => (p(u)p(x) E H {} p(v)p(x) E H, \/x E X*) => (p(a), p(v)) E R.H = R.K vi p
la toan cau tu: X* len G => K p(u) = K p(v). Ta lai co pIa toan anh tir X* len G nen tuxmg ling
U f-> K p( u) la m9t toan anh tir X* / R.Lo len G / K.

Bao lai, neu K p(u) = K p(v) => (p(u), p(v)) E R.K = R.H => (p(ux) E H {} p(vx) E H, \/x E
X*, VI p la toan cau) => (ux E L {} vx E L, \/x E X* vi R.L 5n dinh phai] => (ux E La {} vx E
La, \/x E X*) => U = v (mod R.Lo)'
Noi each khac, vi U f-> K p(u) la m9t song anh tir X* / R.Lo len G / K, ma R.Lo = R.K, ndn 85 trang
thai cua w(L) bhg hrc hro'ng cua G / K. VI cap cua G Mng cap ciia p.(L) (= m), dip ctia K b~ng
cap cua .co (= k) va hrc hro'ng cda w(L) b~ng m nen n = m : k. Suy ra m = n.k. 0
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D!nh ly 3. Gid sJ: L la n!lon ngu nh6m chinh qui tren. X vaw(L) = (A,X,ao,o,A') la otomat toi
titu itoan nh4n ngon ngu L. Gid stl: m la. cap cda J.'(L), n la. IlfC 11£q'ngctla w(L), p la. so trq,ng thai.

ra va k la le c 11£C(ngcda.co = {[u]1 [u] E J.'(L), u E L}. Khi it6 m = nk .
p

Chung minh. Tnr&c Mt, ta chu y rhg: L; = {u E X* lo(ao, u) = ad tht hrc hrong ctia .ci bhg hrc
hro'ng cua .co, trong d6 L, = {[u]1 [u] E J.'(L), u E Ld.

Th~t v~y, khi d6 tit (u, v) E RL {:} H <p(u) = H <p(v) vi <p Ii toan cau tit X* Ien G vi
L = <p-l(H) {:} K <p(u) = K <p(v). Do d6 hrc hro'ng cua .ci bhg hrc hro'ng cua m9t lap ghep
trong (G : K). Nhimg vi ta da thiet I~p diroc song anh 'f/J : K -+ gK nen hrc hrong ciia cac lap
ghep G theo K Ii nhir nhau, vi v~y hrc hro'ng cua .ci b~ng hrc hrong cua .co. Noirieng ra, hrc hrong
cua .ci b~ng hrc hrong cua .co voi moi i.

Gia suoL = {u E X* lo(ao, u) E A'}, trong d6 A' = {b1, bz, ... , bp}, thl do nhan xet tren, ta tHy
so cac phan tu- cua J.'(L) trong m~i t~p .cb; = {[u]1 [u] E J.'(L), o(ao, u) = bd Ii nhu nhau va bhg
hrc hrong cua .co. Do Pt. thira nhan L, nen hrc hro'ng cua .c bhg p l.col. M~t khac, theo Dinh Iy 2

m nk
ta suy ra k = p - hay m = - . 0

n p

D!nh ly 4. Gid sJ: L ld. ngon ngu nh6m chinh qui tren X, w(L) la otomat toi titu dodn. nh4n L vO'i
n trq,ng thai va. J.'(L) la vi nh6m ClL phap L veri m phan td . Khi it6 m chia he"t cho n va chia he"t n!.

Chung minh. Th~t v~y, tit Dinh Iy 2, ta suy ra m chia net cho n.

V&i m~i tit u E X*, ta xac dinh m9t anh x<;t A -+ A
x f-+ ux,

khi d6 tit r~ng A trng v&i anh x<;tdong nhfit, T~p hop tat d. cac anh xa d6 Ia m9t vi nh6m con cua
vi nh6m cac phep bien d5i cua t~p A, va diroc kf hieu Ia T(A).

Tnroc het, ta hay clurng minh J.'(L) ~ T(A).
Th~t v~y, gia su- JA Ia vi nh6m cac phep bien d5i cua t~p A. qp tirong img

'f/J: J.'(L) -+ JA

[u] f-+ 0" .

Gia su- (u,u') E h. Ta chirng minh 0" = 0", hay au = au', Va E A, a = v. Gia thiet pharr
chimg r~ng au ¥ au'. Khi d6 v.u ¥ v.u' => vu ¥ vu' => (vu, vu') ~ h => ::lw E X* sao cho vuw to L,
nhirng vu'w ~ L nen (u, u') ~ Pi., mau thuh. V~y 'f/J Ia anh x<;t.

M~t khac, 'f/J Ii toan anh tir J.'(L) Ien T(A) vi m~i phep chuydn trang thai d'eu do m9t lop u earn
sinh ra va do d6 ton t ai lap [u] ttro'ng irng.

Ta lai c6 'f/J Ia don anh. Th~t v~y, neu [u] ¥ [u'] => 0" ¥ 0,,', vi tit [u] ¥ [u'] => ::lv, wE X* sao
cho vuw E L nhimg vu'w ~ L. Lay a E A ma a = v. The thi au ¥ au', vi neu vu = vu' => vu ¥
vu' => (vu, vu') E h => (vuw E L {:} vu'w E L), mau thu~n. Tit d6 0" ¥ Ov.

Cudi cung, 'f/J Ia dong cau, vi aO"", = auu' = aO"O", = aO"", .
V~y 'f/J Ia m9t dhg cau tit J.'(L) Ien T(A), ta c6 J.'(L) ~ T(A). Vi J.'(L) Ii nh6m hiru han nen

T(A) cling Ii nh6m hiru han, do d6 T(A) Ii nh6m con ciia nh6m cac phep the S tren mdt t~p gom
n phan tu- (vi do d6 ISI = n!). Theo Dinh Iy Lagrange, cap ciia T(A) Ii iro'c cua nL Suy ra m chia
het cho nL

Dinh Iy diro'c chirng minh. 0

4. KET LU~N

Nhir v~y, chting toi da md ta diro'c otomat cua cac ngon ngir nh6m Aben (khOng nhat thiet
chinh qui) vi tlrn dircc mdi lien h~ giira cap cua vi nh6m cti phap vi so trang thai ciia otomat doan
nhan cac ngdn ngir ay trong tru'o'ng ho'p ngon ngir dang xet la ngon ngir chinh qui. Vi~c mf ta van
pham ciia I&p ngon ngir nh6m Aben (khOng nhat thiet chinh qui) Ii m9t bai toan mo' vi hira hen
nhidu ket qua thU vi.
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