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Abstract. The article is on the graph tree labelled with natural digits deriving natural numbers no more
than 10m

, in which m is a natural number. The graph tree shows the divisibility, prime number and its
complexity.

T6rn t.{t. Bai nay trmh bay thu~t toan xay dirng cay sinh so dean nh~n tfnh d~ng dtr cda cac so tv- nhien
nho hen 10TT

• v&i m la so tv- nhien dircng hiru han thy y.

1. MO'DAU

D<'>thi la nganh khoa hoc diro'c phat trign tit lau va co nhieu irng dung hi~n dai. Nhidu y ttr6ng
CO" bin cua no diroc dtra ra tit the ky 18 b6-i nha toan hoc ThVY sy Leonhard Euler. Ong dii dung
d<'>thi M giai quyet bai toan cau Konigberg n5i tieng. Thirc te do thi diro'c ap dung dg giai quyel
nhieu loai bai toan trong cac linh vue khoa hoc khac nhau nhir V~t ly, Hoa hoc ... va nhieu Iinh v1!'c
trong dOi s5ng xii h9i nhtr xay dung, giao thOng v~n tai, truy'en thong, ... D~ bi~t trr khi Tin h9C
ra do-i, vi~c dung d<'>thi d~ giii quygt cac bai toan tren may tinh diroc thu~n Io'i va nhanh gon hoa
Bai bao nay trinh bay thu~t toan xfiy dung cay sinh so dean nh~n tfnh dong dir va so nguyen to,
Day la m9t minh hoa ve trng dung ciia If thuyet do thi trong so hoc.

2. DO THl SINH s6
D<'>thi co htrrrng (co thg co khuyen] G tach ra m9t dinh dtro'c goi la dinh vao, dinh xua:t pMI

hay dinh goc (va d~t trong 0 tron co miii ten)' m9t t~p con cac dinh diro'c goi la cac dinh ra haj
dinh kgt (m6i dinh kgt diro'c d~t trong mqt 0 chir nh~t), cac dinh con lai diro'c goi Ia dinh khOng
kgt (m6i dinh dtro'c d~t trong mqt 0 tron] dong thci m6i cung t diroc ghi mqt chir so th~p phan a,
(a E {O, 1,2,3,4,5,6,7,8, 9}) dircc goi la do th] sinh so. Ki hieu a diroc goi Ill.nhan cua cung t.

D~ thu g<;>neach bi~u di~n ngrro-i ta qui iroc nhir sau: ngu tit dinh x sang dlnh y co nhidu cung
thl tit z sang y chi ve m9t cung va tren do ghi day dli cac nhan thudc cac cung di tit x sang y.

Gia sli" D = t1t2 ... tm la mqt dircng di trong d<'>thi sinh so G va ai la nhan cu a cung ~
(1::; i ::;m). Diiy D = ala2 ... am dtro'c goi 130 so sinh bo·i dirong D.

T~p g<'>mta:t ca cac s5, ma m6i s5 nay diro'c sinh b6-i mqt dirong trong G xua:t phat tit dinh y'

va di toi mqt trong nhirng dinh kgt diroc goi la t~p so sinh b6-i d<'>thi G.

Thu~t toan xay dirng do th] sinh so doan nh~n tinh dong dir

Vo-i m6i so nguyen dirong m (m ;::::2) ta co thg xay dung d<'>thi G sinh ta:t ca cac so tl! nhieI
chia hgt cho m. Thu~t toan diroc xay dirng nhir sau:

Biro'c 1: xdy dung dlnh vao, dinh ket ghi so 0 va m-l dinh khOng kgt ghi cac 55 tit 1 dgn m-l;
Burrc 2: gan gia trj x = 1;
Butrc 3: ngu x ::;9 thirc hi~n bircc 4,

neu khong thirc hi~n biroc 9;
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Bmre 6:
BU'6'e 7:
BU'6'e 8:
Buec 9:
Bircc 10:

BU'ae 4: gan r = sC5dir ciia phep ehia x eho mj
BU'ae 5: ngu chira co eung di tit dinh gC5edgn dinh ghi s() r thirc hi~n biroc 6,

ngu khOng thirc hi~n buxrc T;
xay dirng eung di tit dinh gC5edgn dinh rj
gitn nhan ho~e them nhan x eho eung di tit dinh gC5edgn dinh r;
gan x = x + 1, quay 1¥ thirc hi~n biroc 3j
gan i = OJ
ngu i ::;m-1 thirc hi~n biroc 11,
ngu khOng thl thirc hi~n biroc 17j

Btrae 11: gan j = OJ
Btrae 12: ngu j ::; 9 thirc hi~n biro-c 13,

ngu khOng thl thirc hi~n biroc 16j
BU'ae 13: gan r b~ng s() dir ciia phep ehia (10 * i + j) eho mj
Buoc 14: xay dung eung tit dinh ghi sC5i dgn dinh ghi s() r va so gltn eho eung nay nhjin i:
Bircc 15: gan j = j + L; quay 1¥ thirc hi~n biroc 12j
Butrc 16: gan i = i + L; quay lai thuc hi~n bircc lOj
Buec 17: thu gon cung;
Btr6'e 18: in kgt qua .

. D~ dang nh~ thay d.ng, Vr (0 ::; r ::; m-1) dinh r sinh tat cci cac s() nguyen dmrng d~ng dir
vOi r theo mod m.

Ne'u trong d~ thi sinh S(), ta khOng quan tam Mn sC5dircc sinh chi a eho m dtr bao nhieu, chi
qua.ntam no ehia hgt eho m hay khOng, ta bo cac sC5cu th~ ghi tren dinh cila do thi va thay the
dlnh.cii bhg dinh mo'i Ill. dinh ket hay khOng kgt. (Neu ta xay dung do th] bhg hlnh ve thl dinh
ket Iii.hinh vuong, dinh khOng kgt Ill. hinh tron],

Vf du: Ne'u muc dich cua bai toan ve d~ thi sinh cac S() ehia Mt eho m, ta se ve dlnh ghi sCS0 130
dlnh hinh vuong, tat d. cac dinh con lai (trit dinh gC5e)130 dinh hinh tron, Ngucc 1¥, ngu muc dfch
cdabai toan Ill. xay dimg do thi sinh cac sC5khOng chi a Mt eho m ta se ve dinh ghi sC50 Ill. dlnh hinh
trim, tat eel.cac dinh con 1¥ (trit dinh gC5e)130 dinh hlnh vuong.

Vi du do thi sau day 130 do th] sinh cac sCSehia hgt eho 3 sau khi da thu gon eung.

Vi~e xay dung do thi sinh sCS,IJ day khOng danh gia d<}phirc t~p cda thu~t toan tren theo g6e
dq thoi gian va khOng gian, chi xem sCSdinh eh tC5ithi~u d~ do thi sinh cae sCStheo yeu e~u cda bai
toan Iii.bao nhieu. SC5dinh cda do thi diroc goi Ia. d<}phirc tap cila do thi. (Do thi sinh cae sC5chia
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Mt cho 3 co d9 phirc tap Ill.4).

Cay sinh so doan nh~n tfnh dong dir

Do thi sinh s5 nguyen dirong hiru han G dtroc goi Ill.d.y sinh s5, ngu no co it nha:t hai dinh va
thoa man dong thai 3 diElu ki~n sau:

1) M~i dinh khac dinh vao Ill.dinh cu5i cda m9t cung duy nhfit,

2) Dinh vao 6(G) khong Ill.dinh cu5i cda ba:t ky cung nao.

3) Do thi G khOng co vong.

Dinh vao cua cay sinh so diroc goi Ill. goc cda cay.

D5i v&i m9t cay sinh s5 ta con phan ting theo nguyen t~c sau: Dinh g5c diroc thira nh~n 111
dinh t'ang o. Dinh c6 cung di t&i tir dinh gllc Ill.dinh t1ing 1. Dinh co cung di tir dinh t1ing i Ill.dinh
t1ing i + 1. 85 dinh cua cay goi Ill.d9 plnrc tap cua diy.

Tir do thi sinh so dean nh~n tfnh dong dir ta c6 th~ tao ra cay sinh s5 nguyen dirong hiru han
nho hon 10m doan nh~n tfnh dong dir bhg thu~t toan sau:
Bu-cYc1: xay dung dinh gOCj
Butrc 2: gan gia tr] x = L;
Bu-cYC3: danh da:u da tharn dinh gOCj
Biroc 4: ngu x :::;n tlnrc hi~n bircc 5,

neu khOng thirc hi~n bircc 12j
, . ,. bb dA d" _1 (' d " )gan gia tr; q = ang <.> ai cua z; VI ¥ neu x = aIa2 ... am, q = m

gan gia tri i = L;
neu i :::;q thirc hi~n biro'c 8,
neu khOng thirc hi~n bircc 11j

Btroc 8: gan gia tri t = aij

Bu-cYC9: neu cung tir dlnh da danh da:u lJ t1ing i -1 den dinh lJ t1ing i gh nhan t chira diro'c xay
dirng, thirc hi~n biroc 10,
neu khOng ta thuc hi~n danh d'a:u dinh lJ t'ang i, dinh danh da:u moi nay Ill.dinh cudi
ciia cung di tir dinh danh da:u cu. giln nhan tj gan i = i + I; quay lai thirc hi~n btrcc T;

Biro'c 10: them dinh moi lJ t'ang i, dinh mo'i nay cung IO,!-i(ket ho~c khOng ket) vm dinh cufii
cung cda dirong di tren do th] sinh so, sinh ra so x den vi trf ij xay dung cung di tir
dinh da danh da:u lJ t1ing i - 1 Mn dinh m&i lJ t1ing ij g~n nhan t cho cung moi xay
dirng: danh da:u dinh vira moi xily dirng; gan gia tr] i = i + 1, quay lai biro'c T;

Butrc 11: gan gia tr] x = z + 1, bo danh da:u lJ dinh cfi, quay lai bmrc 3j
Biroc 12: cho ra kgt qui.

Thu~t toan xay dirng cay sinh so giao, doan nh~n tinh dong dir

Ta xay dirng G Ill.cay sinh s5 giao cila hai cay sinh s5 G1 va G2 nhir sau:

Bll'&c 1: xay dimg dinh gClcj
Biroc 2: gan gia tr] x = I;
Bu-cYC3: danh da:u da tham dinh gOCj
Bmrc 4: neu x :::;n thirc hi~n bmrc 5,

neu khOng thirc hi~n biroc 12j

Biroc 5:
Bmrc 6:
Bircc 7:

T~p so nguyen dtrong :::;10m Ill.so hiru han, each xay dung cay sinh s5 nguyen duong hiru han
tren chira dung tfnh d1iy du, dung d~n va tinh ket thiic cua thu~t toano Do v~y ta khhg dinh: Tir
do thi sinh so doan nhan tfnh dong dir ta se xay dirng diro'c cay sinh so nguyen dirong hiru han doan
nhan tinh dong dir,
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Brrerc5: gan gia tr! q bhg d9 'dai cila Xj (vi du neu x = ala2 ... am, q = m)
Bmrc 6: gan gia tr! i = 1j
Biroc 7: neu i ::;q thirc hi~n burrc 8,

neu khong thuc hi~n biroc 11j
Brrerc8: gan gia tr! t = ai j
Brrerc9: neu eung tir dinh da danh dau & fang i -1 den dinh & fang i gitn nhan t chira dircc xay

dung thl thirc hien brr&e 10,
neu khOng ta thirc hi~n danh dau dinh & fang i, dinh danh dau moi nay Ill. dinh eUe)i
cua eung di tir dinh danh dau cii gitn nhan tj gan i = i + 1 quay lai thuc hi~n biroc T;

Butrc 10: neu:3 ala2 ... ai E G1 va ala2 ... ai E G2, them dinh m&i Ct tang i, dlnh rnoi nay Ill.
dinh ket khi va chi khi dinh cudi cimg cii a dirong di tren do thi sinh so G 1 va G2 sinh
ra so x den V! tri i den Ill. dinh ketj xay dung eung di tir dinh da danh dau Ct tang i-1
den dinh mci & tang i, gh nhan t eho eung moi xay dirng; danh dau dinh vira rnrri xay
dirng: gan gia tr! i = i + 1, quay lai thirc hi~n biroc 7,
neu khong thl thirc hi~n birrrc 11j

Bucc 11: gan gia tri x = x + 1, bo danh dau & dinh cii, quay lai biroc 3j
Birec 12: eho ra ket qua.

Y nghia: f)<>thi G diroc xay dimg nhir tren Ill. do thi sinh cac so co d hai tfnh chat ma do thi G1
va G2 c6.

Vi du. f)<>th] G1 sinh cac so chia het eho 2, do thi G2 sinh cac so chia het eho 3 thl do thi G sinh
ca.cso d<>ngthOi chia het eho 2 va 3, hay do thi G sinh cac se) chia het eho 6.

3. CAy SINH SO DoAN NH~N TiNH DONG DU v61 MQT T~P HQ'F
SO BAT KY

Veriso tlf nhien m (m ~ 1) hfru han tuy y, b~ng cac dinh nghia va thu~t toan da trlnh bay Ct
Phan 2, ta hoan toan co thg xay dung dircc cac cay sinh so doan nh~n tinh dong dir voi bit ky so
tl{nhien nao.

f)g c6 cay sinh cac so chia hCt dong then eho 3 so m, n, p trtrcc hCt ta xay dung cay Gm sinh
ca.cso chia het cho m, cay Gn sinh cac so chia het eho n, cay Gp sinh cac se) chia het eho p, Giao
cda ba cay tren Ill. cay sinh cac se) chia het dong thoi eho m, n, p,

Muon co cay sinh cac so khOng chia hCt dong thci eho 3 so m, n, p ta xay dirng cay Hm sinh
cae so khOng chia het eho m, cay Hn sinh cac se) khOng chia Mt eho n, cay Hp sinh cac so khOng
chia het eho p. Giao cua 3 cay tren Ill. cay sinh cac se) khOng ehia het dong thjri eho m, n, p,

Vi du: Cay sinh se) G2 sinh cac so khOng chia het eho 2, cay sinh se) G3 sinh cac so khOng chia
bet cho 3. Giao ciia G2, G3 Ill. cay sinh cac se) khOng chia het eho 2 va eho 3.

Vi du 11 hmh ve 1 Ill. cay sinh so thu gon, sinh cac so khOng chia het dong tho-i eho 2, 3, 5, 7, 11.
(Dokh5 giay co han hinh ve chi minh hoa 2 nhanh tieu bigu cii a cay ma co eung xuat phat tir dlnh
goc g~n nhan Ill. 2 va 5).

4. THU~T ToAN XAy DVNG cAy SINH cAc SO NGUYEN TO
NHO H<YNn = 10m

Ta biet rhg so tlf nhien p > 1 ma khOng co rr&e nao ::; can cda p thl no Ill. se) nguyen te). Dira
tren nh~n xet nay, de)i vo'i moi so tlf nhien n = 10m (m hiru han ~ 1) ta co thg xay dimg cay doan
nh~ncac so nguyen te) nho hen n b~ng thu~t toan sau.

Klti xa.y dung cay Gp (p nguyen to tuy y) doan nh~n cac se) khOng chia het eho p, ta thira nh~n
dinhsinh so p ciing Ill. dinh ket ciia Gp [dinh ket sinh so p diroc goi Ia. dinh ket thira nh~n, cac dinh
ket con I¥ dircc goi Ill. dinh ket thirc sir].
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Rinh 1. Cay sinh se) < 103 khOng chia hgt cho 2, 3, 5, 7, 1I.

Biroc 1: gan gia tr] k = phan nguyen cua can ri-l-L;
Biroc 2: gan ketqua = cay G2j

Biroc 3: i = 3j
Burrc 4: ngu i ~ k, thirc hi~n brro'c 5,

neu khong ta thuc hi~n bircc 8j
Butrc 5: xay dung cay Gij
Binrc 6: gan ketqua = ketqua n Gij
Biroc 7: gan i = gia tri dinh kgt tlnrc Slf sinh se) nho nha:t cua cay ketqua, quay lai

thirc hi~n bircc 4j
Biroc 8: in kgt qua.

Gill s11-cac thli tuc va. ham sau day di dircc xay dung:
1/ Thd tuc xaydung(i) cho kgt qua cay sinh se) G, sinh cac so nho hon n va. khOng chia hi

cho i.
2/ Thd tuc giao(x, y) cho ket qua cay sinh so ketqua la. giao cila 2 cay x va. y.
3/ Thd tuc timsotiep(x), cho kgt qua se) i co gia tr] nho nha:t do dinh kgt tlnrc sir trong cay

sinh ra.
4/ Thd tuc thugon(x), thd tuc thu gon cung va. dinh cii a cay sinh Be)x. I
Ta co th~ phac hoa thu~t toan tren theo ngon ngir l~p trlnh Turbo Pascal nhir sau: I

procedure songuyento(n):
{khai bao cac bign}
{khai bao units}

begin
k :=int(sqrt(n)) + I;
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ketqua := xaydung(2);
i:= 3;
while i ~ k do

begin
Xaydung(i);
giaolketqua.Cr};
timsotiep(ketqua) ;

end;
thugon(ketqua) ;
in ketqua;

end.

5. DQ PHUC T~P CUA CAy SINH s6
Gia 811-ta da. xay dung dtro'c cay C thu gon sinh cac 80 nguyen to < 10m. Khi do so fang cua

e se :S m + 1, diro'c danh so tit 0 dgn m, so dinh (de? phirc tap] ciia cay se la:
S5 dinh II tang 0 la. 1.
S5 dinh II tang 1 khOng virct qua. 9.
S5 dinh II tang m - 2 se khOng virot qua. 9 x 10m-2.

S5 dinh II tang m - 1 se khOng virot qua. 30 dinh vi:
S5 q.n cling cila cac nguyen to 1611 hon 5 (ta eoi trtrong hop xay dung cay sinh cac so nguyen to
nho hon 5 la. tam thirong] chi co th~ la. {I, 3, 7, 9} gom 4 phan tli- nen so cac eung di den dinh
~ tang cuoi sau khi dung each thu g9n eung co toi da la. Cl + C~ + Cl + ct = 15 dinh ket va.
el+ Ct + Cl + ct = 15 dinh khOng kgt.

S5 dinh II tang cudi la. 1.
V~y ta e6 so dinh cu a cay doan nh~n cac so nguyen to nho hon 10m khOng VU'<?'tqua:

1+9+ ... + 9* 10m-2 + 2x (24 -1) + 1 = 9(1 + ... + (.10m-2)) + 32 =10m-1-1 + 32 = 10m-1 + 31.

a

C)

Hinh 2. Cay sinh so nguyen to < 1000. De? phirc tap: 37
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Vi du: D~ xay dirng cay C3 sinh cac so nguyen to < 1000 (m = 3) b~ng phtrong ph ap tren ta
c6 d9 phirc tap cua cay nho hon lOm-l + 31 = 131.

Tuy v'e nguyen tltc cay C3 c6 troc hrong d9 phirc tap t&i 131, song qua thirc te thi d9 phirc t~p
cua n6 chi la 37. (Do kh5 giay c6 han hinh 2 chi minh hoa 2 nhanh tieu bi~u c6 cung xuat phat tit
dinh goc gh nhan la 4 va 5).

Tac gia. xin chan thanh earn ern PGS TS D~ng Huy Ru~n v'e sv" quan tarn huang dh ciia Thay
trong cong vi~c nghien crru.
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