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CAY SINH sO
DOAN NHAN TiNH PONG DU, SO NGUYEN TO

VA XAC BINH DO PHUC TAP CUA NO

VU TRONG QUE

Abstract. The article is on the graph tree labelled with natural digits deriving natural numbers no more
than 10™, in which m is a natural number. The graph tree shows the divisibility, prime number and ifs
complexity.

Tém tdt. Bai nay trinh bay thuit todn xiy dung ciy sinh s§ doin nhéin tinh ddng dw cda cdc s8 tu nhién
nhd hon 10™ véi m1a s8 tw nhién dwong hiru han tiy y.

1. MO DAU

Db thi 12 nganh khoa hoc dwgc phét trién tir 1du va cé nhiu wng dung hién dai. Nhiéu ¥ twéng
co ban cda né dwoc dwa ra tir thé ky 18 bdi nhd todn hoc Thuy sy Leonhard Euler. Ong d3 ding
d6 thi d€ gidi quyét bai todn ciu Konigberg ndi tiéng. Thuwc té d6 thi dwgc 4p dung d€ gidi quyé
nhi€u loai bai todn trong cac linh vuc khoa hoc khdc nhau nhw Vit 1y, Héa hoc... va nhiéu linh vye
trong doi sdng xi hdi nhuw xiy dung, giao thong van tdi, truyén thong,... Dic biét tir khi Tin ho
ra doi, viéc dung dd thi d€ gidi quyét cic bai todn trén mdy tinh dwgc thuin loi va nhanh gon hon
Bai bdo nay trinh bay thuit todn xiy dung ciy sinh s8 dodn nhin tinh ddng dw vai s8 nguyén td,
Pay 12 mét minh hoa v& dng dung cda li thuy&t dd thi trong s8 hoc.

2. PO THI SINH SO

D5 thi ¢ huéng (cé thé cé khuyén) G tich ra mdt dinh dwoc goi 1a dinh vio, dinh xudt phd
hay dinh géc (vd dit trong & tron cé miii tén), mdt tap con cic dinh dwgc goi 13 cic dinh ra ha
dinh két (mdi dinh két dwoc dit trong mot & chir nhit), cic dinh con lai dwoc goi 13 dinh khén
két (mdi dinh dwgc djt trong mét 6 tron) dong thoi mdi cung t dwoc ghi mdt chir s8 thip phana
(e €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}) dwoc goi 13 db thi sinh s8. Ki hiéu a dwoc goi 13 nhan cda cung t.

D& thu gon céch bi€u dién ngwdi ta qui wéc nhw sau: néu tir dinh z sang dinh y ¢ nhiéu cung
thi tir z sang y chi vé mot cung va trén dé ghi diy dd cdc nhin thudc cic cung di tir z sang y. 1

Gid st D = tyt5...ty, 12 mdt dudng di trong d6 thi sinh s8 G vi a; 12 nhin cda cung f}
(1 <7< m). Day D = aja;...a, dwgc goi 1 s8 sinh bdi dwdng D.

Tap gom tit cd cac s6, ma mdi s8 ndy dwoc sinh bdi mét dwdng trong G xuit phat tir dinh viﬂ
va di t61 mét trong nhirng dinh két dwoc goi 13 tip s sinh bdi do6 thi G.

Thuit todn xay dung d6 thi sinh s8 dodn nhén tinh déng du
Vé&i méi s8 nguyén duwong m (m > 2) ta c6 thé xay dung d5 thi G sinh tdt cd cic s8 tu nhiél
chia hét cho m. Thuit todn dugc xiy dung nhu sau: 7
Buéc 1: xiy dung dinh vao, dinh két ghi s8 0 vd m—1 dinh khéng két ghi cic s3 tir 1 dén m-1;
Buéc 2: gin gid tri z = 1;
Buéc 3: néu z <9 thuc hién buéc 4,
néu khéng thuc hién buéc 9;
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Buéc 4: gén r = s8 dw cda phép chia z cho m;
Buéc 5: néu chwa cé cung di tir dinh g8c dén dinh ghi s8 r thuc hién bwéc 6,
néu khéng thuc hién buée 7;
Buéc 6: x3ay dung cung di tir dinh gdc dén dinh r;
Buéc 7:  gin nhin hojc thém nhin z cho cung di tir dinh gdc dén dinh r;
Buéc 8: gin z = z + 1, quay lai thuc hién bwéc 3;
Bwéc 9: gén 1 = 0;
Buéc 10: néu : < m—1 thuc hién buwéc 11,
néu khéng thi thuc hién bwéc 17;
Bwéc 11: gén 7 = 0;
Bwéc 12: néu j < 9 thue hién bwéc 13,
néu khéng thi thuc hién buéc 16;
Buéc 13: gén r bdng s8 du cda phép chia (10 * % + 5) cho m;
Buéc 14: xay dung cung tir dinh ghi s8 ¢ dén dinh ghi s3 r vi s3 gin cho cung niy nhin j;
Buéc 15: gdn j = j + 1; quay lai thuc hién buéc 12;
Buw6c 16: gdn 1 =1 + 1; quay lai thuc hién buéc 10;
Buéc 17: thu gon cung;
Buéc 18: in két qud.
- D& dang nhén thdy ring, Vr (0 < r < m—1) dinh r sinh t3t cd cic s nguyén dwong dong dw
v6i r theo mod m.

Néu trong d6 thi sinh s8, ta khong quan tim dén s8 dwoc sinh chia cho m dw bao nhiéu, chi
quan tdm né chia hét cho m hay khéong, ta bd céc s3 cu thé ghi trén dinh cda d6 thi va thay thé
dinh cii bing dinh méi 12 dinh két hay khong két. (Néu ta xiy dung d6 thi bing hinh vé thi dinh
két 13 hinh vudng, dinh khong két 13 hinh tron).

Vi du: Néu muc dich cda bai todn vé do thi sinh cic s8 chia hét cho m, ta s& vé dinh ghisd 0 13
dinh hinh vudng, tit ci cdc dinh con lai (tr dinh géc) 13 dinh hinh trdn. Ngwoc lai, néu muc dich

cla bai todn 13 xay dung d6 thi sinh cic s8 khong chia hét cho m ta sé vé dinh ghi s& 0 13 dinh hinh
tron, tit cd cdc dinh con lai (trir dinh g&c) 13 dinh hinh vuéng.

Vi du d0 thi sau diy 13 d6 thi sinh c4c s8 chia hét cho 3 sau khi d3 thu gon cung.

Viéc xdy dung d5 thi sinh s8, & didy khong ddnh gid d6 phtrc tap cia thuit todn trén theo géc
46 thdi gian va khéng gian, chi xem s8 dinh cin t8i thi€u d€ d5 thi sinh céc s3 theo ydu ciu cda bai
todn 13 bao nhiéu. S& dinh cda d5 thi dwoc goi 14 d6 phirc tap cda d6 thi. (D8 thi sinh cic s§ chia
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hét cho 3 c¢6 dd phirc tap 13 4).
Cay sinh s6 dodn nhéin tinh déng du

D5 thi sinh s8 nguyén dwong hiru han G dwoc goi 13 ciy sinh s8, néu né cé it nhit hai dinh vi
thda man dong thdi 3 diéu kién sau:

1) M&i dinh khéc dinh vao 13 dinh cudi cda mét cung duy nhit.

2) Dinh vao §(G) khéng 1 dinh cudi cda bit ky cung nio.

3) D5 thi G khéng cé vong.

Pinh vio cda ciy sinh s8 dwoc goi 13 gdc cida ciy.

D&i v6i mét ciy sinh s8 ta con phéan ting theo nguyén tic sau: Dinh gdc dwoc thira nhin i
dinh ting 0. Dinh c6 cung di téi tir dinh ghc 13 dinh ting 1. Dinh cé cung di tir dinh ting ¢ 13 dinh
ting ¢ + 1. S8 dinh cda cay goi 1a d6 phirc tap cia ciy.

Tir 45 thi sinh s8 dodn nhin tinh dong dw ta c6 thé tao ra ciy sinh s§ nguyén dwong hiru han
nhd hon 10™ dodn nhin tinh dong dw bing thuit toin sau:

Buéc 1:  xdy dung dinh gdc;

Buéc 2:  gin gid tri z = 1;

Buéc 3: dénh diu 43 thim dinh géc;

Buéc 4: néu z < n thuc hién buwéc 5,
néu khéng thuc hién buwéc 12;

Buéc 5: gan gid tri ¢ = bing d6 dai cda z; (vi du néu z = ajaz...am, g =m)

Buéc 6: gan gid triz = 1;

Bwéc 7: néu z < q thuc hién buéc 8,
néu khéng thuc hién buéc 11;

Buéc 8:  gédn gid tri t = a;;

Buwéc 9: néu cung tir dinh di d4nh diu & ting :—1 dén dinh & ting ¢ gdn nhan ¢ chwa dwoc xay
dung, thuc hién buédc 10, ‘
néu khéng ta thuc hién ddnh ddu dinh & ting ¢, dinh ddnh ddu méi nay 13 dinh cudi
cda cung di tir dinh d4nh diu cii gin nhin t; gin ¢+ = ¢ + 1; quay lai thuc hién buéc 7;

Buéc 10: thém dinh méi & ting 1, dinh méi ndy clng loai (két hodc khéng két) véi dinh cudi
cling cda dudng di trén do thi sinh s8, sinh ra s z dén vi tri 7; xiy dung cung di tir
dinh d3 d4nh diu & ting ¢ — 1 dén dinh méi & ting ¢; gin nhin ¢ cho cung méi xay
dung; ddnh ddu dinh vira méi xiy dung; gén gid tri « = 7 + 1, quay lai buéc T7;

Buéc 11: gan gid tri z = z + 1, bd ddnh d4u & dinh cd, quay lai buéc 3;

Buwéc 12: cho ra két qua.

T4p s6 nguyén dwong < 10™ 13 s8 hiru han. Céch xiy dung ciy sinh s8 nguyén dwong hiru han
trén chira dung tinh diy dd, ding din va tinh két thic cda thuit todn. Do viy ta khing dinh: Ti
dd thi sinh s8 do4dn nhin tinh dong du ta sé xiy dung dwoc ciy sinh s8 nguyén dwong hiru han doén
nhin tinh dong dw.

Thuat todn xiay dung cay sinh s8 giao, dodn nhin tinh dong du

Ta xiy dung G 13 cdy sinh s6 giao cda hai cay sinh s G; vd G2 nhu sau:
Buwéc 1: xiy dung dinh géc;
Buwéc 2: gén gid tri z = 1;
Buéc 3: danh dau da thim dinh géc;
Buéc 4: néu z < n thuc hién buéc 5,
néu khéng thuc hién buédc 12;
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5: gén gi4 tri ¢ bing d6 dai cda z; (vi du néu z = ajaz...am, ¢g=m)
gan gid triz = 1;

7: néu: < q thuc hién buéc 8,
néu khéng thuc hién bwéc 11;

8: gdn gid tri t = a;;
néu cung tir dinh da danh diu & ting :+—1 dén dinh & ting ¢ gin nhin ¢ chwa dwoc xiy
dung thi thwe hién bwéc 10,
néu khéng ta thwc hién ddnh diu dinh & ting ¢, dinh ddnh ddu méi ndy 13 dinh cudi
cda cung di tir dinh ddnh d4u cdi gdn nhin ¢; gén + =1 + 1 quay lai thuc hién buéc 7;

10: néu Jajay...a; € Gy va ajaz...a; € Gg, thém dinh méi & ting 7, dinh méi nay 13
dinh két khi va chi khi dinh cudi cling cda dwong di trén d6 thi sinh s6 G; va G, sinh
ra s8 z dén vi tri 1 déu lé. dinh két; xay dung cung di tir dinh di d4nh diu & ting 1 -1
dén dinh méi & ting ¢, gin nhan ¢ cho cung méi xay dung; didnh d4u dinh vira méi xay
du'ng, gan gid tri « = 7 + 1, quay lai thuc hién buéc 7,
néu khong thi thuc hién buéc 11;

11: gén gid tri z = z + 1, b danh d4u & dinh cdi, quay lai buéc 3;

12: cho ra két quad.

nghia: D5 thi G dwoc xiy dung nhu trén 13 d5 thi sinh c4c s8 ¢6 cd hai tinh chit ma d5 thi G,
Gy cb.

/f du. D6 thi G, sinh céc s8 chia hét cho 2, d6 thi G sinh cic s chia hét cho 3 thi db thi G sinh
4c 50 dong thoi chia hét cho 2 va 3, hay db thi G sinh cic s8 chia hét cho 6.

8. CAY SINH SO DOAN NHAN TiNH PONG DU VO1 MOT TAP HQP
SO BAT KY

Véi s8 tw nhién m (m > 1) hitu han tly ¥, bing cic dinh nghia va thuit toin di trinh bay &
Phin 2, ta hoin toin cé thé xiy dung dwoc cic ciy sinh s8 dodn nhin tinh d6ng dw véi bit ky s8
w nhién ndo.
Dé c6 cay sinh cdc s8 chia hét dong thdi cho 3 56 m, n, p truéc hét ta xay dung ciy G,, sinh
ic 86 chia hét cho m, ciy G, sinh cdc s8 chia hét cho n, cdy G, sinh céc s8 chia hét cho p. Giao
a ba ciy trén 1a cay sinh cac s8 chia hét dong thoi cho m, n, p.
Mudn c6 cdy sinh cic s8 khéng chia hét déng thdi cho 3 s8 m, n, p ta xiy dung ciy H,, sinh
dc 80 khong chia hét cho m, ciy H, sinh c4c s8 khéng chia hét cho n, ciy H, sinh c4c s§ khong
hiia hét cho p. Giao cda 3 ciy trén 1i ciy sinh cdc s8 khéng chia hét dong thoi cho m, n, p.
Vi du: Cay sinh s8 G2 sinh céc s8 khéng chia hét cho 2, ciy sinh s8 G3 sinh cic s khong chia
ét cho 3. Giao cda G3, G5 13 ciy sinh cac s8 khong chia hét cho 2 va cho 3.
Vi du & hinh vé 1 I3 ciy sinh s8 thu gon, sinh cic s8 khong chia hét dbng th¥i cho 2, 3, 5, 7, 11.
Do khé gidy c6 han hinh v& chi minh hoa 2 nhénh tiéu bi€u cda ciy ma c6 cung xuit phat tir dinh
¢ gan nhin 13 2 va 5).

4. THUAT TOAN XAY DUNG CAY SINH CAC SO NGUYEN TO
NHO HON n = 10™

Ta biét ring sG tw nhién p > 1 ma khéng c6 wéc ndo < cin cda p thi né 13 s8 nguyén t6. Dua
én nhan xét niy, d8i v6i moi s8 tw nhién n = 10™ (m hiru han > 1) ta c6 thé xiy dung ciy dodn
1dn cdc s6 nguyén t8 nhd hon n bing thudt toin sau.

- Khi xdy dung cay G, (p nguyén t8 tiy ¥) dodn nhin c4c s8 khdng chia hét cho p, ta thira nhin
nh sinh s8 p ciing 13 dinh két cda G, (dinh két sinh s8 p dwoc goi 13 dinh két thira nhén, cic dinh
6 con lai dwoc goi 13 dinh két thuc su).
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Hinh 1. Ciy sinh s8 < 10® khéng chia hét cho 2, 3, 5, 7, 11.

Buwéc 1: gdn gid tri k = phan nguyén cda cdn n+1;

Buéc 2: gin ketqua = ciy Go;

Buwéc 3: 7 =3; ‘

Bwéc 4: néu s < k, thuwe hién bwéc 5,
néu khong ta thuc hién buédc 8;

Buéce 5: xiy dung ciy Gj;

Buéc 6: gin ketqua = ketqua N Gy;

Buwéc 7: gan 1 = gid tri dinh két thuc sy sinh s8 nhé nhit cda cay ketqua, quay lai
thuc hién buéc 4;

Buéc 8: in két qua.

Gid st cc thi tuc va him sau diy di dwoc xiy dung:

1/ Thd tuc xaydung(i) cho k& qui ciy sinh s§ G; sinh cic s8 nhé hon n va khéng chia i
cho 1.

2/ Thi tuc giao(z,y) cho két qud cdy sinh s6 ketqua 1a giao cia 2 ciy z va y.
3/ Thi tuc timsotiep(z), cho k&t qud s8 ¢ c6 gia tri nhd nhit do dinh két thuc sy trong ciy
sinh ra.
4/ Thd tuc thugon(z), thd tuc thu gon cung va dinh cda ciy sinh s8 z.
Ta c6 thé phic hoa thuit todn trén theo ngdn ngir 1ip trinh Turbo Pascal nhu sau:
procedure songuyento(n):
{khai béo céc bién }
{khai bdo units }
begin
k :=int(sqrt(n)) + 1;
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- ketqua := xaydung(2);
== 3;
while 2 < k do
begin
Xaydung(z);
giao(ketqua,G;);
timsotiep(ketqua);
end;
thugon (ketqua);
in ketqua;

5. PO PHUC TAP CUA CAY SINH SO

Jid st ta di xay dung dwoc ciy C thu gon sinh céc s8 nguyén t8 < 10™. Khi d6 s8 ting cia
<m+ 1, dwoc ddnh s8 ti 0 dén m, s8 dinh (dd phirc tap) cda ciy sé la:

6 dinh & ting 013 1.

6 dinh & ting 1 khong vuot qui 9.

dinh & ting m — 2 s& khong vwot qua 9 x 10™~2,

dinh & ting m — 1 s& khéng vwot qud 30 dinh vi:

| cling cda céc nguyén t8 1én hon 5 (ta coi tru’o’ng hop xiy dung cay sinh céc s6 nguyén t3
;;: n 5 13 tim thudomg) chi ¢6 thé 1a {1,3,7,9} gom 4 phin td& nén s8 cic cung di dén dinh
“ cu01 sau khi ding céch thu gon cung c6 t8i da 13 C} + C? + C3 + C§ = 15 dinh két va
4 24+ C3 + C§ = 15 dinh khong két.

dinh 6 tang cudi 13 1.

ta c6 s6 dinh cia ciy dodn nhin céc s6 nguyén t6 nhd hon 10™ khong vugt qua:

4+ 9%10m 2 4 2x (24 -1)+1=9(1+...+ (.10™"2)) + 32 =10m"1 -1+ 32 =10m"1 + 31.

N 0 4 v o N © o = N O ¥ W W N W O

o7zelele7 e olllele// elelelcle}

o

Hinh 2. Ciy sinh s8 nguyén t8 < 1000. D6 phtrc tap: 37
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Vi du: D& xay dung cdy C; sinh céc s& nguyén t8 < 1000 (m = 3) bing phuong phap trén ta
c6 d3 phtrc tap cda cidy nhé hon 10™~! + 31 = 131.

Tuy vé nguyén tic ciy C3 cb wéc lwgng dd phirc tap téi 131, song qua thuc t& thi dd phirc tap
cda né chila 37. (Do khd gidy c6 han hinh 2 chi minh hoa 2 nhénh tiéu bi€u cé cung xuat phat ti
dinh g8c gdn nhin 1a 4 va 5).

Téc gid xin chan thanh cdm on PGS TS Ding Huy Rudn vé su quan tim huéng din cda Thiy
trong cong viéc nghién ciu.
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