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VAN DBE TIEN BE HOA CHO PAI SO GIA TU
KHONG THUAN NHAT

NGUYEN CAT HO, LE XUAN VINH

Abstract. In this paper, we extend the refined hedge algebra, which was introduced in [3], in order
to allow the presence of “Not so” in the set of hedges. Because of specific property of the hegde
“Not s0”, which is different from the remaining ones in the same graded level, the new algebras are
called the non-homogeneous hedge algebra. An axiomatization of these algebras is presented and
their elementary properties are also demonstrated.

Tém tit. Trong bai bdo nay, ching t6i mé réng dai s8 gia tir min hod da duoc giéi thiéu trong [3] dé bao
ham dugc trudmng hop xudt hién kiéu gia tit ” Not s0”. Do tinh chat dic biét cla gia t&t ” Not s0”, khéc véi
cdc todn tir con lai trong cing mot 16p phan bac, dai s6 duoc xay dung goi 1a khong thuin nhat. Mot hé
tién dé cho dai s6 nay dugc gidi thiéu va nhitng tinh chat co ban cia ching ciing s& duoc chitng minh.

1. GIOT THIEU

Ly thuyét vé dai s gia tir da phat trién véi nhitng két qué trong cc bai bdo [2-8], dugc xem
13 mot co sd dai s6 cho logic m& va 1ap ludn xap xi. Trong [4], gia tir Not so cling da duoc dé cap
vdi vi du “John is not very tall” cé nghia 1a “He is, probably, a little very tall, but certainly not so
very tall”. Not so khic véi phép NOT phu dinh, né chi 14 mot todn tr phi dinh dia phuwong (local
negation) lam thay doi ngir nghia cda mét tir khac. Khi min hod dai s6 gia tir [3], cdc téc gid da han
ché sy xuat hién cda gia tr nay, tirc thue hién min hod trén co s mot dai sé gia tir thod man tinh
chdt PN - thuan nhat (PN - homogeneous). Trong bai bdo nay, ching t6i sé xét dén su ¢6 mat cla
Not so, ma su c6 mat clia né lam méat di tinh thudn nhat cia céc gia tir cling trong mot 16p phan
béc va khio sit van dé tién dé hod cdu triic mién gid tri clia bién ngén ngir dé thu dwoc mot cau
tric dai s6 tong quéat hon goi 13 dai s6 gia tir khong thuan nhat (DPSGTKTN), dat nén méng cho
viéc phat trién dai s6 nay trong céc nghién ctru tiép theo.

2. SO LUQC VE PAI SO GIA TU

Xét X = (X,G, H,<) 14 mot cau tric dai s6. X thod man mot hé tién de phit hop véi ngir
nghia tu nhién duoc trinh bay trong [4] duoc goi 13 mot dai s6 gia tir. Gid thiét rang H duoc phan
hoach thanh H™ v& H~ sao cho HT + 1 vd H~ + I 1a cde dan modular véi phan tir don vi twong
tmg 1a V va L. Pat UOS = {V, L}. I 1a todn tir dong nhit, Iz = x, véi moi € X va duoc xem 13
phan tit zero trong cdc dan trén. Ki hiéu H*® thay cho HT hoic H—. Véimoi h, k € H®, h < k kéo
theo hoac x < hx < ka hoac kx < hx < z, voi moi x € X. Véi moi h,k € H, h va k duoc goi la
nguoc nhau néu hx < z khi va chi khi kz > x; h va k duogc goi 1a twong thich néu x < hx khi va
chi khi z < kx, véi moi x € X. Néu véi moi x € X, & < hx kéo theo ha < khx v hx < x kéo theo
khx < hx, thi k 1a positive doi véi h. Néu x < hx kéo theo khx < hx va x > hx kéo theo khx > hax,
v6i moi x € X thi k dwoc goi 1 negative doi v6i h. Dua trén thuc tien quan sat ngtr nghia ngon
ngit, ching ta chap nhan gid thiét néi ring todn tir don vi V trong HT bao gitr cling 14 positive doi
véi cic phan tir trong UOS.

Quan tam dén quan hé tht tu trén X v H, ta thay rang chiing cé céc tinh chat sau day: h < k
khi v& chi khi v6i moi x € X, hoic x < hx < kz hodc x > hx > kx. Hon nita, néu x # hx thi
hx # kzx. h va k khong sanh dwge khi va chi khi x £ hx kéo theo hx vA kx cing khong sanh duoc.
Khi d6, X va H duoc goi 1a tuong thich v4i nhau.
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Véimoi h, k € H, ta viét he << kx néu véi moi &',k € UOS v moi n € N, ta ¢6 V*h' ha <
V' ka. Truong hop diu '=' khéng xdy ra ta viét he << kx. Biéu thitc 2 = h,,...hju duroc goi 1a
bidw dién chinh tdc cda z doi véi v néu h;...hiu # hi_1...hiu, v6i moi ¢ < n.

Moi H¢ + I 13 dan modular nén c6 thé phdn bdc bdi ham d6 cao (height function) [1] va dugc
phan hoach thanh cdc 16p HE. Moi Hf ¢6 Card(Hf) > 1 chita cdc phan tir khong sanh duoc. Gid
thiét ring bat k¥ hai phan tir thuoc hai 16p phan bac khic nhau luén luén sanh dwge. Ki hisu I°¢ 1a
tap chi s6 cia céc 16p phan bac trong H¢ va SI1¢ 1a tap chi s6 cia céc 16p HE ¢6 Card(HE) > 1. Goi
LH¢ 13 dan phan phdéi tu do sinh béi cdc phan tir khong sanh dwoc trong HE va LH = LHY U LH~
13 hop cia céc 16p d6. Ki hiéu LH® thay cho LH™ hosc LH—. Céctoan tit V va L trong HT + I va
H~+1 cing 13 cic todn tir don vi trong LHY +1 v LH~ +1 twong timg. Khidé X = (X, G, LH, <)
thod man hé tién dé duoc gidi thiéu trong [3]| goi 13 dai s gia tir min hod. Tinh tuong thich gitra X
va LH trong dai s6 gia tr min hod dwoc md rong tir tinh twong thich gitta X va H trong dai s6 gia
tir.

3. CAU TRUC CUA DAN GIA TU CO SO CHO PAI SO GIA TU
KHONG THUAN NHAT

Chiing ta biét rang dai s6 gia tir min hod duoc phét trién dua trén dan céc todn tr LH + I, &
day LH = LH" U LH~ va mo6i LH® = Usere LHf. Vi vay ching ta khdo sat cau tric cda LHE véi
i € SI¢, ttirc dan phan phdi tur do sinh bdi céc phan tr khong sdnh duoc HE, khi ¢6 mit todn tir Not
so trong dé. Ki hiéu N cho Not so. Hay xét mot vai gid tri ngén ngir dé phét hién cdc tinh chat cia
todn tir Not so, chang han cic gié tri Not True (Not so True) va App True (Approximately True).
Lay gia t&r Very tdc dong tiép lén hai gid tri ndy, ching ta cé céc gia tri Very Not True va Very App
True v nglr nghia cia ching duoc biéu dién bang quan hé hé thit tur sau: Very Not True< Not True
va Very App True > App True. Ta thay Very la negative doi véi App nhung 14 positive doi véi Not.
Tir d6, chiing ta c6 tinh chat truc gidc 14 v6i cing mot gia tir tdc dong, cdc gid tri nglr nghia App
True va Not True bién doi theo chiéu huéng ngwoc nhau. Nhan xét nay goi ¥ cho chiing ta phai
phéan biét gitra nhirng gid tri ngoén ngtr chiu tdc dong cia Not so va nhitng gid tri con lai. T quan
sét thurc té tap tét cd cdc gid tri ngon ngir tu nhién cé thé gid thiét ring ton tai duy nhét iq € ST
sao cho N € H,_, tic 1a H, = {h1,..., hy, N} v& V 1a negative dGi v6i hy, ..., b, nhung lai ¢6 tinh
positive v6i N va gid thiét rang cac 16p HY v6i i # i van thod man tinh chat PN-thuan nhat. Nhac
lai rang cc toan tir trong cling 16p HE duoc goi 1a PN-thuan nhat néu V' 13 positive (negative, tirong
trng) doi v6i mot todn tir h trong HE thi V cung 13 positive (negative, twong tmg) doi véi moi toan
tur khdc trong HY.

Xét ideal sinh béi cdc phan to hy AN € LH{ , v6i moi @ = 1,...,n. Theo [9], né 14 ideal chinh
sinh bdi phan t /i, (h; A N). Tuong tu, filter sinh béi cdc phan t&r h; V N € LHE, véi moi
i =1,...,n chinh la filter chinh sinh bé&i phan t& A, (h; V N).

DPinh nghia 3.1.
(i) Gid st S la ideal cia dan LHY, sinh béi phan tie /)| (hs A N).
(ii) Goi ST 1A filter ciia dan LH¢ sinh bdi phan tir A, (h; V N).
(iii) Pat § = ST US~. Cdc phan ti trong S dugc goi 1a phan tir dac biét trong LHE .

Vidu 1. Xét H = {A, P, N} chita cdc phan tir twong ting véi cdc todn tir Approzimately, Possibly,
Not so. Dan phan phéi LHY, sinh bdi cdc todn tir trén gom céc phan tir dwoc biéu dién trong hinh
vé 1, trong dé:

x1:PVN7 xQZN\/A7 acng\/R y1:P/\N7 y2:]\7/\147 y3:14/\P7
up =2 A3, Uz =x3A\T1, Uz =T ATz, vi=y2Vys, va=y3Vyl, vs=y1 Vi

E=(AVP)A(PVN)ANVA) =(AAP)V(PAN)V(NAA).
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Céc phan tir thuoc S~ 1a: y1,y2,v3 vd AAPAN. Tap cdc phan tir sinh cta ideal S~ 13 {y1,y2}

hodc {v3}. Céc phan tir thuoe ST 1a: 21, x9, uz vd AV PV N. Tap cdc phan tir sinh cia filter ST 13
{z1,x2} hoic {us}.

V14

Y34

Hinh 1. S trong gian con LHE

Su ¢6 mit cia N trong da thitc dan trong biéu dién clia moét phan tir (xem [1]) 1a diéu kién
can chtr khong phéi 1a dieu kién di dé phan tir d6 thuée S. Chang han, trong vi du 1, phan tir
E=(AVP)A(PVN)A(NVA) =(AANP)V(PAN)V(NAA) ¢S, micdu biéu dién cia E ¢
chia N.

Ménh dé 3.1. Trong LH{ , voi moi k € S~ khong ton tat h ¢ S sao cho h < k va véi moi k € ST
khong ton tai h ¢ S sao cho h > k.

Chitng minh. Gid str ton tai h ¢ Ssaocho h<k. Vi S™ laideal va h< knén h € S—. Dodé h € S.
Mau thuan véi gid thiét. Vay khong ton tai h ¢ S sao cho h < k. Lap luan tuong tu cho truomng
hop k € S*. |

Ménh dé 3.2. Trong dan con LH{, h <N voimothe S wak>N vérmotk € St

Chatng minh. Chiing ta sé chimg minh \/;_, (h; A N) < N bdng qui nap theo n - s6 todn tir trong
H¢ khic véi N ¢6 mat trong biéu thrc.

Véin = 1. Vi hy v N khong sdnh duoc nén by A N < N. Nhu viy ménh dé ding véi n = 1.
Gid st ménh dé ding véi moi ¢ < n, ching ta chirng minh ménh dé cing dtng véi ¢ = n+ 1. That
vay, VIZ (hi AN) = (V7 (hi A N)) V (hysy A N). Theo gig thiét qui nap ta 6\, (hi A N) < N
va hpp1 AN < N. Mit khéc, do LH¢ 1a mot dan sinh tu do nén \/}'_, (h; AN)V (hpi1 AN) < N
ttrc ménh deé cling diing véi n+ 1. Theo dinh nghia S™, véi moi h € S, h < \/I_, (h; A N). Do dé6
h < N. Truomng hop k € ST, chimg minh hoan toan tuong tu. [

Tir ménh dé trén ta suy ra truc tiép hé qua sau day.

Hé qua 3.1. ST NS~ =3 vd véi mot h € S~, v6i moi k € ST, ta cé h < k.

4. HE TIEN PE CHO PAI SO GIA TU KHONG THUAN NHAT

Khi so sanh két qua tdc dong cia cic gia tir thuée LHT va LH~ 1én mot gid tri ngén nglr ha
nao dé, v6i h € LH va x € X, tuy thudc vao todn tr h ma cic gid tri duoc sinh ra sé roi vao mot
trong hai truong hop sau:

+ Truong hop 1: Céc gid tri sé duwge sinh ra hai phia trén va duéi hx khi k¢ S. Vi du, hx =Not
True, khi d6 Not ¢ S va More Not True < Not True= hx < Poss Not True.



VAN PE TIEN BE HOA CHO PAI 8O GIA TU KHONG THUAN NHAT 357

+ Truong hop 2: Céc gi4 tri sé dwoc sinh ra vé mot phia hodc 13 trén hoac 1a duéi so véi hax khi
heS. Vidu, x = (App A Not)True. Khi d6, (App A Not)e S va More hx > hx, Poss hx > hx.
Véi hai gid tri ngon ngir hx va kz, khi tdc dong bdi ciing mot phép todn, cdc gid tri duoc sinh
ra c6 thé "bién thién” theo chiéu hwéng cling tang (hoac cling gidm), nhung ciing ¢6 truomg hop
khong xdy ra nhu vay. Tir nhan xét ndy ching t6i dua ra dinh nghia sau.
Pinh nghia 4.1. Cho hai todn tit h, k € LH, h va k duoc goi 1a dong bién néu lhx > ha khi va chi
khi lkx > kx, h vd k duoc goi 1 nghich bién néu lhx > hx khi va chi khi lkx < kx, véi moi | € LH
va véi moi x € X.
Hon nira, néu hk, k cing thuoc LH{ thi khi xét su bién thién cla cic gia tri ngon ngir sinh tir
hai phan tir sénh dwoc ha va kz, ta chi ¢é cic kidu sau day x4y ra (hinh 2).
+ Kiéu 1: h va k déu khong thuoe S. Khi dé, cd ha va kx déu roi vao trudng hop 1. Hon nita h
va k dong bién (hinh 2.1).
+ Kiéu 2: h va k cling thuéc S~ hosic ST. Khi db, cd hax va kx déu roi vao truong hop 2 va h va
k dong bién (hinh 2.2a-b).
+ Kiéu 3: h ¢ S va k¢ S. Khi d6, hx roi vao truomg hop 1 va kx roi vao truong hop 2 (hinh
2.3a-b).
+ Kiéu 4: h € S~ va k € ST hodic nguoc lai. Khi dé h va k nghich bién (hinh 2.4).
Dé tién loi cho viéc phét biéu hé tién dé ciing nhu trong cdc chirng minh, chiing t6i dwa ra dinh
nghia sau.

7 3
\cx ha
. "/‘
kx
hx
2.1 (2.2a) (2.2b)
7 3
hz ¢
k
ho T kx ha kx
Y
(2.3a) (2.3b) 24

Hinh 2. Céc kiéu bién thién cla cdc gié tri sinh tir hx va kx
Pinh nghia 4.2, Bo ba (4, hx, kx) véi h,k € LH h # k va 6 € LH* duoc goi la tinh tién néu
hx < kx thi cdc diéu kién sau thod man:

(i) dhx < dka.
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(ii) dhax khong sanh duoc v6i moi y € LH (kx) ma y # dka.
(iii) 6kx khong sénh duoc véi moi z € LH (hx) ma z £ Sha.
Bay gio chiing ta gi6i thiéu hé tién dé cho DPSGTKTN.

Pinh nghia 4.3. Dai s6 X = (X,G, LH, <) duogc goi la dai s6 gia tir khong thuan nhat, néu cic
diéu kién sau thod man:
(N1) Gidst he LHT k€ LH™ vax € X. Néu l € S va hlx # lx thi hlx va klxz khong sanh duge.
Neéu ! € LH\S thi hlx > lzx khi va chi khi klz < lz.
(N2) Toén tir don vi V trong LH 13 positive hodc negative déi véi moi phép toan trong LH.
(N3) Tinh phan biét va di truyén ngir nghia: Néu u va v doc lap thi moi x € LH(u),x ¢ LH(v) va
nguoc lai. Néu x £ ha thl x ¢ LH(hx). Ngodi ra, néu hx #£ kx thl hx va kx doc 1ap.
(N4) Tinh sdnh dwoc va khong sdnh duoc:

(i) Néu hzx va kx khong sdanh duoc thi cdc phan tr w € LH (hx) va v € LH(kz) cing vay. Néu
a,b € G vaa < bthi LH(a) < LH(b). Néu hx > x thi LH(hx) > hx, véi moi h € ST
va LH(hz) < hx, v6i moi h € S~. Néu hx < x thi LH(hx) < hx, vé6i moi h € ST va
LH(hz) > hx, v6i moi h € S™.

(i) Véi bat ky b # k va h, k € LHE véi i € SI°. Néu ha < ka thi:

+ Néu h ¢ S,k ¢ S hoac h, k ciing thuoc ST hosic S~ thi (6, hx, kx) 1a bo ba tinh tién véi
moi 6 € LH*.
+ Néu h ¢ S,k € S va dhx > hx thi (6, hx, kz) 1a bo ba tinh tién.
+ Néu h € S k ¢S vadkx < kz thi (4, he, kx) 1a bo ba tinh tién.
(N5) Néu v € LH(z) vaw ¢ U{LH(hx) : h € LH}, thi tir u > v (v < v) véiv € U{LH(hx) : h €
LH?}, suy raw > R v(u < h'v), véi moi k' € UOS.

VM(PAAAN)t LP(PAAAN)t
VM(A m LP(AAN)t

VMPt M(PAAPNN) ‘5 M LPNt
(AA ' " P(AAN)t

MPt g~ PAAA N)t A v PNt

AAP)t (AAN)
Pt , ’ | Nt
P(AAP)t

At
MNt
PPt PAL >

LP(AAP

P(AV N)t M(AV N)t
LPPt

VMNt
LPAt J

LP(AV N)t VM(AV N)t

Hinh 8. Mot phan cia LH(t)

Y nghia ctia céc tién dé (N2),(N3) va (N5) tuong tu nhu cée tién dé cia dai s6 gia tir min hod
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(xem [3]). Chiing ta sé gidi thich cdc tién dé con lai. Tién dé (N1) moé td rang két quéd tic dong
clia hai todn tir khong cting thuoe LH " hoac LH~ nam vé hai phia (trén va dudi) déi véi cac gid
tri ngén nglr ¢é tien t6 khong thude tap cic todn tir dic biét S, vi du nhu More Not True va Poss
Not True ndm vé hai phia déi véi Not True. Tréi lai ching sé ndm cling mot phia va khong sénh
dwoc, chang han More(App A Not)True va Poss(App A Not)True (hinh 3). Tién de (N4)(i) khang
dinh rang thong thuong LH " (hx) v LH ™~ (hx) nam vé hai phia clia gia tri hx, nhung néu h € S
thi ching ctiing nam vé mot phia cia hx. Tién dé (N4)(ii) 1a su méd rong mot tien dé twong tu cia
dai s6 gia tir thuiin nhat sang trudng hop ma h, k ¢6 thé thuoc S.

Nhu vay, céc tién dé cda PSGTKTN xuat phat tir nhimng tinh chat co ban cia cic gia tir va
quan hé thir ti bé phan cia dan gia tit co sé. Cling cdn nhan manh ring viéc xay dung hé tién deé
dura trén quan diém sinh tu do cdc phan tir ¢6 nghia 1a chiing ta chi x4c lap quan hé thit tur giira céc
phan tir néu quan hé nay duoc suy dan tir cidc quan hé da cé. Vi vay, ching toi cho réng cdu tric
DSGTKTN mé hinh diing ddn quan hé ngir nghia cic gia tri cda ngdén ngit trr nhién. Mét s6 tinh
chat sau day duoc suy ra tir hé tién dé va tinh chat trén dan gia tir co s& cia DPSGTKTN. Ching
ta luén qui wée rang LH 4 1a dan con sinh ra tir cc phan tir khong sanh dwoc cia lé6p H 5, €O chira
Not so.

Tinh chit 1. Cdc todn tt trong LH® tuong thich.

Chatng minh. Xét bat ky x € X. Gid st h,k € LH' va hx > x kéo theo kx < z. Vi V 14 todn tir
don vi trong LHTnénV>hvaV >k DodéVa>hx>x>kx >V, tasuy ra Va > Va, mau
thuan. Vi x va kz luén sénh duoc nén kzx > z nghia 14 h va k twong thich. Truong hop hx < z,
chiing minh tuwong tw. Vi vai tro cia h va k nhu nhau nén kx > x kéo theo hx > x. Truong hop
h,k € LH~, chimg minh twong tu v&i L 1& todn tir don vi trong LH~ + 1. [

Tinh chit 2. Trong LH, , vétmoi k € S, ta cd cdc khing dink sau day:
(i) Néu ton tai h ¢ S sao cho hx < kx thi k € ST néu kx > x va k € S~ néu kx < x.
(ii) Néu ton tai h ¢ S sao cho hx > kx thi k € S~ néu kx > x va k € ST néu kx < x.

Chitng minh. Chiung ta chirng minh cho truong hop hx < kx va kax > x. Cac truong hop con lai
deéu chirng minh twong tu. Gid st k € S~. Vi kx > = va h, k cing thuéc LH~ nén theo Tinh chat
1, ta ¢6 hx > x. Do quan hé thit tu trong LH va X twong thich nén h < k, ttrc 1 ton tai h ¢ S,
k € S~ ma h < k. Piéu nay mau thuan véi Menh dé 3.1. Vay k€ ST. ]

Nhu moét hé qua truc tiép cia tinh chat trén, ta c6

Tinh chat 3. Vi mot b,k € LH{ wva hx # x, kx # x vé1 moi x € X, ta c6 cdc khing dinh sau
day:

(i) Néu hx < kx va h ¢ S,k € S the LH (kx) > k.

(i) Néu hx > kx va h ¢ S,k € S thi LH (kx) < k.

Chatng minh. Gid st kx < x. Do h ¢ S v hx < kx nén theo Tinh chat 2, ta ¢6 k € S~. Theo
(N4)(i), suy ra LH(kx) > kx. Truong hop kx > z, tuong tu nhu trén ta c6 k € ST. Sir dung
(N4)(i), ta cing ¢6 LH(kz) > kx. Truong hop (ii) dwoc chitng minh twong tu. m
Tinh chdt 4. Néu h, k cing thudc S va hx # x, kx + x thi

(i) h,k cung thuéc ST hodc S= khi va chi khi h, k dong bién.

(i) h,k khéng cung thuéc ST hodc S~ khi va chi khi h, k nghich bién.

Chitng manh.

(i) = Gid st h,k € ST va ha < z. Theo Tinh chat 1, kx < x. Theo (N4)(i), ta ¢6 LH(hx) < hx
va LH(kz) < kx, suy ra h va k dong bién. Chtmng minh twong tu cho trudmg hop hx > x va
truong hop h, k€ 5™
< Gid st h, k dong bién va h, k khéng ciing thuée ST hosic S—. Gid st h € ST,k € S~ va
hx < z. Vay ta cing ¢6 kx < x va theo (N4)(i) ta ¢6 LH (hx) < hx va LH (kx) > kx. Piéu nay
mau thuan véi h va k dong bién.
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(ii) Vi h, k cling thuoc S nén néu h va k khong dong bién thi A va k nghich bién. Do dé (i) va (ii)

tuwong duong nhau. [
Tinh chit 5. Vé: moi h,k € S, néu hx < kx va h,k khéng cung thuéc ST hodc S— thi ta co
LH(hz) < hx va LH(kz) > kx, véi moi x € X.

Chatng minh. Gid st hx > x. Vi hx < kx nén h < k. Theo Ménh dé 3.2, h € S~ va k € ST. Theo
(N4)(i), ta ¢6 LH (hx) < hax va LH(kx) > kx. Truong hop hx < , chimg minh tuong tu véi chi §
rang néu hx < z thi kx < . ]

5. CAC TINH CHAT CO BAN

Mét s6 tinh chat co ban ciia DPSGTKTN sé duoc trinh bay qua mét s6 dinh 1y sau. Chi ¥ rang
nhu da phan tich & phan trén, LH c6 cic phép toin méi thuoc S va moi quan hé gitra cidc phan tir
sé da dang hon.

Pinh 1y 5.1. Cho X = (X, G, LH, <) la mét DSGTKTN, ta cé cdc khang dinh sau:

(i) Néu x la diém bat dong cia mét todn ti h € LH thi x la diém bat dong ciia moi todn tit trong
LH.

(i) Néu x = hy,...hju thi ton tai chi s6 i sao cho hi...hiu la mét biéu dién chinh tdc cia x 6% vét
u va hjx = x vo1 mor j > 1.

(iii) Néu h # k va hx = kx the x la diém bat dong.

(iv) Néu h, k khong thudc cing mét dan con LHE, véi i € SI° va ha < kx thi W ha < k'kz, vé1 mor
WK c UOS.

(v) Néu hx << kx tht hx < k.

(vi) Véimoih ke LH, néu x < hx(x > hx) thi Ix << ha(Ix >> hz). Néu hax < kx,h # k va h, k
khong cing thuée LHE véii € SI¢ thi ha << kx. Néu h,k € S, h, k khong cung thudéc ST hodc
S™ wa he < kx thy he << kx.

Chitng manh.

(i) Chitng minh twong tu nhu phép chirmg minh (ii) cia Pinh 13 1 [4]. Theo khang dinh nay, chiing
ta c6 thé dimg thuat ngtt “diém bat dong” thay cho “diém béat dong doi véi mot todn tir”.

(ii) Khang dinh nay duoc suy truc tiép tir két qua (i).

(iii) La hé qué truc tiép cla tinh twong thich gitra quan hé thit tu trén X vatrén LH", LH . Thuc
vay, gid st « khong phai 1a diém bat dong titc 1a hax # x va do h # k nén hx # kx. Diéu nay
mau thuan véi gid thiét. Vay x 13 diém bat dong.

(iv) Xét x € X bat k. Néu x 13 diém bat dong thi x = hx = kx. Khi dé 16 rang ta ¢é h'hx < k' k.
Néu hz # x thi theo tinh twong thich gitra X v& LH—, LH" ta ¢6 hx # kx v6i moi h € LHY,
moi k € LHS véii # j. Theo tien dé (N3), ha va kx doc lap. Do dé ta ¢é u = kx ¢ LH(hx) véi
moi h € LH{. Theo gia thiét, ta ¢cé v = hx < kx = u va do d6 theo (N5) ta suy ra h'hx < kz.
Tuong tu nhur chirng minh trén khi thay vai tro ciia LH{ bang LHS, voiv = kx vau = k' hx,
ta thu duoc M hx < k'kx véi moi B, k' € UOS.

(v) Truonghop h, k ¢ S, theo (N1) ta luon chon dugc I/, k' € UOS sao cho hz < K hx va K kx < k.
Tir gid thiét hx << kx ta suy ra hx < M hx < k'kx < k.

Truomg hop h ¢ S,k € S. Dé chimg minh phan ching, gid stt ha > kx. Néu h ¢ LH thi theo
(iv) ta ¢6 h'hx > k'kx véi moi A, k' € UOS. Piéu ndy mau thudn véi he << kx. Theo Tinh
chat 3(ii) néu h € LH,, thi LH(kx) < ka tic k'kx < kx v6i moi k' € UOS. Vi h ¢ S nén theo
(N1), ta c6 thé chon A’ € UOS sao cho h'hx > hx. Nhu vay ta da c6 b/, k' € UOS sao cho
A hx > hx > kx > k'kx, mau thuan véi hx << kz.

Truong hop h € S,k ¢ S, chitng minh twong tu.

Xét truosng hop h, k cling thuoe ST hosic S~. Gid st hx > kax, theo (N4)(ii) ta c6 k'hx > k'kx
v6i k' tuy § thuoc UOS. Chon I/ € UOS sao cho K ha va k'hx sdnh duge. Cung theo (N4)(ii)
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ta c6 Wkx < h'hx. Néu h'hx < k'hx thi h'hx va k'kx khong sdnh duoc con néu W hx > k'kx
thi A'he > K'kx. C4 hai déu mau thuan véi hae << k.

Xét trwomg hop h, k € S va h, k khong cing thuoe ST hoisic S~. Gid stt ha > kx, Theo Tinh
chdt 5, ta ¢6 LH(hx) > hx va LH(kx) < kx. Do dé K hx > k'kx véi B k' € UOS. Diéu nay
mau thuan véi hx << kx.Vay hx < kx.

(vi) Gid st < hax. Néu hx = x thi  1a diém bat dong va khang dinh 13 thm thuong. Theo tién
de (N3), néu & < hx thi @ ¢ LH(hz). Theo (N5) ta c6 & < K hx véi moi K € UOS. Do
x ¢ LH(hx) nén x ¢ LH(h'hz), ciing theo (N5) ta ¢ » < VA'hx. Lap lai lap luan nhiéu [in
ta céd x < V"h'hx véi moi M € UOS va n € N, titc x << hx. Truong hop x > hx duoc chimg
minh tuong tu.

Xét truomg hop hx < kx va h # k. Néu hx = kx thi theo (iii) x 13 diém bat dong va khing dinh
13 tam thwomg. Néu h va k nguoc nhau thi hx < x < kz. Theo chitng minh trén hx << x << kuz,
suy ra hx << kx. Truong hop h va k tuwong thich, gia st hx < kx va h € LHF, k € LHS, véi
i # 7. Khi d6, theo (iii) hx # kx v6i moi k € LH$. Theo tién dé (N3) hx va kx 1a doc lap va
do dé hx ¢ LH(kx) véi moi k € LHS. Viu = hx ¢ LH(z) va v = kx € LH(kx), theo (N5) ta
¢b hx < K'kx v6i moi k' € UOS. Do k'kx € LH(kz) nén lai 4p dung (N5) ta ¢6 hx < VEk'kz.
Lap lai lap ludn trén nhieu lan ta thu duoc hx < V'*k'kx véi moi k' € UOS va n € N.

Twong tu nhu chitng minh trén véi V7k'kx déng vai tro clia u, ta thu duoc V'E'kx > V™h ha,
v6i moi b € UOS vaim € N. Vay hx << k.

BAy gi¢r chiing ta chitng minh phan con lai cia khing dinh. Néu hx = kz thi khing dinh 13 tAm
thirong nén chiing ta gid sit rang hx < kz. Vi h,k € S va h, k khong cling thuée ST hosic S,
nén theo Tinh chdt 5, LH (hx) < hx va LH(kx) > kx. Do dé V™h'hx < hx < kx < V"k'kx,
v6i moi B/ k' € UOS va véi moi m,n € N. Vay hx << kz. Pinh 1§ da duge chitng minh. =

Duwéi day ching ta khao sat tinh chat lién quan dén toc do tang cia day phan tir c6 dang V" he.
Binh 1y 5.2.

(i) Véimoi h € S, tén tai todn ti don vi h' sao cho véi moi hy, ..., hy, € LH, véi moix € X, ta cd
ha < hy...hiha < V'R ha, néu hiha > ha
V7h'ha < hy...hiha < hx, néu hiha < hax
trong d6 néu hy € LH® thi R cung duoc chon trong LH®.

(ii) Véimoi h € LH\S, ton tai cdc todn t don vi k™ wa h™ sao cho h' positive, h™ negative 6%

vét h va vér mot hy, ..., h, € LH,x € X, ta co
VPh~hx < hy...hihae < V*hThe, néu ha > «
VPhThe < hy...hihae < VA~ hx, néu he < x

Chatng mink. Chiing ta chimg minh dinh 1§ bang quy nap theo n. Truéc tién, ta chitng minh cho

truong hop n =1 va hx < .

(i) Gid st h € S vA hyha > ha. Vi h',hy € LH® va h' € UOS nén hy < k. Do d6 hx < hyha <
VR hx Vi V luon luén positive doi véi R Truong hop hihx < hx chirng minh twong tu.

(ii) Gid str h ¢ S. Néu hihz < hz thi hy 13 positive ddi véi h. Theo tién de (N1) va gid thiét cla
cac todn tir AT, h™ ta c6 hThe < hihx < ha < h~hx. Do V 14 positive d6i véi AT, h™ nén ta cé
bat dang thirc cdn chitng minh VhThe < hihx < he < Vh hx. Néu hihax > hx thi hy negative
déi véi h, ta suy ra h~, hy tiwong thich va A~ > hy. VAy hax < hihx < h~hx. Do hT positive déi
véi h va V positive véi AT va h™nén ta c¢6 VAT hae < hthae < he < hihe < h~hx < Vh~hx. Vi
truong hop hx > x chirng minh twong tu nén ta da chimg té dinh 1 ding véi n = 1.

Nhu 13 gid thiét quy nap, gia st dinh 1¥ ding d6i véi moi n < 4, tire 14 véi hy € S ching ta cé

hlhx S hi+1...h1hac S Vlh/lhlhac néu hghlhx Z hlhx (1)

Vlh/lhlhac S hi+1...h1hx S hlhx néu hghlhx S hlhx (2)

va v61 hy ¢ S chiing ta ¢
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trong dé h, hi, hy thod man cic gid thiét giéng nhur R, k", h~ trong dinh 1¥.

Bay gio chiing ta chiing minh két luan quy nap cho trudmg hop hx < z.

Gid st h € S. Vi truong hop hyhx < hx duoc chimg minh tuong tu nén ta chi chimg minh cho
treong hop hihx > ha.

Xét trudmg hop hy € S. Néu hghihx > hihx thi theo gid thiét quy nap, ta ¢ hihx <
hit1...hihx. Két hop véi gid thiét hihx > hx, ta duoc hx < hijq...hihx. Ching ta sé chitng
minh bat ding thitc bén phai. Vi A € UOS va k', hy € LH® nén hy < k' va tir hiha > hx ta
¢6 k' hx > hihz. Do hy € S vi h' € UOS nén hy va b/ khong thuée cuing mét 16p LH, véi
i € SI°. Ro rang hy # A’ va theo khéng dinh (vi) ciia Pinh 1§ 1, ta ¢6 hihe << h hx. Vay
Vihihyha < Vitih ha.

Néu hohihx < hyhx thi theo gid thiét quy nap ta c6 cdc bat ding thirc (2).Vi hx < hihx nén
theo (vi) ctia Pinh 1y 5.1, ta ¢6 Thx << hihx. Do hy' € UOS nén hx < Vihy'hihx. Mat khac,
theo gid thiét clia k' ta cé ' > hy, suy ra hihe < h'he < Vit W ha, vi V positive ddi v6i I,
Két hop hai két qué trén ta cé diéu can phai chirng minh.

Xét truong hop hy ¢ S. Vi hihx > hx nén theo gid thiét quy nap ta c6 cic bat dang thirc (3).
Do hihx > hx v 18p lai 1ap ludn nhu truong hop trén ta ¢6 The << hyhx. Két hop véi gid
thiét quy nap ta thu duoc hx < Vihfhlh:p < hi+1...hihx. Theo gid thiét vé R ta c6 hy < B
titc 18 hihe < B ha. Néu hy # k' thl hyhae << h ha, theo (vi) cta Pinh 1§ 5.1. Két hop véi
gid thiét quy nap, ta ¢é hiyq...hiha < Vihihihae < ViR ha. Néu by = k' thi hy hotic bang V
ho#ic bang L. Trong ca hai truémg hop ta déu cé hf =V va do dé6 két hop véi gid thiét quy
nap ta c6 hjqq...hihx < Vihfhlh:p =ViVhihx = Vitip he.

Bay gitr gid stt h ¢ S va hihx > hx (tbhc hy negative ddi véi h). Ching ta cin phéi chirng
minh VT hthe < hiyq.. . hihx < VT h~hz, véi gid thidt hx < 2. Xét truomg hop hy € S.
Néu hghyhx > hihx thi theo gid thiét quy nap ta cé cic bat dang thie (1). Do AT positive déi
véi h, V positive doi véi hT va v6i chinh né nén tir b hx > hx ta ¢6 VL hThe < ha < hyha.
St dung gid thiét quy nap, ta suy ra dwoc VT hThe < hihe < hi...hhx. DAy la bat ding
thttc bén trai can chirng minh. Vi hy va k™ déu negative doi v6i h, nén h; va b~ cling thuoc
LH®. Hon ntta h~ > hy vi h~ € UOS va hy € S. Theo khiang dinh (vi) cia Pinh 1y 5.1, ta
c6 hihx << h™hx, suy ra Vih/lhl hx < V¥T'h~hx. Két hop véi gid thiét quy nap, ta thu duoc
hi+1...h1hx < Vit~ he.

Néu hohihx < hihz thi theo gid thiét quy nap ta c6 cic bat dang thirc (2). Vi h ¢ S, hx < x,
R 13 positive déi v6i h va hihx > hx nén ta ¢ hThx < hx < hihx. Theo (vi) cia Pinh 1y
5.1, ta ¢6 hThe << ha << hihz. Tir d6 suy ra VIt ATha < Vih/lhlhx < hit1...hihz. De thay
hihx < h™hax kéo theo hihx < VITL1h~—hx, do V positive d6i v6i A~ va véi chinh né. Cung véi
gid thiét quy nap ta ¢é hsy1...hihe < hihe < VIT R~ ha.

Trong trudmg hop hy ¢ S, ching ta chi chirng minh khi Ay negative ddi véi h, vi trudng hop hy
positive déi v6i h duoc chirmg minh twong tu. Gia thiét quy nap trong truong hop nay 1a cic
bat ding thtre (3). Chiing ta can phai chimg minh Vi hThe < hiyy...hihe < VT h—hax. Vi
hx < hihx va kT positive d6i v6i h nén AT ha < ha < hiha. Lap ludn nhu trén va két hop véi
gid thiét quy nap, ta ¢6 V" hTha < Vih hihx < hitq...hihx. Vi h ¢ S va hy, h~ déu negative
déi véi h nén ching twong thich véi nhau va ciing thuée LH®. Do dbé h™ > hy va hihx < h™ ha.
Néu hy #£ h™ thi theo (vi) cia Pinh 13 5.1, ta ¢6 hihx << h™hx. Cling theo gid thiét quy nap, ta
c6 hiy1...hihx < Vihfhlh:p <Vl h~hx. Néu hy = h~ thi hy =V hoic h; = L. C4 hai truong
hop ta déu cé h] = V. Do dé theo gid thiét qui nap ta ¢ hity...hihx < ViR hihe = VIVh™ ha.
Nhur vy cd hai bat ding thitc déu da duwoc chitng minh xong.
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Vay ching ta da chiing minh dinh 1y cho truong hop hx < x. Vi truong hop hx > x duoc
chirng minh hoan toan twong tu nén dinh 1y duoc chirng minh. [

Hé qua 5.1.

()
(i)

(iii)

Véi moi x € X, néu ha < kx va h, k khong cung thuéc LHE véii € SI¢, thi Shx < 8 kx véi
moi 6,6 € LH*.

Cho w la phan td tuy o thuéc X. Voimotx € LH(u) ton taiy, 2 € UOS(u) tic lay, z duoc sinh
ra t u bo1 cdc todn ti don vi, sao cho z < x <vy. Mot trong har bdt ding thite u < x < V™hu
hodcuw > x > V™hu la ding vdi h € LH dugc chon thich hop va n € N dd ldn.

Néu x = dhu vot 6 € LH* va h € S tht mét trong hai bt ding thic hu < x < V*h*hu hodc
hu > x > V"™h*hu la ding, véi h* € LH duoc chon thich hop van dd lon.

Chitng manh.

()

(i)

(iii)

Gid st ha < kx va h, k khong cling thuoe LHE véi i € SI°. Theo khang dinh (vi) cia Dinh 1y
5.1, ta ¢6 ha << kx. Gid stt 6 = hy...h1,6 = km...k1. Do h, k khong ciing thuoec LHE nén h, k
khong cuing thudc S. Vi vay chi ¢6 céc truong hop sau day xay ra.

Truong hop h ¢ S,k ¢ S: Theo Pinh 1§ 5.2, ton tai ', k" € UOS sao cho hy,...hiha < Vb ha
va V'E kx < k.. kikx. Két hop véi ha << ka ta thu dwoc dha < & k.

Truong hop h ¢ S, k € S: Neu LH (kx) < kx thi chimg minh twong tu nhu trén. Néu LH (kx) >
kx thi theo nhw chitng minh (vi) ciia Pinh 1§ 5.1, ta ¢6 V™h ha < kx véi moi b € UOS. Theo
Dinh 1¥ 5.2, ton tai A’ € UOS sao cho h,,...hihx < V™A' ha. Vay Shx < V'R hx < kx < 5 ka.

Truong hop h € S,k ¢ S, chitng minh twong tu.

Gid st x = Shu 13 biéu dién chinh tic cia x d6i v6i u, § € LH* ¢6 do dai m va u < hu. Néu
h ¢ S thi theo (ii) ctia Pinh 1§ 5.2 va (vi) cia Pinh 1§ 5.1, ta ¢6 @ = dhu < VAT hu < V™ b v,
& day h' € UOS va h < h'. M4t khéc, ciing theo Pinh 1§ 5.2 va (vi) cia Dinh 1y 5.1, ta ¢6
u < V™"h~hu < dhu = x.

Néu h € S va hihu < hu thi theo phan (i) cia Pinh 1y 5.2 va (vi) cia Pinh 1y 5.1, ta ¢
w < V"h hu < Shu < hu < h*u véi h* ¢ UOS va h* > h.

Néu h € S va hihu > hu thi theo phan (i) cia Pinh 1y 5.2 va (vi) cia Pinh 1y 5.1, ta c¢6
w < hu < Shu < V™h hu < V™TLp*y véi h* € UOS va h* > h.

Truong hop w £ hu duoe chirng minh tuong tu.

Khéng dinh nay dugc suy ra truc tiép tir phan (i) cia Dinh 1y 5.2. Vay hé qué da hoan toan
dugc chirng minh. [

6. KET LUAN

Trong bai bdo nay, mot he tién dé cho dai s6 gia tr khong thuan nhat phit hop véi ngtr nghia

clia Not so dugce dua ra va nghién ctu. Céc két qud da chi ra tinh hop 1§ vé mat ngtt nghia khi biéu
dién cic gid tri ngén ngit bang cdc phan tir trong ciu tric dai s6 nay cling nhu tinh x4c déng cia
hé tién dé da dwoc duwa ra. C6 thé thay ring, dai s6 da duroc xay dung cho phép biéu dién nhiéu
hon céc gid tri va biéu dién da dang cdc méi quan hé gitta chiing. Con nhiéu tinh chat khéc trong
cau tric nay can dugc tiép tuc nghién ctru. Va ciing nhu dai s6 gia t& min hod, theo chiing t6i, dai
s6 gia tr khéng thuin nhat ¢é thé 15 mét cau tric co s& cla logic me va lap ludn xap xdi.
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