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LAM DAY DU DAI SO GIA TU TREN CO SO BO SUNG
CAC PHAN TU GIO1 HAN

NQUYEN CAT HO!, NGUYEN VAN LONG?

YVién Cong nghé thong tin
2Pai hoc Giao théong Vian tai Ha Noi

Abstract. The notion of quantifying semantic mappings of hedge algebras was introduced and
investigated in [1, 8, 9] based on fuzziness measure of linguistic hedges and vague concepts (or terms),
which are interpreted as their parameters. The construction of these mappings has suggested us be
necessary to complete foundation to study fuzziness measure and quantifying sementic mappings
more strictly. In the paper, we shall introduce additional operations ¢ and ¢ into refined elements
o(x) and ¢(x) a semantics saying that the former is the least upper bound and the latter is the
greatest lower bound of the set LH(z) in the have been completed algebras. In order to realize
this, additional axioms related to the new operations ¢ and ¢ will be introduced and their several
fundamental properties will be established.

Tém tit. Trong [1,8,9] cac tic gid da dua ra phuong phip xay dung ham dinh lwong dai s6 gia tir
(PSGT) trén co sd dinh nghia cdc tham sd do do tinh m& cla gia tir va cdc khdi niém md. Viée xay
dung céc khéi niém nay da goi ¥ cho chiing téi cin nghién ciru viéc bé sung cdc phan tir “giGi han”
vao DSGT véi hy vong rang sé lam cho cdc khéi niém nay cé co s& todn hoc chit ché hon. Trong
bai bdo nay, ching toi dira thém hai todn tir ¢, ¢ vao dai s6 gia tr mé rong ciia mot bién ngoén ngir
v6i dinh § gén cho o(x), ¢(x) ngt nghia twong mg véi can trén ding va can duéi ding cia tap
LH(x) nham bo sung cdc phan tit giéi han va lam day di mién gis tri cda bién ngon ngir dé. Mot
hé tién dé cho o, ¢ duoc xdy dung va cdc tinh chat co bdn cda dai s8 sau khi bé sung hai todn ti
o, ¢ cing duoc khdo sdt va chirng minh.

1. MO PAU VA CAC KHAI NIEM

Xét dai 50 gia tr m& rong AX = (X, G, LH, <) trong d6 X la tap co s&, G 1a tap céc
phan tir sinh, LH 14 dan phan phdi cdc gia ti sinh tw do tir H qua cdc phép toan A, V va <
la quan hé thit tw bé phan trén X.

Ta biét rang LH(x) 13 tap tat ci cdc phan tir sinh dwoc tir z nho tdc dong lién tiép cac
toan tir mot ngoi trong LH. Nhin chung ta chwa biét ¢é ton tai can trén ding va can dudi
ding cia tap LH(z) hay khong, dic biét néu tap LH (z) 14 vo han thi chic chan ching khéng
ton tai trong X. Nhuw vay xuat hién mot nhu cau tw nhién giai bai todn lam day dui dai s6 gia
tir AX dé thu dwoc dai s6 AX = (X, G, LH,0,¢,<) sao cho v&4i moéi phan tir trong z € X,
tap LH(x) c¢6 can trén ding va can dwdi dung trong X.

Tuy nhién dong co thiic day viéc bé sung céc phan tit giégi han nhwr vay xuat phét tir yéu
cau nghién ctru nglr nghia dinh lwrong cia cac khai niém ngoén nglr hay cdc khai niém mo.

Gid st AX 13 mot dai s6 gia tir m& rong tuyen tinh. Khi dé mot anh xa f: X — [0, 1]
thod man cdc diéu kién da néu trong [9] goi 14 mot d4nh xa nglr nghia dinh lwong cia AX,
hay ctia bién ngoén ngit twong tng. Nho dnh xa nay ching ta ¢é thé dinh nghia dwoc khai
niém rat khé xdc dinh va khé lwong héa trong 1y thuyét tap mo: Tinh mo cia mot khai niém
x ¢ X dwoc x4c dinh bdi dwong kinh cia tap dnh f(LH(z)) va ky hiéu la u(z). Deé thdy
su can thiét phai bo sung phan tir can trén ding va can duwéi ding ta hay xét chang han hai
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phan tir sinh nguyén thuy cia mot bién ngon ngtr. Trong [9] ta phai budc chap nhan gia thiét
rang: u(c™) + p(ct) =1, véi ¥ nghia truc quan dwoc ngam dinh nhung chwra chirng minh 14
supremum f(LH(c™)) = infimum f(LH(cT)) = p(c™). Gia thiét nay ciing bat nguon tir mot
truc cam la tap f(LH(c ))U f(LH(c")) tru mat trong doan [0,1] ([8, 9]).

Ciing giong cich tiép can gidi quyét van dé nay trong [2, 4], ta s& bo sung phan tir vio
X bang cdch nhing AX vao daisé AX = (X, G, LH,0,¢,<) véi viec thém hai todn tit mot
ngoi o,¢ ma nglr nghia dinh ¥ cia né la o(x) la can trén ding cia tap LH(z) va ¢(x) la
can dudi ding cua tap LH(x).

Trong bai bdo nay ching téi sé dwa ra mot hé tién de dé dam bao dwoc ngit nghia mong
muoén cda hai todn tit o,¢ va nghién citu nhirng tinh chit co ban lam 16 cdc moi quan hé
thit tu gitta cdc phan tir trong tap X. Day la van dé quan trong vi ta nhé lai rang theo cach
tiép can cia dai s6 gia tir, nglt nghia cia cac khai niém cia mot bién ngon ngir dwoc bicu thi
qua quan hé thit tu cia cdc phan tit.

Gid st H la tap cdc gia tit dwoc phan hoach thanh hai tap HT va H—, va cdc tap
H" +1 va H~ +1 tao thanh cdc dan modular véi cdc phan tir don vi, hay phan tir 16n
nhat, twong tng 13 V,L va toan titr “khong”, hay phan tir nhé nhat, dwoc chon 1a toan ti
dong nhdt I thod man Iz =wx, véimoi zc X. Pat UOS={V,L}.

bé don gidn héa viéc phat biéu mot s6 tinh chat hay trong trinh bay ta sit dung ky hiéu
He¢ d¢ hieu chung hodc 1d H' hoacla H~.

DPé dé tham chiéu, ching ta nhé lai mot s6 ky hiéu va khéi niem. Gid st rang H° la
dan modular cé doé dai hitu han dwoc phan bac bdi ham dé cao. Khi dé moéi H® c6 thé phan
thanh nhiéu 16p dwra theo ham do cao va ky hiéu la HE, & day i chido phan bac cia lép HE.
Ta thdy rang cé nhirng chi s6 ma s6 phan ti cia lé6p Hf 16n hon 1, nghia la CardHf > 1.
Ky hiéu tap céc chi s6 ¢ nay la SI¢, tic la SI¢ = {i : CardH¢ > 1}. Hon nira véi moi
i€ SI°, cactap HE.,,Hf | chicé moét phan tir duy nhat, hay CardHf, | = CardH{ | = 1.

Goi LH{ 1a dan phan phdéi sinh tw do tiv  Hf nhd cde todn tir A, v. Ky hieu LH® =
NC
U LHE, trong d6 N©¢ la do cao cia dan LH¢ c={+,-}.
i=1

bat LH=LH"ULH .

Ta biét rang céc toan tir don vi V,L cida HT + 1, H- + I cing la cdc toan tir don vi
twong ing trong LH™ +1, LH™ +1.

Xét cau tric dai s6 AX = (X,G, LH, <) tng véi mot mién tri ngoén nglr cia bién ngon
ngir. Trong cau tric nay ching ta ¢é thé bicu thi nhiéu tinh chat ngit nghia ciia mién ngén
ngtt. V6i h k€ LH®, tandi h cé tic dong ngir nghia yéu hon k va ky hiéula A <k néu
x < hx < kr hoic x> hx>kr, Yorc X. Haigiat®d h vd k dwoc goi ld ngwoc nhau néu:
hx < x khiva chi khi kx> 2. Hai gia ti¥ A,k 13 twong thich néu: hx <z khi va chi khi
kx <z véimoi x ¢ X. Néu z < hx kéo theo hx < khx va x> hx kéo theo hx > khx
véimoi x < X thl k dwoc goi la positive doi véi h. Néu x < hax kéo theo hx > khx va
x > hx kéo theo hx < khx véimoi x <€ X thl k dwoc goi 1A negative doi véi h. Dol véi
h, ke H, tanéirang: hx << kx néu ¥Ym, ne N, Yi/, k' c UOS ta cé: V"h'ha < V"E k.
Vi du, ta c6 thé kiém chitrng trong ngoén ngir tuw nhién dé thay rang gia tit “gan” trong “gan
ding” ¢6 hiéu qua tdc dong yéu hon gia tir “ {t” trong “it ding”. Gia tir “it” va “gin” c6b
hiéu qua tac dong luén ludn nguoc véi gia tir “rat”, nhung gia tit “it” va “gan” lai twong
thich véi nhau. Con gia tir “rat” 1a positive doi véi “it” va doi véi chinh né, nhung negative
doi véi “gan”.

Biéu thitc hy...hiu duwoc goi la biéu dién chuan tac cia x d6i véi w néu z = hy...hu
va, h;...hiu 7£ hifl...hlvq Vi € N7 ma ¢ <n.
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Trong [7, 10] da phat trién mot hé tien de va nghién citu cic tinh chat phong phu cia
dai s6 gia tt AX = (X,G, LH, <). D& thuan tién ching ta nhic lai mot s6 tinh chat s& tham
khdo dén sau nay.

Meénh deé 1.1.
(i) Yh € LH, ton tai cdc todn tt don vi h~ wa k' sao cho h™ la negative va h' la
possitive d6i véi h sao cho moi hy, ... h,c LH, x ¢ X, ta c6 cdc bdt dang thitc sau day:
V*h“hx < h,,...hihx < V”/”ﬁh:)c7 néu hzx > x

V*hThz < h,...hihx < V*h~hx, néuhr <x

(ii) DOt véi moi h € LH®, céton tagi o< UOS sao cho véimoi hy,...,h, € LH vd moi
xe X, taco

hy...hihx < V%x (hodc hy,...hihz > V"ozx)

Ménh dé 1.2.
(i) Tinh chdl tinh ti€n: Déi véi moi x € X, néu hx < kx wva h, k thudc vao cing mot
tap LH{, thi véimoi §c LH*, tla cé bat dang thitc sau:
Shx < ékx,

va moi phan t w € LH(hx), véi u £ Shx, déu khong sinh dugc véi &'kx, va mot phan tw
v € LH(kx), vdi v# d'kx déu khong sianh dugc vdi Sha.

(i) Dot v6i moi x € X, néu hx < kx vi h, k thudc vio hai tdp LH{ wa LHS khdc
nhau, thi véi moi §, & ¢ LH*, ta c¢é bdt dang thitc sau:
Shx < §'kx.

(iii) Pac biét néu mot trong hai gia tb h va k la todn bt dong nhdt 1 thi ta cé

Shx <z, wvdi k=1 (dodd LH(kz)<uz),
v x < 8kx, véi h=1 (vido dé LH(kx)> x).
Ménh dé 1.3.
Gid st x € X, h, k thuéc vio cung mot tap LHE. Khi do:

(i) (Prop. 3.2, [1]) Véimoi 6 € LH*, Sha la @iém bdt dong khi va chi khi Skx la di€m
bdt dong.

(il) Nhw la mot hé qud cia Ménh dé 3.2 va 3.4 trong [7], hai tap LH(hu) va LH (ku)
lo dang cdu trong pham tru cdc tap sap thit tw moét phan véi dnh za dang cdu f : Shu —
Sku, § € LH*.

2. TIEN PE HOA PAI SO GIA TU MO RONG, DAY PU

Xét mot cau tric daisé AX = (X, G, LH,, <) nhu dadé cap & trén v6i LH, = LHU{¢, 0},
nghia la tap céc toan tir dwoc bo xung thém hai todn tir méi ¢ va o. Nhuw da trinh bay &
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trén, ta ky hieu UOS = {V, L} 1a tap cic todn tir don vi twong ting cia LHT va LH—. bé
cho dé hiéu, cdc phan tir trong UOS dwoc ky hiéu 1d o hay o véi chiso (néu can). Vi
G 1a tap céc phan tir sinh (generators) nén ta ¢6 LH.(G) = X. Ky hiéu Lim(X) la tap tat
ca cdc phan tir “giéi han” cla LH(G), nghia la Lim(X) = X\LH(G). Sau nay ta sé ching
t6 rang cdc phan tir trong Lim(X) c¢6 dang ¢u hoic ou véi uwc LH(G).

Bay gio ta seé dwa ra mot cich tién dé héa dai s6 gia tir mé rong day du (complete hedge
algebra).
Pinh nghia 2.1. Cdu tric dai s6 AX = (X,G,LH,, <) duogc goi la dai s6 gia tir md rong
day di néu (LH(G),G,LH,<) la dai s gia tir va AX thod man nhirng tién deé sau:

(L1) Déi véi o c X vamoi hc LH, ¢x < hx < ox.

(L2) B6i véi moi € X va moi o€ UOS,
ox < gpox va cox < ox.

Hon ntra, véimoi k, ¥, W,he LH ta cd kox < Egox va hoox < hox

(L3) Néu véi moi 2’ € LH(x), ta ¢ o' <z, thi ox < 2, véi z € X. Nguoc lai néu véi
moi ' € LH(x), ta c6 o’ >z, thi ¢x > 2, véi 2 € X.

(L4) Néu h la phan tir atom trong H° (tikc la phan tir nhé nhat trong dan  H€), thi

hx < x kéo theo chx ==

va hx > x kéo theo ohx = x.

(L5) DGl véimoi hk mad ke LHE, ke LHY., néu ¢z, ox € Lim(X), hay oz, oz ¢
LH(G), thi

hx < kx kéo theo ohx = ¢kzx,

va hx > kx kéo theo ¢hx = okx.

DPé dé theo ddi, ching ta néu lén mot s6 cach hieu truwe gidc cia mot s6 tién de tren.

Tién de (L1) theo mot nghia nao dé thé hién rang o, ¢ c6 hiéu qua tdc dong manh hon
bat k¥ toan tit ndo khéac trong LH.

Vi ¢x < ox vd ox < ox, nén tién dé (L1.2) phan 4nh tinh ké thira nglr nghia cia hai toan
tr méi o va ¢.

Tién dé (L3) cho ta mot cdm nhan nhw sau: Theo tién dé (I.1) ox da la can trén cia
LH(z), két hop tien dé (L3) véi (L2) cho ta cdm nhan oz 13 can trén bé nhdt cia LH(x).

Hai tiéen de (L4) va (L5) thé hién mot truc cdm vé mot tinh chat topé quan trong la
tap LH(G) phai tri mat trong mién gia tri ngon ngt X, vi chang han néu trong (L5)
ta thay ding thitc bang ohax < ¢kx ma theo ngit nghia mong mudn diu néy ¢6 nghia
a = supremumLH(hac) < ifnimumLH(kz) =b va do d6 gitta « va b sé khong ¢é mot khai
niém ngon nglt ndo nam gitta. Ve truc quan dién nay khong thé chap nhan.

3. CAC TINH CHAT CO BAN

Pinh ly 3.1. Gid s AX = (X,G,LH® <) la dai s0 gia b md rong ddy du. Khi d6 véi
mot x € X, ta cé:
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(i) ox < zx<ox

(i) oz = supremumLH (z); ¢x = infimumLH (z)

biéu nay c6 nghia 1a véi moi « € X, tap LH(x) ¢ can trén ding va can dwéi ding trong
X va ching twong ttng chinh 1a hai phan t&t oz va éx.
Ching minh.

(i) Do h bat ky nén trong tién de (L1) ta c6 thé chon h sao cho z < hx. Khi dé,
x < hx <ox vadodé x< oz Bang lap luan twong tu ta cing ¢6 oz < z.

(ii) Trwéde hét ta chitng minh bat ding thite LH (x) < oz, nghia la véi bat ky y € LH(x),
ta c6 y < ox.

That vay, trong treong hop y =, theo két luan (i) vira chimg minh ta ¢ y = x < ow.

Trong truomg hop vy # x, nghia la y = Shx, ta xét hai kha nang sau:
Truong hop 1: hx < z. Khi dé theo Ménh dé 1.2(iii), ta luon c¢6 LH(hx) < z, va do d6 két
hop véi ménh deé (i) & trén, ta thu dwoc y < < ox, véi moi y € LH(hx).
Truong hop 2: hx > x. Gid st y dwoc viét lai duéi dang y = hy,...h ha. Theo Ménh dé 1.1(i)
ta c6 y = hy...hihx < VA2, Mat khic 4p dung tien de (L2) véi o= h', ta cdé ox>ohtx
va 4p dung lién tiép = lan tien de (L.2) doi v6i phan tir & vé phdi cda bat dang thite thu
duoc véi o =V, ta thu duoc:

chtx>cVhTze>.. >cV'h e

Do dé theo khang dinh (i) da chimg minh ta suy ra oz > V"hte >y, Yy € LH(hx). Nhu
vay ta da chirng minh dwoc rang: LH(x) < ox. Theo tién de (L3) véi z > LH(z) thi z > oz
nén (ii) da duwoc chitng minh cho todn ti o.

Piang thirc ddi véi ¢ trong (ii) duwoc chirng minh hoan toan twong tur. m

Dinh Iy 3.2.

(i) Néu x la @ié¢m bat déng cia h c LH thi né cing la diém bat dong cia o va ¢ va
do @0 ta c6 thé si dung thudt ngit diém bdt dong chung ma khong cin néi cia todn ti nao.

(ii) Voi moi xc Lim(X), x la diém bat dong.
Ching minh.

(i) Do z la diém bat dong cia h ¢ LH nén né ciing la diém bat dong ciia moi k ¢ LH.
Vi vay LH(z) = {z} va do d6, theo Dinh ly 3.1, ta ¢6 ¢z = infimumLH(zx) = & va
ox = supremumLH (z) = x, nghia la (i) cia Pinh Iy 3.2 dwoc chitng minh.

(i) Truée hét ta xét truomg hop z € Lim(X) va c6 dang x = ou hodc x = ¢u véi
w € LH(G). Vitrwong hop z = ¢u dwoc chitng minh twong tw nén ta chi chitng minh cho
truomg hop @ = ow. Chon h € LH sao cho x> hx = hou. Ap dung tién dé (L2) doéi véi h
va k', véi B duoc chon sao cho hoou > oou, ta thu duwoc x > hou > hoou > cou.

Mét khéc, cing theo Tién dé (1.2) v6i « =ou va o=V, ta cé oou > oVou va ap
dung lién tiép (L2) déi véi phan tik trong vé phai cia bat dang thire vira thu duoc cling véi
o=V, ta thu dwoc:

cou>coVou>..>cV"%u, Ync N va VYoc UOS.
L&y phan tir bat kY y = hp...hiu € LH(u), y sé thod man bat dang thitc sau:

Y= hpm.. . hiu < melhfu.
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Két hop véi cdc két qua thu dwoc & trén, ta thily y < oou < hou <z, Yy € LH(u). Theo
(L3), dieu nay chimg té x = ou < hou < x. VAy hx =, hay z la diém bat dong.

Ta xét treomg hop con lai. Vi z € LimX, x phai ¢6é dang = = ky,..kja véi a € G
(Vi LH®(G) = X), trong dé ¢6 it nhat ¢6 mot k; € {o, ¢}. Goi j Ia chi s6 nhd nhat sao
cho kj; € {0, ¢}. Bé dinh ¥ cho chirng minh ta gid st k; = ¢. Theo chitng minh trén thi
dkj 1.k = pu, & ddy w = k;_i..ka, 1a diém bat dong, va do dé, theo ménh de (i) cia
dinh 1y, ta c6 thé suy ra a = ky,...k;j16u ciing la diém bat dong va = = ¢u.

Nhw vay ta da chirng minh dwoc rang Va € LimX déu la diém bat dong va cé dang ou
hoac ¢u. ]

Pinh ly 3.3. Pdi véi moi y € LH(x), z € X, ta cd:
oy <ox va ¢y> ox.

Ching minh.

Xét phan tir bat ky y € LH(z). Khidé y biéu dién dwoc duéi dang y = éz, trong dé 4§
la mot day céc toan tir trong LH. Lay mot phan tir bat ky o € LH(y), tic la o € LH(5xz).
Khi d6 ¢ ¢6 dang 3y = &6z, nghia la ¢ € LH(x). Diéu nay ching t6 LH(y) C LH(x), do
dé ta co:

supremumLH (y) < supremumLH (z),
infimumLH(y) > infimumLH (z).
Theo DPinh 1y 1.1, ta ¢é két luan oy < ox va ¢y > ou. n

Pinh 1y 3.4. Gid sit x, y ¢6 bi€u dién dwdi dang x = Shu, y = vku, v6i v X, 8, v ¢ LH*
(tdp cdc xdu gia ) va h € LHE, k€ LHS, voi i< j. Khi d6

hu < ku kéo theo ox < o¢y.

Ching minh.
Gid st h € LH, k€ LHS, v6i i < j. Theo Ménh dé 1.2, tir bit dang thitc hu < ku, ta
suy ra:

§ hu <~ ku, véi moi xau s~ e LH* (3.1)

Hay xét hai gid tri «/ va o bat ky, «' € LH(z), v € LH(y). Vay chiing phai ¢6 dang
x' = §'Shu, y = +'vku. Theo bat dang thitc (3-1) ta ¢ ' < ¢/, v6i Vo' € LH(z), do dé
ox <y, Yy € LH(y). Ttr day, theo Pinh Iy 2.1, ta lai suy ra ox < infimumLH(y) = ¢y. Vay
ox < ¢y. Pay la diéu can phai ching minh. n

Pinh 1y 3.5. Néu tdp LH(x), véi = c X, la httu han thi ox, ¢x € LH(x).
Ching minh.

Gia st ~hf7 h{ tuong ing la todn tir don vi ¢ tinh chat positive, negative doi véi h. Ta
biét rang moi phan tir 2z € LH(x) déu cé mot bieu dién chuan tac duy nhdt dsi véi z, nghia
& 2= hphpfl...hla?7 thOé man hihifl...hlx 7£ hifl...h1x7 véi HlOl 21 < 7 < p. Do LH(Q?) htru
han nén cic biéu dién chuan tic cia cidc phan tir trong LH(z) cling hitu han va do dé ton
tai mot phan tir 2’ ¢é biu dién chuan tac 1a 2/ = hy...hiz, véichisd p' 1 1én nhat.

Ta s& chirng minh rang véi moi z € LH(x), ta cé:
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{ VPR bz <2< VP hihix véi o> w 52)

VP hihie < 2 < VP hTha véi he <z

Xét phan tir bit ky 2 € LH(z). Gia st bicu dién chuin tac cda 2 cé dang 2 = hy...hz.
Theo (i), Ménh dé 1.1, va do p <p', nén ta cé

VPR e < VPh hx < z = hy..hix < VPh) hye < VP b hyx, néu hix >z,

VP h e < VPR hxe < 2 = hy..hix < VPR hye < VP b hye, néu hyx < .

Day chinh la cdc bat ding thitc trong (3.2) va ching chiing t6 rang:

SupremumLH (z) = V' hihyz,

InfimumLH(x) = Vp/hfhlzm néu hjx>x

hoac la
SupremumLH (x) = Vp/hfhlzm
InfimumLH (x) = Vp/hfhlzm néu hzx < .
Theo Dinh 1y 2.1 ta c6 khang dinh oz, ¢z ¢ LH(z). m

Dinh 1y 3.6. Voi mot x € X wa mot h, k€ LHf ma ochx ¢ LH(hx) va okx ¢ LH(kx),
ta c6 dang thic:

chx = okx;
Mot phdt bi¢u twong te d6i véi todn té ¢ ciing ding va ta co:
ohx = ¢pkax.

Chitng minh. Ta chitng minh dinh 1y cho tirng treomg hop.

a) Truomg hop x < hx : VI h, k € LH?, nén theo tinh twong thich cia h, k, ta ¢
x<hr vi x<kx. VI h#£k nén i< SI° v theo tinh chat dan da néu & phan mé dau,
LH¢ , chi cé mot phan tik duy nhat va dwoc ki hiéu 1a 1. Khi dé v6i moi k, h € LHE, ta c6
k<l h<l vavivay hx <lz, kx < lz. Theo tién dé (L4) ta ¢ chx = ¢lx va ckx = plx.
Tu dé ta thu dwoc ohx = oka.

b) Truomg hop a > hax: Do LH{ c¢6 it nhat 2 phan t&, h # k, nén LHZ | chicé duy
nhat mot phan ti, ki hieu 1a 1, vd [ <k, [<h VI x> hzx, vado d6 x> kx, nén lx > ka
va lx > hx. Theo Tién dé (I4) ta phéi ¢cé6 okx = ¢lx va ohx = ¢lx. Vay, okx = oha.

Nhu vay ta da chitng minh dinh 1y ding déi véi toan tit o. Trudmg hop ddi véi toan tik
¢ sé dugc ching minh twong tuw va do dé dinh 1y duwoc hoan toan chirng minh. m

Pinh ly 3.7. Gid st = = yhu, v6i w e X, h € LH® wva zdv ~v € LH*. Khi d0 ta co cdc
khang dinh sau:

hu > u kéo theo o¢x>wu, va

hu<wu kéo theo ox <.
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Chitng minh. Ta cing chimg minh dinh 1y theo truomg hop.

a) Truomg hop hu > w: Theo tinh chit cia dai s6 gia tir néu trong Ménh deé 1.2, ta cé
LH(hu) > w. Vi vay, véi moi xau + € LH*, v'hvw € LH(hv) va do dé ~'hu > w.

Xét gid tri bat ky ' € LH(vhu). Khi dé ' c6 dang a' = Syhu, nén z’' > u. Diéu nay
ching t& infimumLH (vhu) > uw hay éx > u, theo Pinh 1y 3.1.

b) Truomg hop hu < w: Xét gid tri bat ky 2’ € LH(x) = LH(yhu). Khi dé 2’ cé dang
x' = dvhu. Vay nén, theo Ménh de 1.2, 2/ < wu, Vo' ¢ LH(x). Diéu ndy cho ta khang dinh
supremumLH (x) < u, hay ox < u. Pay la diéu cin ching minh. m

Pinh 1y 3.8. (Tinh chat “tinh tién” véi su ¢ mit cia o va ¢). Gid st h, k€ LH; wva
x = Shu, y = oku. Khi d6 bat dang thitc hu < ku kéo theo ox < oy wva ¢x < ¢y.
Ching minh.

Vi hu < ku, theo Ménh dé 1.2(i), ta cé &'hu < §'ku, véimoi xau gia tir 6. Xét 2 € LH(x)
bat k¥, z cé dang biéu dién z = vdhu  va theo trén ta suy ra z = ydhu < vdku € LH(y).
Theo Pinh 1y 3.1 ta c6 2 <oy, Vz < LH(x). Do dé, tir Tien dé (L3), ta thu dwoc ox < oy.

Mot cach déi ngau ta cé thé chirng minh dwoc rang ¢z < ¢. n

B& dé 3.1. Véimoi xc LH(G),

ox = supremum{V"ox . 0 € UOS, ox >z, n=1,2,...} va
oz = infimum{V"ox: 0 € UOS, ox <z, n=1,2,...},

Luw i rang V  la positive @61 v61 cd hai todn tt don vi trong UOS.

Chitng minh. C6 thé thay bo de dé dang suy ra tir Ménh de 1.1(i) va Dinh ly 3.1. n

BS dé 3.2. (Nid s hy, k€ LHi, @ — dhiu vi y— dku. Khi @6, LH(z) i hizu han khi
va chi khi LH(y) la httw han. Hay mot cach twong duong, ox ¢ LH(x) khi va chi khi
oy ¢ LH(y).

Chitng minh. B8 dé la hé qua cia truc ti€p cia Meénh de 1.3. n

B& dé 3.3. Gid st hy, ke LH; va x=0hiu, y=0ku vd hyu < ku. Khi @6 néu ox + oy,
thi ton tai z € LH(hyu) sao cho ox < z. Hon nita ta cé thé tim dwoc z trong cdc phan ti
nhw vay sao cho hodac ocx = z, hoac ox = ¢z.

Chitng minh. Gia stt 6 = hyhy_1...he. C6 hai kha nang:

1) C6 ton tai j > 2 sao cho h; #V va gid st rang j 1a chi 86 1ém nhat trong cic chi
s6 nhu vay.

a) Xét truomg hop Vh;x(j) < hjz(f), trong d6 ta ky hiéu x(j) 1a khdc hau t6 do dai j
trong biéu dién cla x d6i v6i w, @ = hphy_1..hiu. VAy @ = VP Ihj. hju. VIV positive
véi chinh V, nén ta cé6 x = Va(p) < z(p) = hy1...hu. Gid st V € LH;". Khi d6 c6 ton tai
k< LH  vadodé Vx(p) < kx(p). Theo Tién de (L), ta cé oVa(p) = pkx(p). Vay 2z = kx(p)
thod man bo de.

b) Xét trwomg hop Vh;z(j) > hja(s). Khi dé, do V' positive véi chinh V, nén theo Bo
de 3.1 ta suy ra ox = oVh;x(j) = ohjz(j).

+ Gid st hy € LH; . Dovay h; <V vacétontai k; € LH}, vakhidd hja(j) < kjz(j).
Theo Tién dé (L5), ohz(j) = ¢k;x(j) = ox. VAay c6 thé chon z = k;z(j).
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+ Gid st h; € LH; . Néu h; = L, thi do V 1a positive d6i v6i h;, ta suy ra
z(7) < hjz(j) < Vhx(j), vacing theo Bé de 3.1, ox = ohjz(j). Ta xét dén h;_ ;.

Néu hj =L nega,tive d61 véi hi*h thi hjflx(j — 1) < hjhjflx(j — 1) < x(] — 1) Khi
dé luon ton tai k; € LHS | (lwu ¥ rang véi i —1 =0, LHY = {I} va ¢lz(j — 1) =
x(j — 1)) v ta 6 hj_1zg;_1) < kj_12(j — 1). Két hop BS deé 3.1 vé6i Tien dé (L5), ta suy ra
ohj1x(j —1) =oLhj q12(j — 1) = ox = dkj_12(j — 1).

Néu h; = L la positive d6i v&i hj_y, thi z(j—1) < hj_12(j—1) < Lhj_12(j—1). Vi L la
negative doi v6i L, nén h;_; # L va khi dé luon ton tai k;_y € LH;, . Vay hj_j2(j — 1) <
kj_1x(j—1) vatwong tw nhu trén ta cé6 oh; 12(j — 1) = oLhj 12(j — 1) = ox = dk;_12(j — 1).

Bay gio ta can chimg minh cho truwomg hop h; # L. Ro rang 1a h; # I, do d6 trong
moi truwdmg hop luon luén ton tai k; thude 1ép phan bac ké can cia LH, | sao cho
hix(j) < kjx(j). VI Vha(j) > hjz(j) nén suy luan twong tu nhw trén ta thu duwoc ox = ok;ja(j).

2) Xét trwong hop nguoc lai, titc 1a h; =V v6i moi chi s j > 2 va x = VPl
Néu Vhyu > hyu, thitheo B8 dé 3.1, ox = chiu. Theo B6 dé 3.2, néu LH(hiu) la vo han
thl LH(ku) cing vay, va do dé6 chiu = cku = oVP 'ku = oy, mau thuan véi gid thiet. Vay
LH(hyu) la hitu han va do dé theo Bo dé 3.1, ¢6 ton tai mot n sao cho chiu = V"ohyu,
titc 1a ¢6 thé chon z = V"oh;u.

Néu Vhiu< hu tht o= VP hiu = Va(p) < x(p). Lap luan twong tu nhu truong hop
a) & trén, ta thu dugc oVax(p) = dkx(p).

Nhur vay, Bé de dwoc hoan toan chirng minh. m

Pinh 1y 3.9. Gid sit h, k€ LH; vi x =6hw, y=3Jdkw vi hw < kw. Khi 46 néu ox + Sy,
thi vo1 moi v € LH(kw), md v # oy, ta c6 v wva ox khong sanh dwoc, vd véi mot
w € LH(hw), ma u< ox, ta c0 uw va oy cung khong sdnh duoc.

Mot phét biéu twong tuw cho todn tir ¢ ciing ding, nghia la néu ¢a # ¢y, thi véi moi
v € LH(kw), ma v # ¢y, ta cdé v va ¢z khong sanh duoc, va véi moi w € LH(hw), ma
u< oz, tacd v va ¢y cing khong sdnh dwoc.

Ching minh.

Theo Pinh 1y 3.8, ta ¢6 ox < oy. Lay mot phan tik bat ky v € LH(kw), mi v # oy, v sé
c6 dang v = §'kw. Ta gia st phan chitng 1a oz va v la sdnh duwoc. Khi d6 cé ba kha nang.

Mot 14 ox > v. Theo Bo dé 3.3, ¢6 ton tai z ¢ LH(hw) sao cho z>ox vadodd z> w.
Néu z < dhw thi ox < 2z < dkw = v vi ta gip mau thuan. Vay z £ 6'hw. Nhung theo
Meénh dé 1.2(i), ta ¢6 &'hw < §'kw va mot phan tir 2 nhu trén sé khong sanh dwoc véi v,
Ta gap mau thuan. Nhw vay kha ning oz > v khong thé xdy ra.

Haila ox <wv. Trudong hop 1. 3z € LH(y), v < 2. Gid st z = ¢'6kw. Theo Ménh dé 1.2(i)
ta cé &'6hw < &'0kw v v khong sanh dwoc véi z. Diéu nay mau thuan véi §dhw < oz < v.
Truomg hop 2 Vz € LH(y), 2 < v. Theo (L3), oy < v, mau thuan véi gia thiét doi véi
v. Treomg hop 3: 3z = §'dkw € LH(y), = va v khong sanh duwgc. Theo Ménh de 1.2 (i),
8'hw < §'Skw va v khong sanh dwoc véi ' dhw, mau thuan véi &' 6hw < ox < v.

Nhw vay ca hai kha ning trén déu dan den mau thuan, do d6 ox vd v khong sdnh
dwoc véi nhau.

Bay gio ta ching minh cho truomg hop w € LH(hw), ma u < ox. Khi A6 u < §'5hw,
véi phan tir bat ky 6'dhw € LH(x). Theo Ménh dé 1.2(i) ta ¢ &'0hw < §'dkw va w khong
sanh dwoc véi §'dkw. Vivay w # oy > &' dkw.

Gia st phan ching 13 u < oy. Xét z € LH(hw) ma ox <z Néu u <z, véimoi z nhu
vay, thi theo B dé 3.3, c6 ton tai 2’ sao cho u < ¢z’ = ox. Ta gap mau thuan véi gia thiét
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déi véi w. Do vay c6 ton tai mot z = yhw € LH(hw) sao cho u £ 2. Theo Ménh dé 1.2(i),
yhw < vkw va w khong sanh dugc véi vkw. Vi o, ¢ dwoc xéc dinh chi bdi quan hé thit tu
nén dua trén Meénh dé 1.3(ii), tir ox < vyhw, ta suyra oy < ykw. Vay ta lai ¢6 u < ykw
va ta gap mau thuan.

[1]
2]

Pinh Iy hoan toan dugc chirng minh. m
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