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VŨ HOÀI CHU.O.NG, NGUYẼ̂N CÔNG DIÈ̂U
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Abstract. Discrepencies of quasi-random sequences depend on bases. The choice of a suitable
base has more experimental significance than theoretical. The main object of this paper is one-
dimensional sequences of two simple forms: van der Corput with base p and Richtmyer {n.α(p)},
where p is a prime number. Besides the case α(p) =

√
p is well-known, we tested following cases

α(p) = ln(p), α(p) = sin(p), α(p) = cos(p), α(p) = arctan(p) and α are irrational mathemati-
cal constants. We also introduced equidistant (k/N , midpoint, V ) point-sets and two pseudo-random
sequences R for comparison. Criteria for ranking is a mean discrepancy computed from 21 different
values N . Computational results show that modified forms generate numerical sequences with dis-
crepancy in the extreme: very small or very big depending on a choice of concrete base. The ranking
table lets us define priority using this sequences in certain quasi-Monte Carlo schemes.

Tóm tắt. Dô. phân kỳ cu’a các dãy tu.. a-ngẫu-nhiên phu. thuô.c vào co. số du.o.. c dùng dến. Viê.c cho.n
co. số th́ıch ho.. p là vấn dè̂ có ý ngh̃ıa thu.. c nghiê.m ho.n là lý thuyết. Dối tu.o.. ng kha’o sát ch́ınh
trong bài này là các dãy mô.t chiè̂u thuô.c hai da.ng do.n gia’n: van der Corput co. số p và Richtmyer
{n.α(p)}, trong dó p là số nguyên tố. Bên ca.nh α(p) =

√
p dã du.o.. c thù.a nhâ.n, chúng tôi thu.’ kiê’m

di.nh các da.ng ca’i biên α(p) = ln(p), α(p) = sin(p), α(p) = cos(p), α(p) = arctan(p) và α là
hằng số toán ho.c vô ty’. Mô.t số tâ.p diê’m cách dè̂u (k/N , trung diê’m, V ) và hai dãy gia’-ngẫu-nhiên
R du.o.. c du.a vào dê’ so sánh. Tiêu ch́ı xếp ha.ng là dô. phân kỳ trung b̀ınh t́ınh theo 21 giá tri. N khác
nhau. Kết qua’ t́ınh toán cho thấy các da.ng ca’i biên nói trên ta.o ra nhũ.ng dãy số có dô. phân kỳ o.’
hai thái cu.. c: rất nho’ và rất ló.n, tùy thuô.c vào co. số cu. thê’. Ba’ng xếp ha.ng cho phép xác di.nh thú.

tu.. u.u tiên su.’ du.ng cu’a các dãy trong mô.t số so. dồ tu.. a-Monte-Carlo.

1. MO
.’ DÀ̂U

Phu.o.ng pháp Monte Carlo có nhiè̂u u.u thế căn ba’n, do dó du.o.. c ú.ng du. ng ngày càng

rô. ng rãi. Tuy vâ.y phu.o.ng pháp này có mô. t vài diê’m bất lo.. i liên quan dến ba’n chất ngẫu

nhiên cu’a nó, mô. t là chı’ du.a ra du.o.. c u.́o.c lu.o.. ng sai số xác suất, hai là các kết qua’ mô pho’ng

thu.̀o.ng hô. i tu. khá châ.m.

Trong so. dồ Monte Carlo, t́ınh ngẫu nhiên cu’a các số hà̂u nhu. không có ý ngh̃ıa, mà quan

tro.ng nhất là su.. phân bố dè̂u cu’a chúng. Tù. dó na’y sinh ra ý tu.o.’ ng thay thế các số ngẫu

nhiên hoă. c gia’ -ngẫu-nhiên (pseudo-random) bà̆ng các dãy số hoàn toàn tất di.nh nhu.ng có

phân bố rất dè̂u. Phu.o.ng pháp tu.. a-Monte-Carlo (quasi-Monte Carlo, viết tắt là QMC) su.’

du. ng các các dãy tu.. a-ngẫu-nhiên (quasi-random) nhu. thế, nhò. dó có thê’ t̀ım du.o.. c các u.́o.c

lu.o.. ng sai số xác di.nh vó.i tốc dô. hô. i tu. ló.n. Có thê’ coi phu.o.ng pháp tu.. a-Monte-Carlo là
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phiên ba’n tất di.nh cu’a phu.o.ng pháp Monte Carlo.

Các dãy tu.. a-ngẫu-nhiên còn du.o.. c go. i là các dãy có dô. phân kỳ thấp (low-discrepancy

sequences) hoă. c câ.n-ngẫu-nhiên (sub-random). Các dãy khác nhau dã du.o.. c nhiè̂u tác gia’

nghiên cú.u theo các quan diê’m lý thuyết và ú.ng du.ng thu.. c tế. Hu.́o.ng thú. hai du.o.. c quan

tâm nhiè̂u ho.n, v̀ı viê.c dùng các co. số cu. thê’ nào dê’ da.t du.o.. c dô. phân kỳ thấp nhất là vấn

dè̂ có ý ngh̃ıa thu.. c nghiê.m ho.n là lý thuyết. L. Finschi ([2]) dã t́ınh toán cu. thê’ dô. phân kỳ

cu’a mô. t số dãy nhiè̂u chiè̂u nhu. Halton, Sobol, Faure. N. V. Hùng và B. V. Thanh ([9]) so

sánh các dãy tu.. a-ngẫu-nhiên V ([11]) vó.i các dãy ngẫu nhiên và gia’ -ngẫu-nhiên.

Trong bài báo này chúng tôi so sánh 95 dãy tu.. a-ngẫu-nhiên (thuô. c 7 nhóm khác nhau),

3 tâ. p diê’m cách dè̂u (k/N , trung diê’m, V ) và 2 dãy gia’ -ngẫu-nhiên R do máy t́ınh ta. o ra.

Dối tu.o.. ng kha’o sát ch́ınh là hai da.ng do.n gia’n: van der Corput vó.i co. số p và Richtmyer

{n.α(p)}, trong dó p là số nguyên tố. Thông thu.̀o.ng ngu.̀o.i ta dùng α(p) =
√
p. Chúng tôi thu.’

nghiê.m thêm các tru.̀o.ng ho.. p α(p) = ln(p), α(p) = sin(p), α(p) = cos(p), α(p) = arctan(p) và

α là hằng số toán ho.c vô ty’ . T́ınh dè̂u cu’a 100 dãy và tâ.p diê’m mô. t chiè̂u nói trên du.o.. c

kiê’m di.nh theo tiêu ch́ı quan tro.ng nhất là dô. phân kỳ (discrepancy) và du.o.. c xếp ha.ng theo

giá tri. trung b̀ınh t́ınh trên 21 dãy có dô. dài N khác nhau.

2. DÔ. PHÂN KỲ

Dô. phân kỳ là dă.c tru.ng phô’ biến nhất cu’a t́ınh dè̂u, du.o.. c nghiên cú.u tù. nhũ.ng năm

1930. Dúng ho.n dó là dô. do t́ınh không dè̂u cu’a phân bố, hay nói cách khác là dô. lê. ch so vó.i

phân bố dè̂u. Các khái niê.m, di.nh lý và cách t́ınh dô. phân kỳ du.o.. c tr̀ınh bày că. n kẽ trong

([2, 5 6, 8]). Du.́o.i dây chı’ là nhũ.ng di.nh ngh̃ıa co. ba’n nhất.

2.1. Các di.nh ngh̃ıa và di.nh lý

Dă.t I = [0, 1] là doa.n thă’ ng do.n vi. và Is = [0, 1]× ...× [0, 1] là siêu lâ. p phu.o.ng do.n vi. s

chiè̂u. Cho mô. t h̀ınh lâ. p phu.o.ng con J ⊂ Is vó.i mô. t dı’nh là gốc to.a dô. và mô. t dãy hũ.u ha.n

X = {xk, 0 6 k 6 N} cu’a N diê’m trong Is.

Di.nh ngh̃ıa 1. Dô. phân kỳ cu. c bô. (local discrepancy) là

DN(J,X) = |A(J,X)/N − Vs(J)|

trong dó A(J,X) là số diê’m xk ∈ J và Vs(J) là số do thê’ t́ıch (dô. do Lebesgue) cu’a J.

Di.nh ngh̃ıa 2. Dô. phân kỳ sao (star discrepancy) hay dô. phân kỳ gốc cu’a mô. t dãy

X = {xk, 0 6 k 6 N} du.o.. c di.nh ngh̃ıa bo.’ i hê. thú.c

D∗
N(X) = sup

J∈P
DN(J,X).

Có thê’ coi dô. phân kỳ sao D∗
N nhu. sai phân tuyê.t dối ló.n nhất giũ.a xác suất dè̂u liên tu. c

và xác suất dè̂u rò.i ra.c trên tất ca’ các h̀ınh lâ. p phu.o.ng con cu’a Is có chú.a gốc toa. dô. .

Giũ.a DN và D∗
N có các hê. thú.c:

D∗
N(X) 6 DN(X) 6 2s.D∗

N(X).

Nhu. vâ.y vó.i s cố di.nh, ca’ hai da. i lu.o.. ng này có cùng dô. ló.n. Trong tru.̀o.ng ho.. p mô. t chiè̂u

(s = 1), Niederreiter chú.ng minh du.o.. c rà̆ng

D∗
N > 1/2N, DN > 1/N
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và ca’ hai da.t du.o.. c cu.. c tiê’u khi xk = (2k − 1)/2N . Dây là trung diê’m cu’a các doa.n

[(k − 1)/N, k/N ], và du.o.. c go. i là tâ.p các trung diê’m hoă. c dãy trung diê’m. Chú ý rà̆ng tâ.p

này không pha’ i là N diê’m dà̂u tiên cu’a mô. t dãy vô ha.n, v̀ı chúng không còn giá tri. tu.o.ng

ú.ng vó.i các tâ. p diê’m (N + 1), (N + 2)... phà̂n tu.’ . Thông thu.̀o.ng các dãy du.o.. c coi là có dô.
phân kỳ thấp nếu D∗

N có dô. ló.n bâ.c O((logN)s/N). Số ha.ng logarit có thê’ bi. hút vào mô. t

luỹ thù.a nào dó cu’a N , dẫn dến câ.n O(1/N1−ε) vó.i mo. i ε > 0.

Di.nh lý 1. Dãy vô ha. n X = {xk, 0 6 k 6 N} phân bố dè̂u trong [0, 1)s nếu

limDN ({xk, 0 6 k 6 N}) = 0, N → ∞

hoă. c tu.o.ng du.o.ng nhu. thế

limD∗
N({xk, 0 6 k 6 N}) = 0, N → ∞.

2.2. Các u.́o.c lu.o.. ng vè̂ dô. phân kỳ và tốc dô. hô. i tu.

Dãy ngẫu nhiên thu.. c D
∗
N = O(

√
log logN

N
) (theo luâ. t logarit lă. p).

Dãy tu.. a ngẫu nhiên (dô. dài vô ha.n) D∗
N = O((logN)s/N).

Tâ.p diê’m tu.. a ngẫu nhiên (dô. dài hũ.u ha.n) D∗
N = O((logN)s−1/N).

Năm 1954 nhà toán ho.c K. F. Roth dã xác di.nh du.o.. c câ. n du.́o.i cho N diê’m trong không

gian s chiè̂u

D∗
N > O((logN)(s−1)/2/N).

Trong báo cáo nghiên cú.u thu.. c nghiê.m dô. phân kỳ cu’a các dãy tu.. a-ngẫu-nhiên nhiè̂u

chiè̂u ([3]) L. Finschi nhâ.n xét rằng dối vó.i mỗi dãy có dô. phân kỳ thấp x1, x2, ... trong không

gian s chiè̂u, tồn ta. i hà̆ng số Cs sao cho

D∗
N(x1, ..., xN) 6 Cs.(lnN)s/N +O((lnN)s−1/N)

và dã t́ınh du.o.. c các giá tri. Cs dối vó.i mô. t số dãy vó.i các chiè̂u khác nhau.

2.3. Dô. phân kỳ trong tru.̀o.ng ho.. p mô. t chiè̂u

Trong tru.̀o.ng ho.. p mô. t chiè̂u, dô. phân kỳ cu’a dãy số x0, x1, ..., xN−1 du.o.. c di.nh ngh̃ıa nhu.

sau

D(x0, x1, ..., xN−1) = D = sup
06x61

|SN(x)/N − x|,

trong dó SN(x) là số diê’m thuô. c khoa’ng [0, x).
Nếu xi dã du.o.. c sắp x1 6 x2 6 ... 6 xN th̀ı hê. thú.c trên dây du.o.. c rút go.n thành công

thú.c Niederreiter (xem [10])

D = 1/2 + max
16i6N

|i− 1
2
−N.xi|.

Công thú.c này cho ta thấy cu.. c tiê’u cu’a D là 1/2 và da. t du.o.. c khi xi = (i− 1/2)/N trong

dó i = 1, 2, ..., N (xem [10]). Trong tru.̀o.ng ho.. p N cố di.nh, dãy số này là tối u.u theo tiêu

chuâ’n cu’a dô. phân kỳ. Nhu.ng khi chuyê’n tù. N sang (N + 1) th̀ı tất ca’ mo. i diê’m dè̂u pha’ i

thay dô’i. Vı́ du. dãy số tối u.u vó.i N = 3 là (1/6, 3/6 và 5/6), vó.i N = 4 la. i là (1/8, 3/8,
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5/8, 7/8). Nhu. vâ.y không thê’ xây du.. ng du.o.. c mô. t dãy vô ha.n các diê’m xi sao cho doa.n

x0, x1, x2, ..., xk (k = 2...N) nào cũng phân bố dè̂u tối u.u.

2.4. Câ.n Koksma-Hlawka

Dô. phân kỳ không chı’ là dô. do quan tro.ng cu’a phân bố dè̂u mà còn dóng vai trò ch́ınh

trong viê.c gió.i ha.n sai số cu’a xấp xı’ t́ıch phân. Kết qua’ then chốt trong hu.́o.ng này là bất

dă’ ng thú.c Koksma-Hlawka do Jurjen Koksma công bố năm 1942 cho tru.̀o.ng ho.. p mô. t chiè̂u

và du.o.. c Edmun Hlawka tô’ng quát hoá vào năm 1961 ([5]). Theo dó sai số t́ıch phân du.o.. c

gió.i ha.n bo.’ i t́ıch cu’a hai da. i lu.o.. ng: mô. t da. i lu.o.. ng chı’ phu. thuô. c vào hàm du.́o.i dấu t́ıch phân

f (qua dô. do biến phân toàn phà̂n), da. i lu.o.. ng kia chı’ phu. thuô.c vào tâ. p diê’m dùng dến (qua

D∗
N , tú.c là dô. lê. ch so vó.i phân bố dè̂u).

Du.́o.i dây là mối quan hê. giũ.a các dãy tu.. a-ngẫu-nhiên và phép t́ıch phân tu.. a Monte-

Carlo.

T́ıch phân s chiè̂u I(f) =
∫
Is

f(x)dx du.o.. c xấp xı’ bà̆ng Q(f) = (1/N)
N∑

k=1

f(xk), trong dó

xk là dãy tu.. a ngẫu nhiên s chiè̂u vó.i dô. phân kỳ sao D∗
N .

Nếu f(x) có biến phân toàn phà̂n bi. chă.n V (f) trên [0,1] th̀ı

|Q(f)− I(f)| 6 V (f).D∗
N .

Dáng tiếc rà̆ng trong thu.. c tế rất khó u.́o.c lu.o.. ng sai số tù. bất dă’ ng thú.c này, và dây ch́ınh

là vấn dè̂ nan gia’ i cu’a phu.o.ng pháp tu.. a-Monte-Carlo (QMC).

3. MÔ. T SÓ̂ DÃY TU
.

. A NGÃ̂U NHIÊN – DÃY CÓ DÔ. PHÂN KỲ THÁ̂P

Trong toán ho.c, dãy có dô. phân kỳ thấp là dãy mà vó.i mo. i N , dãy con (x1, x2, ..., xN) hà̂u

nhu. phân bố dè̂u và dãy (x1, x2, ..., xN, xN+1) cũng hà̂u nhu. phân bố dè̂u. Pha’ i xây du.. ng

tâ. p N phà̂n tu.’ (x1, x2, ..., xN) sao cho khi xây du.. ng tâ. p (N + 1) phà̂n tu.’ th̀ı không cà̂n t́ınh

la. i N phà̂n tu.’ tru.́o.c.

3.1. Các dãy số van der Corput

Dây là dãy số phân bố dè̂u trong khoa’ng (0,1) và du.o.. c nghiên cú.u khá kỹ trong l̃ınh vu.. c

lý thuyết số, do nhà toán ho.c Hà Lan Johannes Gualtherus van der Corput (1890-1975) dè̂

xuất vào năm 1935. Dãy số này lấp dà̂y doa.n [0,1) mô. t cách diè̂u hoà vó.i dô. phân kỳ nho’

mă. c dù nó không biến thiên mô. t cách ngẫu nhiên. Cùng vó.i su.. phát triê’n cu’a máy t́ınh,

ngu.̀o.i ta dà̂n dà̂n thấy du.o.. c kha’ năng ú.ng du. ng cu’a dãy số này trong t́ınh toán số tri. nói

chung và trong phu.o.ng pháp (tu.. a)-Monte-Carlo nói riêng.

3.1.1. Di.nh ngh̃ıa co. ba’n

Go. i p(k) là số van der Corput thú. k. Nếu trong hê. nhi. phân k = e1e2...em−1em trong dó

ei là chũ. số nhi. phân (tú.c là chı’ nhâ.n hai giá tri. 0 và 1) th̀ı

p(k) = 0...em.em−1...e2e1.

Vı́ du. , k là̂n lu.o.. t là 7 số tu.. nhiên dà̂u tiên, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
Da.ng nhi. phân cu’a chúng là 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111.
Các số van der Corput tu.o.ng ú.ng là

+ da.ng nhi. phân: 0,1; 0,01; 0,11; 0,001; 0,101; 0,011; 0,111
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+ da.ng thâ. p phân: 1/2, 1/4, 3/4, 1/8, 5/8, 3/8, 7/8.

3.1.2. Tô’ng quát

Lấy mô. t số nguyên tố p > 1 làm co. số. Mo. i số nguyên du.o.ng k dè̂u có phép biê’u diẽ̂n

duy nhất theo co. số p,

k =
∑

j>0

aj(k).pj

trong dó aj ∈ Fp = {0, 1, 2, ..., p− 1} và aj(k) = 0 khi j khá ló.n, tú.c là tô’ng nói trên hũ.u

ha.n.

Hàm ngu.o.. c gốc (radical inverse function) sẽ ánh xa. mỗi giá tri. k vào mô. t diê’m trong [0,1)

bà̆ng cách da’o ngu.o.. c các hê. số aj(k) và ta.o nên phân số 0, a0a1a2... (trong hê. dếm co. số p).

Ch́ınh xác ho.n

ψp(k) =
∑

j>0

aj(k).p−j−1, k > 0.

Dãy van der Corput co. số p ch́ınh là dãy X = {ϕp(0) = 0, ϕp(1), ϕp(2), ϕp(3), ...}.
Vı́ du. , t̀ım ϕ7(1205) tú.c là số ha.ng van der Corput co. số 7 tu.o.ng ú.ng vó.i số 1205.

Tru.́o.c tiên ta khai triê’n theo co. số 7:

1205 = 3.73 + 3.72 + 4.71 + 1.70,

tù. dây chuyê’n tù. hê. dếm thâ.p phân sang hê. dếm thất phân

1205(10) = 3341(7).

Sau dó pha’n chiếu các hê. số qua dấu pha’y, 3341(7) → 0, 1433(7). Và thu du.o.. c kết qua’

0.1433(7) = 1/7 + 4/72 + 3/73 + 3/74 = 563/2401(10).

Ngu.̀o.i ta dã chú.ng minh du.o.. c rà̆ng tất ca’ các dãy van der Corput là dãy có dô. phân kỳ

thấp. Ch́ınh xác ho.n, D∗
N cu’a N phà̂n tu.’ dà̂u tiên cu’a dãy có dô. ló.n O(logN/N) vó.i mô. t

hà̆ng số â’n phu. thuô.c vào co. số p.

Co. số p càng ló.n th̀ı số diê’m cà̂n thiết dê’ da.t du.o.. c phân bố dè̂u càng ló.n. Dãy van der

Corput chú.a nhũ.ng chu kỳ có dô. dài p vó.i các số tăng do.n diê.u (trong mỗi chu kỳ).

3.2. Dãy Richtmyer {k.α(p)}{k.α(p)}{k.α(p)}

Cho α = (α1, α2, ..., αs) là tâ. p các số vô tı’ và 1, α1, α2, ..., αs dô.c lâ. p tuyến t́ınh. Dãy

{k.α(p)} du.o.. c cho du.́o.i da.ng

Xk = ({k.α1}, {k.α2}, ..., {k.αs}), k > 0

trong dó {x} biê’u thi. phà̂n thâ.p phân cu’a số x.

M. Mascagni ([7]) go. i dây là dô.ng lu.. c ho.c ergodic (ergodic dynamics).

Ngu.̀o.i ta thu.̀o.ng cho.n αi là căn cu’a các số nguyên tố ([1, 5]). Trong bài này chúng tôi

cho.n thu.’ nghiê.m αi là các hằng số toán ho.c vô ty’ quen biết nhu. π, Au (ty’ lê. vàng), e, C

(hà̆ng số Euler-Mascheroni), G (hà̆ng số Catalan) và các hàm ln(p), sin(p), cos(p), arctan(p).

3.3. Dãy số VVV

Có hai loa. i tiêu chuâ’n vè̂ phân phối dè̂u cu’a mô. t dãy số

+ Loa. i 1 du.. a trên dô. khác biê.t cu’a các hàm phân phối mẫu và lý thuyết. Dê’ kiê’m di.nh tiêu

chuâ’n loa. i này, thu.̀o.ng dùng nhất là ba phép thu.’ χ2, Kolmogorov và ω2. Dối vó.i các dãy

tu.. a-ngẫu-nhiên còn thêm dô. phân kỳ.
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+ Loa. i 2 du.. a trên các giá tri. cu’a moment mẫu và lý thuyết.

Dãy số V (xem [11]) là dãy tu.. a-ngẫu-nhiên du.. a trên các dă’ ng thú.c giũ.a moment mẫu và

moment lý thuyết. Khi cà̂n ta. o ra N diê’m phân bố dè̂u th̀ı tách N thành tô’ng cu’a h số ha.ng

N = K1 +K2 + ...+Kh sao cho các Ki khác nhau.

Mỗi dãy số V có K diê’m du.o.. c ta.o ra theo các công thú.c do.n gia’n. Trên doa.n (0,1) các

diê’m cách dè̂u nhau mô. t khoa’ng u, diê’m dà̂u (x1) cách diê’m 0 và diê’m cuối (xk) cách diê’m

1 mô.t khoa’ng T

x1 = T, x2 = T + u, x3 = T + 2u, ..., xK = T + (K − 1).u

trong dó, T = (1 −
√
K − 1
K + 1

)/2 và u = (1− 2T )/(K − 1) = 1/
√

(K − 1)(K + 1).

Thuâ. t toán trên dây du.. a trên các giá tri. cu’a moment (tiêu chuâ’n phân bố dè̂u loa. i 2),

nhu.ng các dãy số V du.o.. c ta. o ra cũng dáp ú.ng dà̂y du’ ca’ các tiêu chuâ’n phân bố dè̂u loa. i 1

(vè̂ dô. phân kỳ cu’a các hàm phân phối). Qua tất ca’ các phép thu.’ các dãy tu.. a-ngẫu-nhiên V

này dè̂u vu.o.. t trô. i so vó.i các dãy số ngẫu nhiên và gia’ -ngẫu-nhiên (xem [9]). Kết qua’ so sánh

dãy V vó.i các dãy tu.. a-ngẫu-nhiên khác sẽ du.o.. c tr̀ınh bày trong phà̂n sau.

4. CÁC NGHIÊN CÚ
.
U THU

.
. C NGHIÊ. M SO SÁNH

4.1. Mô ta’ và ký hiê.u các dãy số du.o.. c kha’o sát

Các dãy số và tâ. p diê’m vó.i N = 2459(N là số nguyên tố), du.o.. c ta. o thành theo các Mu. c

3.1, 3.2 và 3.3 trên dây vó.i các co. số khác nhau, và du.o.. c ký hiê.u trong ngoă. c do.n tù. (1) dến

(100). Dô. phân kỳ D*, tiêu ch́ı quan tro.ng nhất dối vó.i các dãy và tâ. p diê’m tu.. a-ngẫu-nhiên,

sẽ là tiêu chuâ’n so sánh.

4.1.1. Các dãy số van der Corput

(1) - (15): các dãy số van der Corput vó.i co. số là 15 số nguyên tố dà̂u tiên

{2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47}.
4.1.2. Các dãy Richtmyer {k.α(p)}

Trong các dãy (16) - (90) du.́o.i dây, p ký hiê.u 15 số nguyên tố dà̂u tiên.

(16) - (30): các dãy số {k.α} vó.i α =
√
p

(31) - (45): các dãy số {k.α} vó.i α = ln(p)
(46) - (60): các dãy số {k.α} vó.i α = sin(p)
(61) - (75): các dãy số {k.α} vó.i α = cos(p)
(76) - (90): các dãy số {k.α} vó.i α = arctan(p).
Các dãy (91) - (95) du.. a vào 5 hằng số toán ho.c quen thuô. c lấy giá tri. tù. [12]. Chu.o.ng

tr̀ınh t́ınh toán vó.i 24 số le’ , du.́o.i dây chı’ ghi 12 số le’ dà̂u tiên.

(91): dãy số {k.α} vó.i α = π = 3, 141592654358...
(92): dãy số {k.α} vó.i α = ty’ lê. vàng = Au = (

√
5 + 1)/2 = 1, 618033988749...

(93): dãy số {k.α} vó.i α = e = 2, 718281828459...
(94): dãy số {k.α} vó.i α = hà̆ng số Euler-Mascheroni,

C = lim(− lnk + 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + ...+ 1/k) = 0, 577215664901...
(95): dãy số {k.α} vó.i α = hà̆ng số Catalan G,

G = 1 − 1/32 − 1/52 − 1/72... = 0, 915965594177...
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4.1.3. Các dãy số gia’ ngẫu nhiên R

(96) - (97): hai dãy số gia’ -ngẫu-nhiên Ri do máy t́ınh ta.o ra bà̆ng hàm Random cu’a Turbo

Pascal. Nhằm tăng t́ınh ngẫu nhiên, ta dă. t thu’ tu. c Randomize o.’ dà̂u chu.o.ng tr̀ınh dê’ kho.’ i

dô.ng bô. ta.o số vó.i mô. t giá tri. ngẫu nhiên.

4.1.4. Các tâ. p diê’m cách dè̂u

(98): tâ.p diê’m V

(99): tâ.p diê’m (k − 1)/N
(100): tâ. p các trung diê’m (k − 0, 5)/N.
Ba tâ.p diê’m cách dè̂u (98), (99), (100) trên dây dè̂u do 21 doa.n ho.. p thành sao cho số

phà̂n tu.’ là̂n lu.o.. t là N = 128, 311, 424, 602, 808, 888, 903, 925, 1130, 1205, 1212, 1410, 1603,

1911, 1964, 2003, 2009, 2104, 2307,2404, 2459, có ngh̃ıa là

k1 = 128, k2 = 311− 128 = 183, k3 = 424− 311 = 113, · · · , k21 = 2459− 2404 = 55.

4.2. Kết qua’ so sánh thu.. c nghiê.m

Trong 2 ba’ng du.́o.i dây các dãy và tâ. p diê’m mà bài báo dè̂ xuất du.o.. c ghi bà̆ng chũ. dâ.m.

Viê.c so sánh du.o.. c tiến hành giũ.a các nhóm (cùng mô. t da.ng) và giũ.a các dãy vó.i nhau.

4.2.1. So sánh các nhóm

Ba’ng 1 ghi dô. phân kỳ trung b̀ınh cu’a các nhóm, xếp theo thú. tu.. tăng dà̂n. Dú.ng dà̂u

là các dãy Richtmyer nguyên thu’y vó.i α(p) =
√
p. Diè̂u dó gia’ i th́ıch v̀ı sao dãy này du.o.. c

mo. i ngu.̀o.i thù.a nhâ.n. Dú.ng thú. hai là các tâ.p diê’m cách dè̂u, trong dó có dãy V do tác gia’

dè̂ xuất ([11]) và dãy (k − 1/2)/N du.o.. c du.a vào thu.’ nghiê.m là̂n dà̂u. Tiếp theo dó, 2 nhóm

α (hà̆ng số vô ty’ ) và {k. arctan(p)} dú.ng trên ca’ nhóm van der Corput quen thuô.c. Còn

các nhóm {k. ln(p)} và {k. cos(p)} tuy có kém ho.n nhu.ng vẫn o.’ trên nhóm gia’ -ngẫu-nhiên

R. Các dãy {k. sin(p)} dú.ng cuối cùng vó.i dô. phân kỳ trung b̀ınh quá ló.n cho nên nhóm

này không chấp nhâ.n du.o.. c. Tuy vâ.y, du.́o.i dây sẽ thấy, vó.i mô. t vài giá tri. p cu. thê’, dãy

{k. sin(p)} vẫn có thê’ là dãy tu.. a-ngẫu-nhiên.

Ba’ng 1. Dô. phân kỳ trung b̀ınh theo nhóm

Thú. D∗ dãy số dãy Nhóm
tu.. trung b̀ınh trong nhóm

1 3,19723 (16) - (30) 15 dãy Richtmyer {k.√p}
2 5,21334 (98) - (100) 3 tâ.p diê’m (k − 1)/N, (k− 0, 5)/N, V(k− 0, 5)/N, V(k− 0, 5)/N, V
3 6,92485 (91) - (95) 5 dãy Richtmyer ca’ i biên theo hằng số

{k.π}{k.Au}{k.e}, {k.C}, {k.G},{k.π}{k.Au}{k.e}, {k.C}, {k.G},{k.π}{k.Au}{k.e}, {k.C}, {k.G},
4 7,83201 (76) - (90) 15 dãy {k. arctan(p)}{k. arctan(p)}{k. arctan(p)}
5 9,05301 (1) - (15) 15 dãy van der Corput

6 10,76932 (31) - (45) 15 dãy {k. ln(p)}{k. ln(p)}{k. ln(p)}
7 10,79202 (61) - (75) 15 dãy {k. cos(p)}{k. cos(p)}{k. cos(p)}
8 33,04532 (96) - (97) 2 dãy gia’ ngẫu nhiên R

9 96,35071 (46) - (60) 15 dãy {k. sin(p)}{k. sin(p)}{k. sin(p)}

4.2.2. So sánh các dãy và tâ. p diê’m

Dô. phân kỳ trung b̀ınh (ba’ng 2) du.o.. c t́ınh theo các giá tri. D
∗ cu’a dãy có dô. dài tăng dà̂n:

N = 128, 311, 424, 602, 808, 888, 903, 925, 1130, 1205, 1212, 1410, 1603, 1911, 1964, 2003,
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2009, 2104, 2307,2404, 2459.

Trong 10 dãy dú.ng dà̂u có tó.i 7 dãy do chúng tôi dè̂ xuất. Dă. c biê.t dãy {k.Au}, lấy ty’ lê.
vàng làm co. số, có dô. phân kỳ trung b̀ınh nho’ nhất. Trong 10 dãy cuối ba’ng cũng có 8 dãy

do chúng tôi thu.’ nghiê.m. Diè̂u dó chú.ng to’ các da.ng ca’ i biên chı’ du.o.. c chấp nhâ. n vó.i nhũ.ng

giá tri. p nhất di.nh. Trong hai tốp dẫn dà̂u và cuối này không có các tâ. p diê’m cách dè̂u và

các dãy van der Corput.

Các dãy {k. ln(p)}, {k. sin(p)}{k. arctan(p)} xuất hiê.n o.’ ca’ tốp trên và tốp du.́o.i, tùy

thuô.c vào các giá tri. p khác nhau.

Ba’ng 2. Mu.̀o.i dãy có dô. phân kỳ D∗ trung b̀ınh nho’ nhất, ló.n nhất

và thú. tu.. cu’a chúng ta. i 3 giá tri. N

Thú. tu.. D∗
tr.b.(i) Dãy Da.ng Thú. tu.. ta. i 3 giá tri. N

chung N = 311 N = 1205 N = 2459
1. 1,91236 (92) {k.Au}{k.Au}{k.Au} 6. 7. 9.

2. 2,08522 (16) {k.
√

2} 19. 14. 7.

3. 2,31358 (90) {k. arctan47}{k. arctan47}{k. arctan47} 4. 8. 14.

4. 2,31592 (85) {k. arctan29}{k. arctan29}{k. arctan29} 15. 9. 10.

5. 2,42076 (17) {k.
√

3} 26. 11. 11.

6. 2,43589 (36) {k. ln13}{k. ln13}{k. ln13} 16. 26. 12.

7. 2,45736 (89) {k. arctan43}{k. arctan43}{k. arctan43} 29. 23. 20.

8. 2,46239 (40) {k. ln29}{k. ln29}{k. ln29} 20. 21. 23.

9. 2,48654 (57) {k. sin37}{k. sin37}{k. sin37} 12. 15. 30.

10. 2,50865 (18) {k.
√

5} 18. 6. 22.

... ... ... ... ... ... ...

91. 15,50845 (68) {k. cos 19}{k. cos 19}{k. cos 19} 96. 91. 81.

92. 23,36515 (75) {k. cos 47}{k. cos 47}{k. cos 47} 97. 93. 85.

93. 26,16343 (73) {k. cos 41}{k. cos 41}{k. cos 41} 73. 94. 91.

94. 32,97025 (96) R1 78. 97. 95.

95. 33,12040 (97) R2 95. 90. 97.

96. 36,50603 (76) {k. arctan2}{k. arctan2}{k. arctan2} 86. 96. 98.

97. 39,16400 (65) {k. cos 11}{k. cos 11}{k. cos 11} 99. 98. 93.

98. 44,71712 (37) {k. ln17}{k. ln17}{k. ln17} 98. 95. 96.

99. 65,70675 (38) {k. ln19}{k. ln19}{k. ln19} 94. 99. 99.

100. 1343,98573 (50) {k. sin11}{k. sin11}{k. sin11} 100. 100. 100.

4.2.3. Kết luâ. n

Các t́ınh toán kiê’m di.nh cho ta mô. t cái nh̀ın bao quát vè̂ ý ngh̃ıa thu.. c tế cu’a các dãy

tu.. a-ngẫu-nhiên. Chă’ ng ha.n nhu. vè̂ co. so.’ lý thuyết, dãy van der Corput de.p ho.n hă’ n dãy

Richtmyer. Nhu.ng kha’ năng ú.ng du. ng th̀ı hoàn toàn ngu.o.. c la. i.

Các da.ng ca’ i biên do chúng tôi thu.’ nghiê.m chu.a dem la. i mô. t da.ng mó.i tô’ng quát cho các

dãy tu.. a-ngẫu-nhiên, nhu.ng dã du.a ra du.o.. c mô. t số dãy mó.i (7 dãy in dâ.m trong phà̂n dà̂u

Ba’ng 2) có dô. phân kỳ thấp ho.n so vó.i các tâ. p diê’m cách dè̂u và các dãy van der Corput.

Có thê’ su.’ du. ng hũ.u hiê.u các dãy này dê’ tăng tốc dô. hô. i tu. trong các t́ınh toán theo so. dồ

tu.. a-Monte-Carlo. Mă. t khác có thê’ kết ho.. p các dãy này vó.i các dãy thuô. c da.ng khác dê’ ta. o

ra các dãy tu.. a-ngẫu-nhiên nhiè̂u chiè̂u có tu.o.ng quan yếu giũ.a các thành phà̂n.
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TÀI LIÊ. U THAM KHA’ O

[1] I. Dupain, T.V. Sós, On the discrepancy of {n.α} sequences, Topics in Classical Number

Theory Vol. 1, North-Holland (1981) 355–387.

[2] S.R. Finch, Discrepancy and Uniformly, Cambridge Univer. Press, 2004.

[3] L. Finschi, Quasi-Monte Carlo: An empirical study on low-discrepancy sequences, Tech-

nical Report, Institute For Operations Research (IFOR), ETH, Zurich 1996.

[4] Frey Tamás - Szelezsán János, Számı́tástechnika, Akadémiai Kiadó, Budapest 1973.
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Nhâ. n bài ngày 12 - 12 - 2006


