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Abstract. In this paper we propose a method of domain decomposition based on the update of

conormal derivative of the function to be found for solving elliptic problems with mixed boundary

conditions in domains of complicated geometry. The results of experimental study on convergence

of the method for examples in domains consisting of two, three or more rectangles with various

configuration are presented. These results confirm the applicability of the method for problems

complicated in both boundary conditions and geometry of domains.

Tóm tắt. Trong bài báo này chúng tôi dè̂ xuất mô.t phu.o.ng pháp chia miè̂n gia’ i các bài toán biên

elliptic vó.i các diè̂u kiê.n biên hỗn ho.. p trong miè̂n h̀ınh ho.c phú.c ta.p và tr̀ınh bày kết qua’ nghiên

cú.u thu.. c nghiê.m su.. hô. i tu. cu’a phu.o.ng pháp trên mô. t số th́ı du. vó.i các miè̂n cấu thành tù. hai, ba

hoă. c nhiè̂u ho.n h̀ınh chũ. nhâ. t vó.i các cấu h̀ınh khác nhau. Các kết qua’ này khă’ ng di.nh kha’ năng

áp du. ng phu.o.ng pháp cho các bài toán phú.c ta.p ca’ vè̂ miè̂n h̀ınh ho.c và diè̂u kiê.n biên.

1. MO
.’ DÀ̂U

Trong [1] dã dè̂ xuất mô.t phu
.o.ng pháp chia miè̂n mó.i gia’i phu.o.ng tr̀ınh elliptic vó.i diè̂u

kiê.n Dirichlet và dã chú.ng minh du.o.. c su.. hô. i tu. cu’a phu.o.ng pháp cũng nhu. chı’ ra tham số

lă.p tối u.u cho tru.̀o.ng ho.. p miè̂n chũ. nhâ. t. Trong bài báo này chúng tôi tiếp tu. c phát triê’n

phu.o.ng pháp dó cho các bài toán vó.i các diè̂u kiê.n biên hỗn ho.. p Dirichlet và Neumann. Dô.ng

co. thúc dâ’y chúng tôi phát triê’n phu.o.ng pháp này là su.. ca’ i thiê.n mô.t phà̂n vè̂ tốc dô. hô. i

tu. và thò.i gian t́ınh toán cu’a phu.o.ng pháp này so vó.i phu.o.ng pháp câ.p nhâ. t hàm trên biên

chung mà Saito và Fujita [2] dã su.’ du.ng khi xét bài toán Dirichlet. Su.. ca’i thiê.n này sẽ du.o.. c

chúng tôi chı’ ra trên mô.t th́ı du. trong mu. c 3 cu’a bài báo.

2. MÔ TA’ PHU
.
O
.
NG PHÁP

Xét bài toán

−∆u = f(x), x ∈ Ω, (1)

�u = ϕ(x), x ∈ ∂Ω, (2)
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trong dó Ω là miè̂n gió.i nô. i trong R
2 vó.i biên Lipschitz ∂Ω cấu thành tù. các phà̂n biên tro.n

∂Ω =
k⋃

j=1
Sj,∆ là toán tu.’ Laplace, � là toán tu.’ diè̂u kiê.n biên, f(x) và ϕ(x) là các hàm cho

tru.́o.c.

Gia’ su.’ rà̆ng

�u = �iu = ϕi(x), x ∈ Si, (i = 1, . . . , k), (3)

trong dó �iu = u (diè̂u kiê.n biên Dirichlet), hoă.c �iu =
∂u

∂νi
(diè̂u kiê.n biên Neumann) vó.i νi

là pháp tuyến ngoài cu’a phà̂n biên Si.

Ta sẽ nghiên cú.u phu.o.ng pháp chia miè̂n gia’ i bài toán (1), (2) trong các miè̂n h̀ınh ho.c

phú.c ta.p. Dối vó.i bài toán biên Dirichlet, tú.c là khi �u = u, nhiè̂u tác gia’ dã dè̂ xuất và

nghiên cú.u các phu.o.ng pháp chia miè̂n khác nhau (xem, chă’ ng ha.n [ 2, 5]). Mó.i dây trong

[1] chúng tôi dã dè̂ xuất mô. t phu.o.ng pháp chia miè̂n mó.i du.. a trên viê.c t́ınh la. i giá tri. da.o

hàm cu’a nghiê.m trên biên chung giũ.a các miè̂n, phu.o.ng pháp này có thê’ xem là ngu.o.. c dối

vó.i phu.o.ng pháp du.o.. c nghiên cú.u trong [2]. Su.. hô. i tu. cu’a phu.o.ng pháp và giá tri. tối u
.u

cu’a tham số lă.p dã du.o.. c thiết lâ.p. Theo chúng tôi du.o.. c biết chu.a có nghiên cú.u nào du.o.. c

công bố vè̂ phu.o.ng pháp chia miè̂n cho bài toán vó.i các diè̂u kiê.n biên hỗn ho.. p. Ch́ınh v̀ı

thế, trong bài báo này chúng tôi tiếp tu. c phát triê’n phu.o.ng pháp dã du.o.. c nghiên cú.u cho

các bài toán vó.i diè̂u kiê.n biên hỗn ho.. p trong mô.t số miè̂n h̀ınh ho.c phú.c ta.p cấu thành tù.

hai, ba hoă.c nhiè̂u ho.n h̀ınh chũ. nhâ. t con.

Dê’ dẽ̂ h̀ınh dung ý tu.o.’ ng cu’a phu.o.ng pháp , du.́o.i dây chúng tôi mô ta’ phu.o.ng pháp chia

miè̂n gia’ i bài toán (1), (2) khi miè̂n Ω du.o.. c chia thành 2 miè̂n Ω1 và Ω2 vó.i biên chung Γ.

Ký hiê.u Gi = ∂Ωi \ Γ, ui = u|Ωi , (i = 1, 2), trong dó ∂Ωi là biên cu’a miè̂n Ωi. Dă. t

g =
∂u1
∂ν1

∣∣∣∣
Γ

vó.i ν1 là pháp tuyến ngoài cu’a ∂Ω1.

Quá tr̀ınh lă.p o.’ mú.c vi phân du.o.. c thu.. c hiê.n nhu. sau: xuất phát tù. xấp xı’ ban dà̂u g(0),

vó.i k = 0, 1, 2, ... gia’ i liên tiếp 2 bài toán






−∆u
(k)
1 = f trong Ω1,

�u
(k)
1 = ϕ trên G1,

∂u
(k)
1

∂ν1
= g(k) trên Γ,

(3)






−∆u
(k)
2 = f trong Ω2,

�u
(k)
2 = ϕ trên G2,

u
(k)
2 = u

(k)
1 trên Γ.

(4)

Xấp xı’ mó.i cu’a g du.o.. c t́ınh theo công thú.c

g(k+1) = θg(k) − (1− θ)
∂u

(k)
2

∂ν2

∣∣∣∣
Γ

, (5)
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trong dó θ là tham số lă.p cà̂n cho.n dê’ quá tr̀ınh lă.p hô. i tu. .

Trong tru.̀o.ng ho.. p miè̂n cu’a bài toán du.o.. c chia thành n + 1 miè̂n con vó.i các biên chung

Γ1,Γ2, . . . ,Γn phu.o.ng pháp lă.p (3)-(5) sẽ du.o.. c áp du.ng dê’ hiê.u chı’nh da.o hàm pháp tuyến

cu’a hàm trên các biên chung. Tham số lă.p θ trên mỗi biên chung có thê’ khác nhau.

Dê’ hiê.n thu.. c hoá phu.o.ng pháp lă.p (3)-(5) chúng tôi thay các bài toán vi phân (3), (4)

bo.’ i các lu.o.. c dồ sai phân có xấp xı’ bâ.c 2 và su.’ du.ng công thú.c sai phân cùng bâ.c dê’ t́ınh da.o

hàm pháp tuyến trong (5).

Khi các miè̂n con là h̀ınh chũ. nhâ. t chúng tôi dã xây du.. ng bô. chu.o.ng tr̀ınh gia’ i các bài

toán vi phân ú.ng vó.i mỗi bài toán vi phân (3), (4) và các loa. i diè̂u kiê.n biên hỗn ho.. p khác

nhau.

Ký hiê.u L1 và L2 là dô. dài cu’a các ca.nh h̀ınh chũ. nhâ. t, h = L1/M, k = L2/N là các

bu.́o.c lu.́o.i trên các ca.nh, (M + 1), (N + 1) là các số diê’m nút trên mỗi ca.nh. Su
.’ du.ng phu.o.ng

pháp sai phân ta chuyê’n bài toán vè̂ da.ng phu.o.ng tr̀ınh hê. vecto
. 3 diê’m.

−Yj−1 + CYj − Yj+1 = Fj , 1 � j � N − 1, Y0 = F0, YN = FN , (6)






CY0 − 2Y1 = F0, j = 0,

−Yj−1 + CYj − Yj+1 = Fj, 1 � j � N − 1,

−2YN−1 + CYN = FN , j = N,N = 2n,

(7)

dối vó.i bài toán biên hỗn ho.. p, trong dó Yj là các vecto. nghiê.m, Fj là các vecto.M chiè̂u chú.a

các giá tri. hàm vế pha’i và giá tri. hàm hoă.c da.o hàm trên biên, C là mô. t ma trâ.n 3 du.̀o.ng

chéo thoa’ mãn t́ınh chất chéo trô. i.

Ký hiê.u b1, b2, b3, b4 là các giá tri. biên Dirichlet hoă.c Neumann trên các biên trái, pha’ i,

du.́o.i và trên cu’a miè̂n chũ. nhâ. t. Áp du. ng các thuâ. t toán thu go.n hoàn toàn [4] gia’ i hê. các

phu.o.ng tr̀ınh vecto. 3 diê’m dê’ thu du.o.. c các ma trâ.n nghiê.m ta. i các diê’m lu.́o.i, chúng tôi tiến

hành xây du.. ng các thu’ tu. c bà̆ng ngôn ngũ. MATLAB dê’ gia’ i các bài toán co. ba’n sau:

+ U0000(b1, b2, b3, b4, L1, L2,M,N) tra’ la. i nghiê.m cu’a bài toán trong tru.̀o.ng ho.. p b1, b2, b3, b4

là các giá tri. biên Dirichlet.

+ U1000(b1, b2, b3, b4, L1, L2,M,N) tra’ la. i nghiê.m cu’a bài toán trong tru.̀o.ng ho.. p b1 là

giá tri. biên Neumann, b2, b3, b4 là các giá tri. biên Dirichlet.

+ U0100(b1, b2, b3, b4, L1, L2,M,N) tra’ la. i nghiê.m cu’a bài toán trong tru.̀o.ng ho.. p b2 là

giá tri. biên Neumann, b1, b3, b4 là các giá tri. biên Dirichlet.

+ U0010(b1, b2, b3, b4, L1, L2,M,N) tra’ la. i nghiê.m cu’a bài toán trong tru.̀o.ng ho.. p b3 là

giá tri. biên Neumann, b1, b2, b4 là các giá tri. biên Dirichlet.

+ U0001(b1, b2, b3, b4, L1, L2,M,N) tra’ la. i nghiê.m cu’a bài toán trong tru.̀o.ng ho.. p b4 là

giá tri. biên Neumann, b1, b2, b3 là các giá tri. biên Dirichlet.

Các thu’ tu. c hàm

U0101(b1, b2, b3, b4, L1, L2,M,N), U1001(b1, b2, b3, b4, L1, L2,M,N),

U0110(b1, b2, b3, b4, L1, L2,M,N), U1010(b1, b2, b3, b4, L1, L2,M,N),

du.o.. c ký hiê.u là các thu’ tu. c hàm tra’ la. i nghiê.m cu’a bài toán trong tru.̀o.ng ho.. p có hai biên

Neumann kè̂ nhau.
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3. THU
.
. C NGHIÊ.M GIA’ I MÔ. T SỐ BÀI TOÁN

Su.’ du. ng phu.o.ng pháp lă.p dã dè̂ xuất cùng vó.i các thu’ tu. c hàm dã xây du.. ng, chúng tôi

tiến hành t́ınh toán thu.. c nghiê.m cho mô.t số tru.̀o.ng ho.. p chia miè̂n dối vó.i các bài toán biên

hỗn ho.. p trong các miè̂n h̀ınh ho.c phú.c ta.p mà các tác gia’ khác chu.a dè̂ cấp dến. Trong các

bài toán này chúng tôi cho.n tru.́o.c các hàm u∗ là nghiê.m dúng, còn các diè̂u kiê.n biên và vế

pha’ i du.o.. c t́ınh tù. u∗. Quá tr̀ınh lă.p du.o.. c thu.. c hiê.n cho dến khi dô. lê.ch cu’a hai xấp xı’ liên

tiếp u(k) và u(k−1) t́ınh theo chuâ’n dè̂u cu’a hàm lu.́o.i nho’ ho.n dô. ch́ınh xác ε cho tru.́o.c. Du.́o.i

dây, nếu không chı’ rõ giá tri. cu’a ε th̀ı chúng ta sẽ lấy ε = 10−4 .

Bài toán 1.






−∆u = f trong miè̂n Ω,

u = ϕ, trên {−a � x � a, y = −b} ∪ {0 � x � a, y = b}

∪{x = −a,−b � y � 0} ∪ {x = a,−b � y � b},
∂u

∂y
= β(x) trên {−a � x � 0, y = 0},

∂u

∂x
= g(y) trên {x = 0, 0 � y � b}, (H̀ınh 1).

Γ

b

y

0

0

0

0

0

0

1 

1 

-a a

Ω1

Ω2

x
Γ

b

y

0

0

0

0

0

0

1 

1 

-a a

Ω1

Ω2

x

H̀ınh 1

1 - Biên Neumann; 0 - Biên Dirichlet

Chia Ω thành hai miè̂n Ω1 và Ω2 bo.’ i biên chung Γ = {0 � x � a, y = 0} và ký hiê.u ui là

nghiê.m trong Ωi, (i = 1, 2), ξ =
∂u1
∂y

∣∣∣∣
Γ

.

Viê.c gia’ i bài toán du.o.. c thu.. c hiê.n bo.’ i quá tr̀ınh lă.p sau dây:

Cho tru.́o.c ξ(0) = 0. Vó.i k = 0, 1, . . . thu.. c hiê.n các bu.́o.c sau:

Bu.́o.c 1: Gia’ i bài toán trong miè̂n Ω1

T̀ım nghiê.m u
(k)
1 = U0001(. . . ) trong dó b1, b2, b3 là các giá tri. trên các phà̂n biên dã

biết,

b4 =

{
ξ(k), 0 � x � a, y = 0,

β(x),−a � x � 0, y = 0.

Bu.́o.c 2: Gia’ i bài toán trong miè̂n Ω2
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T̀ım nghiê.m u
(k)
2 = U1000(. . . ) trong dó b1, b2, b4 là các giá tri. trên các phà̂n biên dã

biết, b3 = u
(k)
1 là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài toán trong miè̂n Ω1.

Bu.́o.c 3: T́ınh xấp xı’ cu’a hàm ξ trên Γ : ξ(k+1) = θξ(k) + (1− θ)
∂u

(k)
2

∂y

∣∣∣∣
Γ

.

Kết qua’ thu.. c nghiê.m kha’o sát su.. hô. i tu. cu’a phu.o.ng pháp phu. thuô.c tham số lă.p du.o.. c

cho trong ba’ng du.́o.i dây, trong dó cô. t “Sai số” chı’ sai số cu’a nghiê.m gà̂n dúng so vó.i nghiê.m

dúng trong chuâ’n dè̂u. Tiêu chuâ’n dù.ng lă.p là ε = 10−4.

Kết qua’ : Kı́ch thu.́o.c miè̂n a = b = 1 , lu.́o.i chia 64× 64.

u∗=10x(1-x)y(1-y) u∗=10x(1-x)y2(1-y) u∗ = sinx sin y

Tham số Sai Số là̂n Tham số Sai Số là̂n Tham số Sai Số là̂n
teta số lă.p teta số lă.p teta số lă.p

0.3 2.10−6 18 0.3 5.10−5 10 0.3 7.10−6 15

0.4 9.10−7 11 0.4 6.10−5 6 0.4 6.10−6 8

0.5 3.10−7 6 0.5 5.10−5 5 0.5 6.10−6 6

0.6 2.10−6 10 0.6 4.10−5 8 0.6 7.10−6 11

0.7 2.10−6 16 0.7 5.10−5 12 0.7 7.10−6 16

Kết luâ.n: So
. dồ lă.p gia’i bài toán trên hô. i tu. khá nhanh vó.i giá tri. tham số lă.p du.o.. c cho.n

trong khoa’ng (0.3, 0.7), giá tri. tối u
.u xấp xı’ bà̆ng 0.5.

Nhâ.n xét: Vó.i cách chia miè̂n nhu. H̀ınh 1 chúng tôi dã gia’ i bài toán bà̆ng cách lă.p câ.p

nhâ. t giá tri. cu’a hàm trên biên chung Γ nhu. ý tu.o.’ ng cu’a Saito-Fujita [2]. Khi dó thú. tu.. gia’i

các bài toán trong các miè̂n con pha’i thu.. c hiê.n ngu.o.. c la. i: dà̂u tiên trong Ω2 gia’ i bài toán

vó.i diè̂u kiê.n biên Dirichlet trên Γ, sau dó trong Ω1 gia’ i bài toán vó.i diè̂u kiê.n biên Neumann

trên Γ . Kết qua’ thu.. c nghiê.m vè̂ tốc dô. hô. i tu. và thò.i gian t́ınh toán cu’a phu.o.ng pháp câ.p

nhâ. t da.o hàm du.o.. c mô ta’ o.’ trên và phu.o.ng pháp câ.p nhâ. t hàm [2] trên th́ı du. , trong dó

nghiê.m dúng là hàm u = 10x(1− x)y2(1− y) dối vó.i lu.́o.i 32× 32 và 64× 64 du.o.. c cho trong

các ba’ng sau.

Ba’ng 1. Lu.́o.i 32× 32 và ε = 10−3

phu.o.ng pháp câ.p nhâ.t da.o hàm phu.o.ng pháp Saito-Fujita

Tham số Số là̂n Thò.i gian Sai Số là̂n Thò.i gian Sai
teta lă.p t́ınh (giây) số lă.p t́ınh (giây) số

0.3 7 2.1 9.10−4 14 4.0 5.10−4

0.4 5 1.6 3.10−4 9 2.7 5.10−4

0.5 4 1.3 3.10−4 6 1.9 2.10−4

0.6 6 1.9 4.10−4 7 2.1 4.10−4

0.7 9 2.6 5.10−4 11 3.1 7.10−4

So sánh kết qua’ thu.. c nghiê.m vè̂ hai phu.o.ng pháp dẽ̂ thấy rà̆ng phu.o.ng pháp câ.p nhâ. t

da.o hàm cu’a chúng tôi có phà̂n nhanh ho.n phu.o.ng pháp câ.p nhâ. t hàm trong [2]. Ch́ınh diè̂u

này là dô.ng co. thúc dâ’y chúng tôi phát triê’n phu.o.ng pháp câ.p nhâ.t da.o hàm dê’ gia’ i các bài

toán khác phú.c ta.p ho.n.
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Ba’ng 2. Lu.́o.i 64× 64 và ε = 10−4

phu.o.ng pháp câ.p nhâ.t da.o hàm phu.o.ng pháp Saito-Fujita

Tham số Số là̂n Thò.i gian Sai Số là̂n Thò.i gian Sai
teta lă.p t́ınh (giây) số lă.p t́ınh (giây) số

0.3 10 10.7 5.10−5 14 14.9 7.10−5

0.4 6 6.6 6.10−4 7 7.6 5.10−5

0.45 5 5.6 2.10−5 8 8.6 2.10−5

0.5 5 5.6 5.10−5 6 6.6 4.10−5

0.55 6 6.6 8.10−5 7 7.6 7.10−5

Bài toán 2.






−∆u = f trong miè̂n Ω,

u = ϕ, trên {−a � x � a, y = −b} ∪ {0 � x � 2a, y = b}

∪{x = −a,−b � y � 0} ∪ {x = 2a, 0 � y � b},

∪{a � x � 2a, y = 0} ∪ {x = a,−b � y � 0},
∂u

∂y
= β(x) trên {−a � x � 0, y = 0},

∂u

∂x
= g(y) trên {x = 0, 0 � y � b}, (Hı̀nh 2).

Γ

b

y

0

0

0

0

0

0

1 

1 

a

Ω1

Ω2

x0 2aΓ

b

y

0

0

0

0

0

0

1 

1 

a

Ω1

Ω2

x0 2a

H̀ınh 2

1 - Biên Neumann; 0 - Biên Dirichlet

Chia Ω thành hai miè̂n Ω1 và Ω2 bo.’ i biên chung Γ = {0 � x � a, y = 0}, ký hiê.u ui là

nghiê.m triên miè̂n Ωi, (i = 1, 2), ξ =
∂u1
∂y

∣∣∣∣
Γ

.

Viê.c gia’ i bài toán du.o.. c thu.. c hiê.n bo.’ i quá tr̀ınh lă.p sau dây:

Cho tru.́o.c ξ(0) = 0. Vó.i k = 0, 1, . . . thu.. c hiê.n các bu.́o.c sau:

Bu.́o.c 1: Gia’ i bài toán trong miè̂n Ω1

T̀ım nghiê.m u
(k)
1 = U0001(. . . ) trong dó b1, b2, b3 là các giá tri. trên các phà̂n biên dã
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biết,

b4 =

{
ξ(k), 0 � x � a, y = 0,

β(x),−a � x � 0, y = 0.

Bu.́o.c 2: Gia’ i bài toán trong miè̂n Ω2

T̀ım nghiê.m u
(k)
2 = U1000(. . . ) trong dó b1, b2, b4 là các giá tri. trên các phà̂n biên dã

biết,

b3 =

{
u
(k)
1 là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài toán 1,

ϕ(x), a � x � 2a, y = 0.

Bu.́o.c 3: Hiê.u chı’nh giá tri. cu’a hàm ξ trên Γ : ξ(k+1) = θξ(k) + (1− θ)
∂u

(k)
2

∂y

∣∣∣∣
Γ

.

Kết qua’ : Kı́ch thu.́o.c miè̂n a = b = 1 , lu.́o.i chia 64× 64.

u∗=10x(1-x)y(1-y) u∗=10x(1-x)y2(1-y) u∗ = sinx sin y

Tham số Sai Số là̂n Tham số Sai Số là̂n Tham số Sai Số là̂n
teta số lă.p teta số lă.p teta số lă.p

0.1 0.036 20 0.1 0.021 20 0.1 0.014 20

0.2 3.10−4 20 0.2 8.10−4 17 0.2 1.10−4 20

0.3 1.10−6 18 0.3 8.10−4 10 0.3 7.10−6 15

0.4 2.10−6 10 0.4 8.10−4 6 0.4 7.10−6 9

0.5 5.10−7 8 0.5 8.10−4 4 0.5 7.10−6 5

0.6 1.10−6 12 0.6 8.10−4 6 0.6 7.10−6 8

0.7 2.10−6 18 0.7 8.10−4 8 0.7 7.10−6 13

0.8 2.10−4 20 0.8 8.10−4 15 0.8 6.10−6 20

0.9 0.019 20 0.9 0.0049 20 0.9 0.0015 20

Kết luâ.n: So. dồ lă.p gia’ i bài toán trên hô. i tu. vó.i giá tri. tham số lă.p du.o.. c cho.n trong

khoa’ng (0.1, 0.9), giá tri. tối u
.u xấp xı’ bà̆ng 0.5.

Bài toán 3.






−∆u = f trong miè̂n Ω,

u = ϕ, trên {−a � x � a, y = −b} ∪ {−a � x � a, y = 2b}

∪{x = −a,−b � y � 0} ∪ {x = −a, b � y � 2b},∪{x = a,−b � y � 2b,
∂u

∂y
= β(x) trên {−a � x � 0, y = 0} ∪ {−a � x � 0, y = b},

∂u

∂x
= g(y) trên {x = 0, 0 � y � b}, (H̀ınh 3).

Chia Ω thành ba miè̂n Ω1,Ω2 và Ω3 bo.’ i 2 biên chung Γ1 = {0 � x � a, y = 0} và

Γ2 = {0 � x � a, y = b} ký hiê.u ui là nghiê.m trong 3 miè̂n Ωi, (i = 1, 2, 3), ξ1 =
∂u1
∂y

∣∣∣∣
Γ1

, ξ2 =

∂u2
∂y

∣∣∣∣
Γ2

.
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Γ1

b

y

0

0

0

0

0

0

1 

1 

a

Ω1

Ω2

x

1 Γ2

Ω3

Γ1

b

y

0

0

0

0

0

0

1 

1 

a

Ω1

Ω2

x

1 Γ2

Ω3

H̀ınh 3

1 - Biên Neumann; 0 - Biên Dirichlet

Viê.c gia’ i bài toán du.o.. c thu.. c hiê.n bo.’ i quá tr̀ınh lă.p sau dây:

Kho.’ i dô.ng ξ
(0)
1 = 0, ξ

(0)
2 = 0. Vó.i k = 0, 1, . . . thu.. c hiê.n các bu.́o.c sau:

Bu.́o.c 1: Gia’ i bài toán 1 trong miè̂n Ω1

T̀ım nghiê.m u
(k)
1 = U0001(. . . ) trong dó b1, b2, b3 là các giá tri. trên các phà̂n biên dã

biết,

b4 =

{
ξ
(k)
1 , 0 � x � a, y = 0,

β(x),−a � x � 0, y = 0.

Bu.́o.c 2: Gia’ i bài toán 2 trong miè̂n Ω2

T̀ım nghiê.m u
(k)
2 = U0010(. . . ) trong dó b1, b2, b4 là các giá tri. trên các phà̂n biên dã

biết,

b3 =

{
ξ
(k)
2 , 0 � x � a, y = b,

β(x),−a � x � 0, y = 0.

Bu.́o.c 3: Gia’ i bài toán trong miè̂n Ω3

T̀ım nghiê.m u
(k)
3 = U1000(. . . ) trong dó b1, b2 là các giá tri. trên các phà̂n biên dã

biết, b3 = u
(k)
1 là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài toán 1, b4 = u

(k)
2 là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù.

bài toán 2.

Bu.́o.c 4: Diè̂u chı’nh giá tri. trên các biên chung ξ
(k+1)
1 = θ1ξ

(k)
1 +(1−θ1)

∂u
(k)
3

∂y

∣∣∣∣
Γ1

, ξ
(k+1)
2 =

θ2ξ
(k)
2 − (1− θ2)

∂u
(k)
3

∂y

∣∣∣∣
Γ2

.

Kết qua’ : Kı́ch thu.́o.c miè̂n a = b = 1 , lu.́o.i chia 64× 64.
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u∗=10x(1-x)y(1-y) u∗=10x(1-x)y2(1-y) u∗ = sinx sin y

Tham số Sai Số là̂n Tham số Sai Số là̂n Tham số Sai Số là̂n
θ1 = θ2 số lă.p θ1 = θ2 số lă.p θ1 = θ2 số lă.p

0.3 Không 0.3 Không 0.3 Không
hô. i tu. hô. i tu. hô. i tu.

0.4 2.10−5 30 0.4 7.10−4 19 0.4 8.10−6 30

0.5 2.10−6 15 0.5 8.10−4 8 0.5 8.10−6 13

0.6 2.10−6 13 0.6 8.10−4 8 0.6 8.10−6 14

0.7 2.10−6 20 0.7 8.10−4 13 0.7 8.10−6 20

0.8 7.10−6 30 0.8 8.10−4 20 0.8 8.10−6 30

0.9 0.0045 30 0.9 0.002 30 0.9 3.10−4 30

Kết luâ.n: So
. dồ lă.p gia’i bài toán trên hô. i tu. vó

.i các giá tri. tham số lă.p du.o.. c cho.n trong

khoa’ng (0.4, 0.9), giá tri. tối u
.u trong khoa’ng (0.5, 0.6).

Bài toán 4.

MiÒn
rçng 0

Γ4

b

y

0

0

0

0

1 

1 

a

Ω1

Ω3

x

1 

Γ3

Ω2

Γ1

1 Ω4

Γ2

MiÒn
rçng 0

Γ4

b

y

0

0

0

0

1 

1 

a

Ω1

Ω3

x

1 

Γ3

Ω2

Γ1

1 Ω4

Γ2

H̀ınh 4

1 - Biên Neumann; 0 - Biên Dirichlet

Xét bài toán





−∆u = f trên miè̂n Ω,

u = ϕ, trên biên {−a � x � 2a, y = −b} ∪ {−a � x � 2a, y = 2b}

∪{x = −a,−b � y � 2b} ∪ {x = 2a,−b � y � 2b},
∂u

∂y
= β(x) trên {0 � x � a, y = 0} ∪ {0 � x � a, y = b},

∂u

∂x
= g(y) trên {x = 0, 0 � y � b} ∪ {x = a, 0 � y � b}, (H̀ınh 4).

Chia Ω thành 4 miè̂n Ω1,Ω2,Ω3,Ω4 bo.’ i 4 biên chung Γ1 = {a � x � 2a, y = 0},Γ2 =

{a � x � 2a, y = b},Γ3 = {−a � x � 0, y = b} và Γ4 = {−a � x � 0, y = 0}, ký hiê.u ui là
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nghiê.m trong 4 miè̂n Ωi, (i = 1, . . . , 4), ξ1 =
∂u1
∂y

∣∣∣∣
Γ1

, ξ2 =
∂u3
∂y

∣∣∣∣
Γ2

, ξ3 =
∂u3
∂y

∣∣∣∣
Γ3

, ξ4 =
∂u1
∂y

∣∣∣∣
Γ4

.

Viê.c gia’ i bài toán du.o.. c thu.. c hiê.n bo.’ i quá tr̀ınh lă.p sau dây:

Kho.’ i dô.ng ξ
(0)
1 = 0, ξ

(0)
2 = 0, ξ

(0)
3 = 0, ξ

(0)
4 = 0. Vó.i k = 0, 1, . . . thu.. c hiê.n các bu.́o.c sau:

Bu.́o.c 1: Gia’ i bài toán 1 trong miè̂n Ω1

T̀ım nghiê.m u
(k)
1 = U0001(. . . ) trong dó b1, b2, b3 là các giá tri. trên các phà̂n biên dã

biết,

b4 =






ξ
(k)
1 , a � x � 2a, y = 0,

β(x), 0 � x � a, y = 0,

ξ
(k)
4 ,−a � x � 0, y = 0.

Bu.́o.c 2: Gia’ i bài toán 2 trong miè̂n Ω2

T̀ım nghiê.m u
(k)
3 = U0010(. . . ) trong dó b1, b2, b4 là giá tri. trên các phà̂n biên dã biết,

b3 =






ξ
(k)
3 ,−a � x � 0, y = b,

β(x), 0 � x � a, y = b,

ξ
(k)
2 , a � x � 2a, y = b.

Bu.́o.c 3: Gia’ i bài toán trong miè̂n Ω2

T̀ım nghiê.m u
(k)
2 = U1000(. . . ) trong dó b1, b2 là giá tri. trên các phà̂n biên dã biết,

b3 = u
(k)
1 là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài toán 1, b4 = u

(k)
3 là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài

toán 2.

Bu.́o.c 4: Gia’ i bài toán trong miè̂n Ω4

T̀ım nghiê.m u
(k)
4 = U0001(. . . ) trong dó b1, b2 là giá tri. trên các phà̂n biên dã biết,

b3 = u
(k)
1 là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài toán 1, b4 = u

(k)
3 là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài

toán 2.

Bu.́o.c 5: Diè̂u chı’nh các giá tri. trên các biên chung

ξ
(k+1)
1 = θ1ξ

(k)
1 + (1− θ1)

∂u
(k)
2

∂y

∣∣∣∣
Γ1

, ξ
(k+1)
2 = θ2ξ

(k)
2 − (1− θ2)

∂u
(k)
2

∂y

∣∣∣∣
Γ2

,

ξ
(k+1)
3 = θ3ξ

(k)
3 − (1− θ3)

∂u
(k)
4

∂y

∣∣∣∣
Γ3

, ξ
(k+1)
4 = θ4ξ

(k)
4 + (1− θ4)

∂u
(k)
4

∂y

∣∣∣∣
Γ4

,

Kết qua’ : Kı́ch thu.́o.c miè̂n a = b = 1, lu.́o.i chia 64× 64.
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u∗=10x(1-x)y(1-y) u∗=10x(1-x)y2(1-y) u∗ = sinx sin y

Tham số Sai Số là̂n Tham số Sai Số là̂n Tham số Sai Số là̂n
θ1 = θ2 = số lă.p θ1 = θ2 = số lă.p θ1 = θ2 số lă.p
θ3 = θ4 θ3 = θ4 θ3 = θ4
0.3 Không 0.3 Không 0.3 Không

hô. i tu. hô. i tu. hô. i tu.
0.4 0.0016 30 0.4 3.10−4 30 0.4 2.10−4 30

0.5 5.10−7 22 0.5 2.10−4 12 0.5 1.10−5 15

0.6 4.10−7 17 0.6 2.10−4 12 0.6 1.10−5 16

0.7 5.10−7 25 0.7 2.10−4 20 0.7 1.10−5 22

0.8 3.10−5 30 0.8 2.10−4 30 0.8 1.10−5 30

0.9 0.0087 30 0.9 0.0042 30 0.9 0.0012 30

Kết luâ.n: So. dồ lă.p gia’ i bài toán trên hô. i tu. vó.i giá tri. tham số lă.p du.o.. c cho.n trong

khoa’ng (0.4, 0.9), giá tri. tối u
.u trong khoa’ng (0.5, 0.6).

Bài toán 5.

MiÒn
rçng 0

Γ1

b

y
0

0

0

1 

1 

a

Ω1

Ω3

x

1 

Γ6

Ω5

Γ2

1 Ω4

Γ5

MiÒn
rçng

1 

1 

1 0Ω2

Γ3

Γ4

MiÒn
rçng 0

Γ1

b

y
0

0

0

1 

1 

a

Ω1

Ω3

x

1 

Γ6

Ω5

Γ2

1 Ω4

Γ5

MiÒn
rçng

1 

1 

1 0Ω2

Γ3

Γ4

H̀ınh 5

1 - Biên Neumann; 0 - Biên Dirichlet






−∆u = f trong miè̂n Ω,

u = ϕ trên biên {−a � x � 4a, y = −b} ∪ {−a � x � 4a, y = 2b}

∪{x = −a,−b � y � 2b} ∪ {x = 4a,−b � y � 2b} ∪ {x = 2a, 0 � y � b},
∂u

∂x
= g(y) trên {x = 0, 0 � x � b} ∪ {x = a, 0 � y � b}

∪{x = 3a, 0 � y � b},
∂u

∂y
= β(x) trên {0 � x � a, y = 0} ∪ {2a � x � 3a, y = 0}

∪{0 � x � a, y = b} ∪ {2a � x � 3a, y = b}(Hı̀nh 5).
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Chia Ω thành 6 miè̂n Ω1,Ω2,Ω3,Ω4,Ω5,Ω6 bo.’ i 6 biên chung Γ1,Γ2,Γ3,Γ4,Γ5,Γ6, ký hiê.u

ui là nghiê.m trong 6 miè̂n Ωi, (i = 1, . . . , 6), ký hiê.u

ξ1 =
∂u1
∂y

∣∣∣∣
Γ1

, ξ2 =
∂u1
∂y

∣∣∣∣
Γ2

, ξ3 =
∂u1
∂y

∣∣∣∣
Γ3

, ξ4 =
∂u3
∂y

∣∣∣∣
Γ4

, ξ5 =
∂u3
∂y

∣∣∣∣
Γ5

, ξ6 =
∂u3
∂y

∣∣∣∣
Γ6

là các giá tri. da.o hàm trên các biên chung Γi tu
.o.ng ú.ng (i = 1, . . . , 6).

Viê.c gia’ i bài toán du.o.. c thu.. c hiê.n bo.’ i quá tr̀ınh lă.p sau dây:

Kho.’ i dô.ng ξ
(0)
1 = 0, ξ

(0)
2 = 0, ξ

(0)
3 = 0, ξ

(0)
4 = 0, ξ

(0)
5 = 0, ξ

(0)
6 = 0.

Vó.i k = 0, 1, . . . thu.. c hiê.n các bu.́o.c sau:

Bu.́o.c 1: Gia’ i bài toán 1 trong miè̂n Ω1

T̀ım nghiê.m u
(k)
1 = U0001(. . . ) trong dó b1, b2, b3 là các giá tri. trên các phà̂n biên dã

biết,

b4 =






ξ
(k)
1 ,−a � x � 0, y = 0,

β(x), 0 � x � a, y = 0,

ξ
(k)
2 , a � x � 2a, y = 0,

β(x), 2a � x � 3a, y = 0,

ξ
(k)
3 , 3a � x � 4a, y = 0.

Bu.́o.c 2: Gia’ i bài toán 2 trong miè̂n Ω3

T̀ım nghiê.m u
(k)
3 = U0010(. . . ) trong dó b1, b2, b4 là giá tri. trên biên dã biết,

b3 =






ξ
(k)
4 , 3a � x � 4a, y = b,

β(x), 0 � x � a, y = b,

ξ
(k)
5 , a � x � 2a, y = b,

β(x), 2a � x � 3a, y = b,

ξ
(k)
6 ,−a � x � 0, y = b.

Bu.́o.c 3: Gia’ i bài toán trong miè̂n Ω2

T̀ım nghiê.m u
(k)
2 = U1000(. . . ) trong dó b1, b2 là giá tri. trên biên dã biết, b3 = u

(k)
1

là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài toán 1, b4 = u
(k)
3 là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài toán 2.

Bu.́o.c 4: Gia’ i bài toán trong miè̂n Ω4

T̀ım nghiê.m u
(k)
4 = U0100(. . . ) trong dó b1, b2 là giá tri. trên biên dã biết, b3 = u

(k)
1

là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài toán 1, b4 = u
(k)
3 là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài toán 2.

Bu.́o.c 5: Gia’ i bài toán trong miè̂n Ω5

T̀ım nghiê.m u
(k)
5 = U1000(. . . ) trong dó b1, b2 là giá tri. trên biên dã biết, b3 = u

(k)
1

là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài toán 1, b4 = u
(k)
3 là giá tri. biên nhâ.n du.o.. c tù. bài toán 2.

Bu.́o.c 6: Diè̂u chı’nh các giá tri. trên các biên chung

ξ
(k+1)
1 = θ1ξ

(k)
1 + (1− θ1)

∂u
(k)
4

∂y

∣∣∣∣
Γ1

, ξ
(k+1)
2 = θ2ξ

(k)
2 + (1− θ2)

∂u
(k)
5

∂y

∣∣∣∣
Γ2

,
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ξ
(k+1)
3 = θ3ξ

(k)
3 + (1− θ3)

∂u
(k)
2

∂y

∣∣∣∣
Γ3

, ξ
(k+1)
4 = θ4ξ

(k)
4 − (1− θ4)

∂u
(k)
2

∂y

∣∣∣∣
Γ4

,

ξ
(k+1)
5 = θ5ξ

(k)
5 − (1− θ5)

∂u
(k)
5

∂y

∣∣∣∣
Γ5

, ξ
(k+1)
6 = θ6ξ

(k)
6 − (1− θ6)

∂u
(k)
4

∂y

∣∣∣∣
Γ6

,

k = k + 1.

Kết qua’ : Kı́ch thu.́o.c miè̂n a = b = 1 , lu.́o.i chia 64× 64.

u∗=10x(1-x)y(1-y) u∗=10x(1-x)y2(1-y) u∗ = sinx sin y

Tham Sai Số là̂n Tham Sai Số là̂n Tham Sai Số là̂n
số θk số lă.p số θk số lă.p số θk số lă.p

0.5 Không 0.5 Không 0.5 Không
hô. i tu. hô. i tu. hô. i tu.

0.6 0.0032 13 0.6 0.005 30 0.6 6.10−5 30

0.7 1.10−6 30 0.7 0.0048 18 0.7 1.10−5 22

0.8 0.001 30 0.8 0.0048 30 0.8 2.10−5 30

0.9 Không 0.9 Không 0.9 Không
hô. i tu. hô. i tu. hô. i tu.

Kết luâ.n: So. dồ lă.p gia’ i bài toán trên hô. i tu. vó.i giá tri. tham số lă.p du.o.. c cho.n trong

khoa’ng (0.6, 0.8), giá tri. tối u
.u xấp xı’ 0.7.

4. NHÂ. N XÉT CUÓ̂I CÙNG

Trên co. so.’ kết qua’ thu.. c nghiê.m dã thu du.o.. c, chúng tôi có mô. t số kết luâ.n và nhâ.n xét

sau dây:

+ Dối vó.i bài toán biên elliptic vó.i diè̂u kiê.n biên hỗn ho.. p trong các miè̂n h̀ınh ho.c phú.c

ta.p th̀ı viê.c su.’ du.ng phu.o.ng pháp chia miè̂n là kha’ thi v̀ı luôn du.a vè̂ du.o.. c mô.t số hũ.u ha.n

các bài toán da.ng co. ba’n.

+ Dối vó.i diè̂u kiê.n biên hỗn ho.. p th̀ı phu.o.ng pháp su.’ du. ng lă.p da.o hàm trên biên to’ ra

hũ.u hiê.u ho.n phu.o.ng pháp su.’ du.ng lă.p giá tri. hàm trên biên.

+ Viê.c lu
.
. a cho.n tham số tối u.u trong viê.c hiê.u chı’nh các da.o hàm trên biên nhất là trong

tru.̀o.ng ho.. p cùng mô.t lúc su.’ du.ng nhiè̂u dãy lă.p chu.a khă’ ng di.nh bà̆ng ĺı thuyết, nhu.ng qua

kết qua’ thu.. c nghiê.m cho thấy rà̆ng phu.o.ng pháp hô. i tu. vó.i tham số θ nhâ.n giá tri. trong

khoa’ng (0.4, 0.8) và giá tri. tối u
.u phu. thuô.c tù.ng bài toán.

+ Vó.i phu.o.ng pháp dã dè̂ xuất có kha’ năng gia’ i quyết du.o.. c các bài toán biên elliptic vó.i

diè̂u kiê.n biên hỗn ho.. p trong các miè̂n h̀ınh ho.c rất phú.c ta.p.
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