
MỘT SỐ BÀI TOÁN ĐẢO NGẪU NHIÊN CỐ HẠN CHẾ
LÊ TRƯỜNG TÙNG

I-M Ở  ĐẦU

Ký hiệu QB là tập hợp tất cả các hoán vị 011Z-, iiO của các số (1,2r j)  thảa mStt một diều kgn B phụ thuộc 
vào một số tham số nào dó.vấn dề tồng quát được đặt ra như sau :

1) Um điều kiện của các tham số dề QB *  0 -
2) Đánh giá lực lượng ộố phần tử) |QB|theogiá trí các tharasổ.

3) Um ửiuật toán đảo các số 0 .2 ^ ) đề nhận được một hoánvtngíu nhiên trong QB.
Đây là một vấn đề có ý nghía thực tế. Nó xuất hiện khỉ nghiên cứu một sổ mô hình giản đon cửa bàl toán 

phân bố tần số hoặc khi tạo một sổ toại sổ liệu ngẫu nhiên mồ phòng một sổ quá trình trên máy tính điện tử. 
Thrởng họp đảokhống kèm theo điều kiện nào được khảo sát kỹ trong D, 21 Một trường hợp khác; khi (bầu kiện 
B là tồn tại đúng k cặp Cj. Ịl+l) đề Ịj <ij +l được xét đến trong P1 BàL báo này s& khảo sát bài toán VÓI hal loại 
điều kiện B khác. Các kết quả đã được sử dụng đề tạo 14p các quy ũúc vô tuyến đkm bảo một s ỉ  y£u dhi về gián 
cách giữa các tần số.

II- ĐẢO NGẪU NHIÊN VỚI RẰNG BUỘC GIÁN CÁCH GIỬA HAI PHẤN TỬ KỀ NHAU

Đlầu kiện B phụ thuộc vào tham số n và được phát biều như sau: VỚI mọt cặp phần tử QỊ]> Ị)+í) kề nhau, 
l ắ j ắ n  -1

Chứng minh :
a) Trong khẳng đinh này tẩt cả các đẳng thúc và bất đầng thúc đầu .hỊỈn nbiAn trừ đỉng thức CUỐI bên phiL 

Ta díứngmliủi bằng phản chứng. Giả sử m>|fl/2]vàtồntạl ( il ,*2»*•*»*«») 6  Qm Khl(¿VỚI

l* j  ~  *v+i| >  m
(1)

Ta ký hiệu là tập các hoán vị thỏa măn ũ).
ĐịnhIýl.a)Vớlm<pim>&i/2]:

n| “ W?I > IQỈI > ■■■iQỊt/2i ì  |<5” 1. 0

b)

m — ín/2]> |Q » | Ị> I» — 2(m — 1)]c) Với mọi



b) Ký hiệu NI ={\2, -, m}. N2 = {m+1, m+2 ,̂ 2m}. Do |ij-ij+ l|s m nên nếu i i  €  Ni  ứủty+iỄ JV2 và ngược
Uri.

Giảsửii 6  iVikhlđó *2j - i  6  Ni  , i2j  e  7V2 vớlmọlj =12,^mvà
* 2 -  *1 > n»
¿4 -  *3 >  m

(2)

*2m  — *2 m —1 ì ì  m

Cộng các bất đẳng thức trong Ợ) VỚI nhau, ta được:
m m

£ * 2i  ~ £  m2
j = 1 j= i

v ế  trá i là  tồ n g  t ấ t  cả  các số  tro n g  N2 trừ  đ i tồ n g  các số  tro n g  N i  h iệu  này  b àn g  d ú n z  m2, n h ir m ol fes 
đ ẳn g  th ứ c  tro n g  (2) đ ề u  là  đ ẳn g  thức. Do 11 =  12 - m, 13 <  12 - m  v à  i l  13 nên  13 <  i l  Tirơr.c; i n- i,- •- ■ X ; 7 % ¡y 
12m*l <i2m -3, tứ c  i l  > 13  > i5  >_>J2m -l, suy  ra  12Ị-1 = m  - j  +  X v à  do  các đ ẳn g  th ứ c  tro n g  (2), i.2i ”  '<n ! ••

Hoàn toàn tương tự, tồn tại một hoán vl duy nhất thỏa mãn CD với il e N2. Từ đó suy ra j Q'ị"' ị

c) Ta chứng minh bằng quy nạp theon. Điều khẳng định đúng VỚI n =2m.Giả sử nó đúng VỚI n - ! > 2rfi..i/ 
hoán vị bất kỳ (il, ¿2, •••, in -1  €  QỈỊ,“ 1 .Đề kiềm tra được rằng có không ít hon n - 2(m-lì cícb nhsv 
In = n vào giữa hal sỗ Ị), lj +1 trước il hoặc sau ln-1 sao cho (1) vẫn thỏa mãn. Tất cà các hoán vị nhận dưvc tb-A, 
cách này đều khác nhau, do đó:

iQml >  \ Q ĩ r 1 \[n -  2(m -  1)1 >  [n -  1 -  2(m -  1)]! [n -  2(m -  1)] =  Ịn -  2(m -  1)]!

Định lý chúng minh xong.

Sau đây ta mô tả hai thuật toán tạo hoán vị ngẫu nhiên thỏa mãn CD-

THUẬT TOÁN 1:
Xuất phát từ một trong hai hoán vị thuộc với n’ = 2m, tức là từ hoán vị (nạ, 2m, m-], 2m-l,_,], m+1) hoA- 

(ưi+Ị, X m+2, 2, -, 2in, m), ta tăng dần n’ lên cho đễn khl bằng n, mỗi bước tăng 1 đơn vị theo phương pháp mô r  
trong cách chứĩig minh phần c của định lý X tức là xây dựng hoán vị trong Ql + 1từ

(ñ, *2) ...,*0 € Qlm, 2m < / < n -  1 
bằng cách nhét ngẫu nhiên số 1 +1 vào một vị trí nào đó giữa Ị), Ị) +1 trước 11 hoặc sau Í1 sao cho CD đứng với 1 +1 
và các phần tử cạnh nó.

Thuật toán này cho phép tạo đượẹ không ít hơn [n-2(m-l)]¡ hoán vị thuộc Qn , số các số ngẫu nhiên cần tạo là 
n-2m, số các phép tính can thiết là m

TIĨUẬT TOÁN 2:
Từ 012,^n) ta đảo ngẫu nhiên theo một trong các phương pháp mô tả trong ũ] đề nhận được 0112. -4nì sau 

đó biến đồi ÔL 12,-4n) đầ nhận được hoán vị thỏa mãn (1) theo các bước xử lý sau:
X ử  lý sơ  bộ : Đầu tiên chọn sổ nguyên k bé nhất sao cho |tl - ik I > m rồi đồl vị trí của lk cho 1'2. Sau đó, giả 

sử các cặp kề nhau trong Gl 12,4]) đều thỏa mãn Ctt chọn số nguyên tố k >J bé nhất sao cho lỊ) ■ lk 12: m roi dồi 
vị trí của lk cho Ị) +1. Dễ đàng kỉềm tea được rằng các bước trong quá trinh xử lý sơ bộ đều có thề thực hí Li đượ 
khij < n - 2m. Khi đạt đến J =n - 2m, ta chuyền sang glal đoạn xử lý tiếp theo.

X ử  lý triệt dề : Xét phần tử lj+l,j = n - 2m. Ta tim vị trí gần Ị) +1 nhất trong các vị trí sau ij, giữa Ịj-Lij, giữa 
Ịj-2.iJ-l-. giữa u  12, trước u  sao cho cho có thề chuyền IJ+lvàođó mà không vl phạm 0) đối VỚI y+1 v:: cr.c phi", 
tử thuộc ca 12r40 kề nó. Sau đó đánh số lại J+1 phần tử đã thỏa mãn (1) và tăng J lên 1 đcm V1 rồ: ì^p Uu qui triỉiìi



xử lý này. DỄ dàng kiềm tra được rằng nếu n-2m Ï  2m-2, tức n 2  2C2m-l) thì các bước trong quá trinh xử lý triệt 
đằ đều thực hiện đưọc.

SỐ các số ngẫu nhlỀn cần tạo trong thuẠt toổn này là n, số phép tính cần thiết là OỘ12). Thuật toán 2 dứ áp 
dụng dược VỚI n 2  2(2m-]), trong khl thuật toán láp  dụng được cả cho trường hợp 2m k  n  <2C&1'1) nhưng nó

1«1 oó thề tộO được tắt cả các hoán vị có thề có trong Ọ" bỏri vì nếu hoán vl xuất phát thuộc thì nó bất biến 
qua cả hal quá trình xử lý.

III - ĐẢO NGẪU NHIÊN ĐẢM BẢO GIẢN CÁCH LẪN NHAU 

GIỮA CẮC PHẦN TỬ TRONG TỪNG NHÓM

Trong bài toán iiày, n = lie và điều kiện B dược phát blều như sau: với mil cặp phần tử bất kỳ
trcng m& nhóm k phẩn tử Nj =KJjJc+], ijk+Z-, ljlcHÛ ,J =1,2,^1 của hoán vị Ol 12n in)

(3)

Hai hoán vị (ti ( íi ..... ,-1) =  W l,N } ,. . . ,N Ỉ )

vầ ( ĩ ì , i l - , i* n )  = ( N Ì , N Ì ..... N?)
thỏa mẫn (3) được gọi là tương đương vái nhau nếu hoán vị thử nhất có thề chuyền về hoán vị thứ hai bằng 
cách hoán vị các N j  với nhau và hoán vị nộl bộ các Nj.Dêcy là quan hệ tương đương, và tất cả hoán vi thỏa mãn 
(3) phân thành cac iơp, mầ lớp chứa các hoán vị tương đứcmg với nhau. Ký hiệu là tập tất cả các hpán vi 
thỏa núăi (3), và là tập các lớp hoán vị tương đươngrDễ thấy rằng mỗi lớp tướng đương chứa II CkỊr hoán 
vtdođồ:

t ó fe| =  / ! ( f c ! ) ' t ó l  ( 4 )

Đ |nhlý2.a)V ới k > 2 , p ^ k j éÿ  khlvàchikhll ă: m

b) |J * fc| =  | ^ ’fc| =  l
c)Vớl I > m,  |i^ fc| >  [(ỉ -  m)!]fc-1(i -  

Từ đinh lý 2 và (4) suy ra:
Hộ quả. a)VỚIk a  2, Qm 5*0 khlvàchikhll 2 m

b) IQm’fc| =  m!(fc!)m,

c)vớl l > m ,  IQỈ Î >  /!(£!)*{(/— m)!]*-1 (/ -  

Chứng minh dinh lý 2:

a) P Ì Ỉ Ĩ Ỷ I  khlvàchl khi Q1*  Ỷ  0 .Gỉảsử

(*'ií *3« •••>*»»)83 €  ợ ị f

Ký hiệu
ay =  mäxNj =  max(íj.fc+i,tj.*+3, ...,ij.k+i).

Khl đó rỗ ràng ỌJ i  1 + ữc-Qm. E>0 các 8ố Bj khác nhau và aj £  Bc nỄn tăn tạl Jo sao cho Ojo < lk  — l + 1



Như vậy ík -1 +1 £  1 + (k - 5m, tức (jk - 1)(Ị -m) ằ  0 
Suy ra i 2: m. Ngược lại, nếu 1 â  m thì hoán vị Ql iz_4n) = (N], N2,-^l) vớí

P+1=J

iJ.k-*s=ỊHc-ts-lHs=2,3„kO,j =  X Z - , l

thổa mẫn Ợ), tức là Ql’k ^  0

b) P^fc là lớp tất cả các hoán vl cổ thề có, do đó \ p ^ \  =  1
Xét n =mk, tức 1 =m. Với mọt

( i u Ì 2 , . . , i n) = ( N u N i , . . . , ^ )  €  P £ 'h

tỒntạljmsaocho m €  Njm . Nếu sắp xếp lại các phần từ trong Nj  theo thứ tự tăng dần i <  i tỊ <  ... < i , h 
thì đo (3) nên

i»i =  m
I > m  ...

(5)

»'•* -  *»*-1 £  m

Cộng các đẳng thức và bất đẳng thức trong (5) lại ta được i»k > km  =  n phung doi,t < n nân i,h = n và 
mọl bất đẳng thức ữonx (5) đều là đẩng thức, tức là sau khí sắp xếp lạl Njm =  (m, 2m,Jan). Hoàn toàn tương 
tự, tồn tại jm-l <Ê m - l Ễ  Nim-1  . Với cách xếp lại theo ứiứ tự tăng dần như đối vối Njm và đề ý rằn? 
max 1 < n -  1 do max Njm -  n, lập luận tương tự ta đượijVjm_!=<m-], 2m-Wan-l). Tiẽp tục quá trình 
nay cỉiom-2 ,m-3 ,-,3£ ta s u y  ra ỰM],N2,.^D tương đương VÓI j trong đó:

~Ñj  =  (y. m  +  3 , 2m  +  3 , (k - l ) m  +  j )

Như vậy |jpro,fc| _  1

c) Ta chứng minh qui nạp theo k VỚI 1, m cố định. Trường hợp k = 1 suy ra từ khẳng định ờ phần b định lý 2. 
Giả sử điều khẳng đinh đúng cho k - X tức :

l ^ - 11 >  Ị(J -  m)!]*"2(ỉ -  (6)

Lấy một hoán vl (il 12,-40) = (Ni N2,-, NI) dại diện cho một lớp tương đương bất kỳ ttongP¡¿k~ 1Ký hiệu ạj = 
max Nj và glả sử

° ji ajj  ^  ••• <  aji — ( k  — 1)1

Khi đó

Oj. < (fc -  2)ỉ +  í, * =  1 , 2 , I (7)
Ta tim cách xếp 1 số l(k-l)+l, l(k-l) + 2,., lk vào các nhóm Ni NZ-.N1, mỗi số vào một nhóm sao cho (3) không b| 

phạm. Đề đạt được điều này chi cần đảm bảo gián cách không bé hcm m giữa số được xếp vào Nj VỚI aj là đủ.
Do 00 nên số Oc-l)l +1 có thề xếp vào một trong 1 - n nhóm khác nhau thỏa mãn giãn cách m đốl với a j. tức 

ỉà cũng thỏa mãn VÒI các phần tử khác trong nhòm. Sau khl xếp xong (k-í)l + X số (k-ül + 2 cùng có thề xép van 
một trong 1-m nhóm khác nhau trong các nhóm còn lại. Điều này đúng cho tất cả các só (K-ỊÍ +s> s ắ  m +1 Khí s > 
m+1, sổ nhóm còn lại ít hơn 1 - m, vì vậy số các nhóm có thề xếp (k-l)l +s vào sau khi đă xếp các số (k -lí + ! (k 
l)i + 2 ,-, (k -1)1 4S - lk h i s > m + l giảm dần từ (Ị - m) - lđ ế n  1 khi s tăng dần từ m + 2  đến IBíVi vây vớt eáoÂ xếp  
này , ta  n h ậ n  đ ư ợ c  (Ị - m )m (J - m )!cách h o á n  v ị ứ n g  VỚI G - m)m ộ  - m)! lớ p  tưoTig đưcm £ khác nhau . Ciir.g <Js k e m  
tra rằng VỚI cách xây dựng này, các lớp tương đương khác nhau thuộc p l ^ ~ 1 sinh ra các lóp khik nhím th UÇC

. từ đó suy ra:

\pỉkk \>\pỉkk- l \ ( i -™ ) mv -"*)'■ ís )



Từ (8) và giả thlẽt qui nạp (6) suy ra đièu cằn chứng minh.
Ta md tả hai thuật toán tạo hoán vi ngẫu nhiên đảm bảo giãn cách lẫn nhau giữa các phần tử trong từng 

nhổm.

THUẬT TOÁN 3:

Trong chứng minh phần c định 1*2 tạ  chi ra phương pháp xây dựng ngẫu nhiên một lớp hoán vt p lm 
từmột lớp hoán vị ngẫu nhiên thuộc 1 .Ta xuất phát từ là lớp tất cả các hoán vị 1 phồn tử oó thề có,
thực hiện k-llần phép xây dựng trên, mỗl buức chuyền từ pj¿* rang .Hoán vị cần tìm nhận được từ hoán 
vị đọl điện nào đó trong p ị*  qua phép đảo ngẫu nhiên các nhóm Ns, s = 1A4 VỚI nhau và đảo nội bộ trong các 
nhóm Ns theo một phương pnáp nào đó mô tả ¿ong (3).

Thuật toán này oó thề tạo ra l! (k!)1 [(1 - m )!]^  (1 - hoán vị khác nhau thỏa mãn (2). số các số
ngẫu nhiên cần tạo là 2n và thời gian tính toán là 0 ( 0

THUẬT TOÁN 4:

Thuật toán này áp dụng cho trường hợp 1 chẵn và 1 ằ  2m tức 1’ = 1/2 ă: m. Thuật toán gồm các bước sau 
đầy:

Bước L Chọn số lo ngẫu nhiên trong và tạo các tập As (1 ắ  s ắ  2k-Ị):

A e =  (¿0 +  (3 — l)ỉ* +  l,t'o +  (í — l)ỉ; +  2..... t'o +  si')

¿ 2k =  (1) 2,...,t'oi n — ụ'  — t'o) +  l ,n  — ự  — t'o) +  2, ...,n)

Bước 2:Đảongẫụnhiân các tập A,, s == 1, 2k , sau đó tạo các tập Ni, Ni+Ii, i  =  1, l' , txong đó Ni là 
tập các phàn tử thử t của A], A3,-A2k-1 còn Nị+V là tập các phần tử thứ 1 của A2, A4^A2k. Nếu xẽm 
(A2s-1 A2s), 3 = 1, k là k cột của ma trận kích thước k X 21’, thi Ni là các hồng của ma trận này.

Bước 3:Đảo ngẫu nhiên nội bộ từng N ,, 3 = .1, ¿và đảo các Ns VỚI nhau.

Thuật toán này cho phép tạo nên 10372)0^0^ 1Ị/2 hoán vị khác nhau thỏa mãn Ọ), sổ các số ngẫu
nhiên cần tạo là 2n4l+], tuy nhiên thời gian tính toán giảm xuống oòn Oội).

Nhận ngày 12-3-1988.
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PE3Ỉ0ME 

HEKOTOPHE 3AMHH CJiyHAñHOrO nEPEMEQỊEHHH c  OrPAHHHEHHEM

B CT&TbH paccM O T peH ii ABe 3aaaHH c n y n a ltH o ro  nepeM em eHH H  c orpaHHweHHeM  MCJKAy 
8 JICMCHT&MHI H aftfleH U  ycjiOBHii cymecTBOBaHHH H oi^eHKH KOJiHHecTBa B03M05KHHIX nepe.M em e- 
BHÜ, npeA JioxceH U  aJiropH TM bi, n03B0Jiaw iU H e nonyH H Tb 9TB cjiyHaBH M e nepeM em eH H a.


