
ĐÁNH GIÁ LỜI GIẢI CẬN TỐI ư u  BẰNG PHƯƠNG PHÁP  
ĐỐI NGẪU ĐỐI VỚI BÀI TOÁN M IN -M A X  CHO HỆ 

ĐIỀU KHIỀN NHIỀU ĐẦU VÀO

TRẦN HOÀNG YÉN

I. ĐẶT VẤN ĐỀ

Xét bài toán :

Lr(u(.)) =  m ax  I dg (t) xịt) +  « . ( 1 ) 1 -------  -*■ m in  (1.1)

(s, t) €  SXT

( i ( t )  = A(t) X (t) + B(t)uit) + c,(t) 
t ^ T  = [0, t*]

x(o) =  x0 (1.2)

H *(t) =  g (1.3)
u(t) ç  Ü , t £  T, u  = |u  €  Rr, Du = f, u ,  <  u ^  u* j (J.4)

Trong đó s  — tập hữu hạn các chỉ sổ s ; T — khoảng thời gian có điềm kết thúc 
t*  >  0 cho t r ư ớ c  ; x ( t )  €  R n — v éc  tơ  t r ạ n g  t h á i  của  hộ đ ộ n g  l ự c  ; Xo  — t r ạ n g  t h á i  b a n  đ à u  
cho Irước ; u(t) ^  Rr — véc tơ điêu khiền ; c(t), ds(t) Rm, f  ^  Rk k < C r ;  A(t), B(t), H, 
D — các ma trận có cỡ tưong ứng là nXn, nXr, mXn, kXr. Hạn chế (1.4) gọi là hạn chế

dạng đa diện. (Xem [l]). d ’ (t) là chuyền vị của ds(t). Còn bát đẳng thức đối với các véc tơ cỏ 

nghĩa là bất đẳng Ihức đó xảy ra  với mọi thành phần của nó.

Điều khiền chấp nhận được u°(.) = (u(t), t ^  T) ở đây ìà hàm véc tơ thuộc lớp 

[Ti cùng với quĩ đạo tương ứng x(t) của (1.2) thỏa mãn câc hạn chể (1.3)—(1.4)

Điêu khiền chấp nhặn được uo(.) = (u6 (.), e ■> 0) gọi là tối ưu (s — tối ưu hay cận 
tối ưu) của bài toán (1.1) — (1.4) nếu Li(uo(.)) — Li(u(.)) sí 0 (Li(u°(.)) — Li(u(.)) íS s) vởi mọi 
u(.) chấp nhận được.

T ro n g  kh i xây  d ự n g  th u à t  toán  tim đ iề u  kh iên  cận tố i ư u  của  b à i  to â n  (1.1) — (1.1 > 
một câu hỏi đặt ra là làm thế nào có được đánh giá cận tối ưu của hàm mục tiêu cho mỏi 
điêu khiền cháp nhận được sau từng bước lặp. Điều này có V nghĩa thiết thực vi trong 
nhiều  t rư ờ n g  hợp nhất là đối với các hệ liên tục, ta không thề (và cũng kliông oàn) tìm 
ra hẳn đieu khiễn tối iru, mà chỉ căn tìm với một độ chính xác nào đỏ cho phép. Một trong 
những phương pháp xây dựng đánh giả cận tối ưu là thông qua bài toán đối ngảu (xem [2Ị). 
Tuy nhièn theo phương pháp này ta sẽ chỉ Ihu được đánh già cận tối ưu tốt nếu cực trị 
của hàm mục tiêu & bài toán đối ngẫu bằng già trị tôi ưu của hàm mục tiêu của bài toản 
ban đầu, mè tỉnh ehỂt này khAng phải lúc vào O.Ũlìịí có. Thỏng thường la phải đăt thêm môt



số điều kiện (xem [3]). Trong một sỗ trường hợp. bằng cách khẳo sàt trực tiễp ta có thè 
chứng minh được tính chất đà nêu mà không càn đặt thêm điều kiện gì lên các đối tượng 
ỗ mô hình bài toàn. Kết quả trong [4 ] là ’một ví dụ về cách giải quyễt theo hướng này 
trong (rường hợp đơn giản của bài toán (1.1)—(1.4) với s  — 1, d ( t )a d, A(t) — A, B(t) — B, 
C ( t ) ^ 0 ,  r  =  1, hạn chẽ (1.4) có dạng u ,  5S u(t) u #, t Ç T .  Dưới đây t a  sẽ ph á t  tr iền  kễt 
quả [ 4  I cho bài toán (1.1)—(1.4).

II. KỂT QUA Cơ BẢN

Đặt

max I d’ (1) x(t) 4- « ,(t) I ”  — Ằ
(s, t) <c SXT

và gọi '®(t) là nghiệm ea bản của phương trình vi phân ma trận
( «DU) = A(t) fl>(0 
ỉ ¿ (0 )  =  E

Khi đỏ nghiệm ,c(t) của (1.2) cố dạng:
t

,x(t) =  (Ị>(t)x0 +  ® (t) (T )[B (T )u (r)  +  e(T)] dT

o
Thay vào (1.1)—(1.4) ta được bài toán tưcrng đưang sau :

ì (u(.). X ) ___A —  , max (2.1}

-  co* (t) =  d's (t) 0 (0 * 0  -  * s (t) +  Ằ +  d ’s ( t)  T) [B ( r )  u(T) +  c ( r ) ]  d *  0

s 6 S  (2.2)

—(K)s# (t) — dç (t) <j)(t) ,x0 -  a s(t) +  X -  dgCLCl ( r ) [ B ( r ) u ( r )  +  c ( r ) ]  đ r  ^  0

s £  S  (2.5)

u(t) -  u* ^  0 02.4)
u(t) + u ^  0 (2.5)

t*

H $ ( t * ) x „ - í *  +  H  J * ® ( t * ) < D ~ - ' ( r ) [ B ( r ) u ( r ) + c ( r ) ]  d r  =  0 (2 .6Ï

O

Du (t) — f = 0 (S.T)

Theo lưực đồ [3l t a c ó  thề lậ p  đ ư ợ c  bài to á n  đố i ngầu  v ớ i  bài to á n  (1.1) —(1.4) n h ư  sau . 

L a í v i s U .  s ^ S ,  V3„(.), s €  S, V3 (•)» V«(J ,  yi.  yn( .))

t

^  E  f  d ’ ( t ) 0 ( t ) x o  +  a . íO + d ^ O í t )  J*4>-‘( T ) c ( r ) d r Ị  [v2s( t ) -v w ( t ) ]d t  
e s  T Ố I

+ u*’ J*V3 (t)dt -  U» J*v4 ftídt + r  ^ y ! i ( t ) đ t

T T T



2  ^ [ v i s  ( t )  +  V 2 s ( t ) ]  d t  =  l  ( 2 . 9 )

s ^ S  T

y  iị5’ (t)B(t) +  [ v 3 ( t) -V 4 ( t ) ] ’+ j ’I H<I>(t*)0 '1( t ) B ( t ) + y Il( t )D  =  0 a i o )

s £ s

Y l s ( t )  S ĩ  0 ,  s ^ E S ;  V 2s ( t )  0 ,  s  ^  s ; V i s  ( t ) ,  V a s ( t )  ^  Li(T)

V3(t) >  0; V4 (t) >  0; V3(t), V4(t) Ç  l Ị  (T) 

y  I ^  Rm ; u n  ( t) Ç  Li (T) ; tps(t) l à  n g h i ệ m  c ủ a  hệ :

ị  ^ ¡(t)  =  - 1 | ) ’S (t)A(t) -  |vis(t) -  V 2 S (t)] d ’s(t) (9 t l )

u , ( t * )  =  0

Đ ại lư ợ ng

ß (*, u (.), vis(.), s 6 s ,  V2s (.), s€S , V3(.), v4(.), yp yn (.)>

= ị  <«s (t)vis ( t)dt +  2  J* ws* ( t )V 2 s ( t )  d t +  

s € S T  s ^ S T

+ j* v j  (t) [ u # - u ( t ) ] d t  +  J v \  (t) [u(D -  u*] dt

T  T

(2. 12)

sẽ là đánh giá cản tối ưu đối với các phàn  tử  chấp nhận được u(.) cho bài toán ( 1. 1) —
( 1 . 4 )  v à  c á c  p h ả n  t ử  c h ấ p  n h ậ n  đ ư ợ c  ( v j s O ;  s  s ,  v - j s ( . ) s € ~ S  V 3 ( ' ) .  V 4 ( .) .  y  Ị '  7 i i ( - ) )  ( c h o  

bài toán (2.8) — (2-11)).
Điền đó có nghĩa là nếu ß(.) ^  s thì u( ) là điều khìền 8 —tối ưu của (1.1) (1.4) và

(visO, s ^ S ,  v2s(.), s ^ S ,  V3(.), Vi(.), y p y n (.)) là lời giải 3 — tối ưu của bài toản (2.8) — (2.11).
Định lý. Điều kiện cân và đủ đẽ điều khiễn chấp nhận được us(.) là  lời giải E— lối 

ưu của (1-1) — (1.4) là tôn tại dãy các phần tử  chấp nhận được của (2.8) — (2.11)

V| (.), s d s ,  V (.), s ^ S ,  Vg (.), (.), Ỵị C), yn (.) sao cho

l i m  ß(A ,  ü ( . ) ,  v i s C ) ,  s ^ S ,  V;¿s(.), s € s ,  Vg(.),  v4(-), y, ,  y [,(■)) ^  E
Y 00

C h ứ n g  m inh

a) Điêu kiện đủ là hiên nhiên.
b) Điều kiện cằn :

Nếu ue(.) ià điều khiến e-tối ưu của (1.1)-(1.4) thì tập câc phân tử chẫp nhận được của (1.1)-
(1.4)và (2.8) — (2.11) khác rỗng- H ơ n n ữ a  tập cácp h ãn  tử  chấp nhận được c ủ a ( l . l )  —(1.4) bị chặn

ĩ  ĩ
nên tồn tại điêu khiền tối ưu của (1-1) —(1.4). Theo định lý 32 [3, phàn III] 3  —*• o, í¡2 ( . ) —*■(),

T — T r
Vj (.) 0, i=  1 ,4  yj , yn (.) sao cho

P r ~T ~ ĩ  ĩ
1 I V (a) — V (a) dt +  L  = IỊ ,L— I Is 2s l

T s € S

-  ĩ  ~  ĩ  
V  ( « )  -  V  ( 3 )

Ja 2s d ’ (a)<|> ( a M ( a )0 ~ ,(t) 13 (D + v 3( 0  -  ~ 4 ( t ) l +

le



và

^  T  ~  T  T
+ y I H(D(t*)0'1 (t)B (t)+  y j j ( t )D  +  ^ ( t )  =  0

lim Lz (vis(.), s ^ S ,  V2s(.),  s ^ S  V3(.), V4 (-). y p y n (.)) =  Li (u°(.)>

T  Y TĐề chọn V. (.), y , y (.) chẫp nhận được ta xét tùng trường hợp sau:

1) ê Ị  > 0

Đ ặ t

vn (t) = v 11(t) + “ 7“  ^  0

v j  (t) = V y (t) >  0 s = 1
ls  ls

vĩ (t) = ~ T ( t )  > 0 Vs £ s2s

T.,

T T
V, ’(t> =  V  ' ’( t)  +4 4

4>(<x)da Q - ' ( t )  B(t)

+
f ĩ  +

+ (t) >  0

0(« )đ a  <ĩ>_1(t)IHt) +  l ị  <t) >  0

T ' T y (t) =  y 1 (t) >y l J II

(2.15)

Ta thẫjr ngay (2.9) thỏa mãn do (2.13). Ngoài ra cỏ tihễ kiềm tra được (2.10) thỏa~mân 

do (2.14). Như vậy (v^(t), vJ(t),  v"*"(t), y^, y^"(t) thỏa mãn (2.9), (2.10) tức là chăp

nhận được.
T —*• oo v

Do £ —*■ 0, c?"(t) -*• 0 ta có : V. (t)-
1 À 1

V i =  1,4

Vậy

TlỉmL2 ( v Ị u . v Ị u v Ị u v Ị o . y Ị ,  y ^ . »  =  H m L 2 V j u  v Ị u .  V Ịu, y j ( . ) ,  ỹ j .  ỳ *(.)>

2) ỉ I ""C 0 : ta phân ra hai trường hợp nhỏ : s  = I



ĩ- T! £ ì -  T ~ ĩ
+  V I (t) +  V 2 (t) d t  =  1 +  p .

s  +  > =  ' E‘€  S ỵ  V  ,, (t) Sĩ  ---ị

+ <  = s +y — OỴ

Ta xác định

T . TV J (t) =  \’ 2 (t) =  0 neu  t ^  S ỵ

T , ,  1 ~ r  T 1
v t (t) — TTT~ v 1 v 0 ~  r r ~1 1 +  PỴ 1 2 1-ị-p

. T  
’ 1

T ĩ  1 [  *=
V i  ( t )  =  0, V ộ ( t )  =  —  ị - •—

1 * ‘° Y L ^

V 2 (l)

-  T  ~  Ï
+  V 2 (t) +  V 2 (t)

'  t S +  ->neu t OỴ

ĩ  T T
Dễ t hấy  v ị  (t) >  0, V ó (t) 0, V Ị (t)

T —> oo
V J  ( t )

Y ĩ  —  oo ~ T
V 2 (t) --- -------- V 2 U)

v j ( t ) +  v 2 (t) d t  = U íJ 1+P-L
Ị — Ỵ ~ ĩ

+  V J (t) +  V 2 (t) d t  =  1

Ö Ỵ

Như vậy (2.9) thỏa mãn. Tiẻp theo ta đặt

V
ĩ ’ '• T- V

V ( t )  =  V , ( t )  +
í í

-  Ỵ Ỵ T
(a) - V («) — V (a) + 1 2 t

t

+ vr  (5)d(ct)<D(a)da®‘ (t)B(t)

T" ' Ỵ’
V (t) = V (t) +4 1 í

(-<) - V * (01) — V* (*) +I ứ L

1 V1 ( a ) < i ( a ) í > ( a ) d a Õ '  (t)B(t) 
2 í

T ~ r  ĩ  ~T  
y !  =  V] . yji (t) =  y n  <t)

Dẻ thấy
T T^oo -~ĩ Y Ï - 0 0  -  i

V g  ( t )  ---------* V g  ( t ) ,  Xị  ( t )  ------ Vị (l)

Có thê kiềm trn rtirac 1A (2.1ữ) thrm mñn nên

(2.16)

(2.17)

(2.18) 

(2.19)



/ ì y t ì T /  * T ,  V T r ,v W . ) ,  V • ( . ) ,  V|1' ( . ) .  y Ị ,  y ^ í . ) )

là eháp nhận dược. Hơn nữa

lim LaỊvTít) ,  v Ị(U ,  v Ị  (t), v Ị  (t), y j , y Ị  (t) Ị =
T - * o o  v 1  2 3  4 I I I  '

/ ~ r  ~  ĩ  ~  T ~ r  ~ ĩ  ~Y \
= lim L2 ( Vj (t), V2  (t), v j  (t), Vị  (t), Yj , yjj (t) j = Li (u (t)).

T - ' —
5 =/= /
Đâu tiên chúng ta chứng minh bằng phản chứng mệnh đề sau : 3 j  ^  (1, 2 , s) đề

5 ÍI'J *T*

p r  = 1 _  y  I |v j  (t) + (t) | d t

là một số dương 

Giả sử

Khi đỏ 

N hưn g

nèn

V j  : pỊ- <  0

s
z  p r * ^ 0
j - i

s s f¿>r- i  J
j = l  j : r

(t) + V2 ít) dt

Do
s ±

S =  1 T
í t

(t) +  v i  (t) dt >  1 + s —1

v Ị  (t) + V2 (t) dt +  q  = 1

nên

Vi %r r -

I E Ĩ I > ~

0 nên điêu trên là vô lý.

Bây giờ không mất tính tồng quát ta có thề giả sử

p y  =  p Y >  =  Ị

s=f=l 
1

Tirơng lự như troní» trường hợp s = 1 la đít!

v l s (t) +  v2s(t) dt >  0.

0 <  p

á- ( ỉ Ễ>í ! ) 
S ?  =  Ị .  -  1 v l V . n

Ị* ĩ
ỉ’l (t) “  V2 Í (I) | d l  0



f [ - dt = p’Y + pT

s +Y

_  ( + ~ _  i q l  ]
> + >  =  j t  £  s Ị  v£( t )  >  - p r ~ -  Ị

sT+< = s i  \  sr+>

/  v Yj ( t )  =  vj„ (t) = 0 nếu t 6  s ị

I

21

v ï ,( t>  =
py

p’r  +  p11

pỴ

Pỵ + Pr

I t ĩ '

~ Y ^  i q i
VỈ! (tì - n êu  t €  S ỵ

(2.20)

Y Y p’r [ ! I ~  r ~  Y ] ,  ^
v ĩ l (t) =  0 ’ V2 1 (t) =  -------------  [ ------ +  VjỊ (I) +  V 2 1  ít; j n e u  t s

PỴ +  p  Y

+ <  
Y

Dễ thấy

v ĩ s U) = v ĩ s (t)

v£<t > =  v ¿ ( „  s + l

v j  (t) >  0, v j  (t) >  0, VT (t) I H ũ  v ĩ  (t)

( 2 .21)

ls ls

' L ™  —  ; L (l1

ls

v ĩ t  (t) +  yT  (t)Z  í [  vĩ»“ ’ + vL U)j dt °  J  [
s - 1  |. £

+ 5  í  ỉ vĩ»<u + \ v t’] ' it = í  [ vs=j^i .ị; t

d t  +

r  ( t) +  V* (t) 
11 21

dt +  (1 — P’Y ) =

— 1 — Pr +

-  1 -  PÝ +

r  pv [ ỈÉĨ I  ~ Y 1
— ---------  -  - T r -  +  v n ü ) + v 2V t )  d t  =

J  Pr  + Py

P r

<PV Py> = 1
pv + Pr 

Như vậy (2.9) thỏa mãn.

Đặt v j  (t), (t), , y^jít) như các còng thức (2.17) (2.18) và (2.19) tương ứng. Như ta

đă thẫy (2.10) thỏa măru 
Vậy



( v j s < . \  s €  s,  v ị s ( . ) ,  s £  s, v ^ ( . ) ,  v Ị ( . ) .  , y IYI < - ))

!->• oo ~  -----
chấp nhận được. Ngoài ra do V.Y (t) -------» vT (t), i =  1, 4, s €  s

r  • is is

và î i  = y I ’ y II(l) ~  y ỉ í (t) nên

lim L‘2 ( v r  (t), s £ S ,  V * .  s € S ,  v * « ) .  v j ( t \  y 7 , y Y (t) ) =f  _ \ Is 2s o 4 I II 'I —>• oo

=  lim L '2 ( V Jg it), s €E s, VjgU), s ^  S, V3 (t), v j  (t), , y^j ( t)Ị  =  Li(u°(t)).
T—» 00

Như vậy trong mọi trường hợp:
l i m  p  (K,  u e  ( . ) ,  v i s  (  . ) ,  s  €  s ,  v ? s  ( .  ),  s  S ,  V 3 (  . ) ,  V 4  ( .  ),  y i ,  y n  ( . ) 6  =

T —* 00

=  l i m  [ L ị  ( u e ( .  ) — L 2 (vis  ( .  ), s $  s ,  V2s ( .  ), s  ^  S, V3 ( .  ), V4( . ), y i  < y n  ( .  ))] =
ĩ  — *■ 0 0

= Li(ue ( .  ) — Li (u°( . )) ^  e 
Ta đã chứng minh xong định lý.
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ABSTRACT

E s t i m a t i n g  s u b o p t i m a l  s o l u t i o n s  to m i n i m a x  p r o b l e m s  f o r  l i n e a r  m u l t i  — i n p u t  coil" 

t r o l  sys t ems  by  d u a l  m e t ho d

It's difficult to estimate suboptimality of minimax problems for linear systems. Ihe
estimate by dual method has proved to be effective. Here a result for linear multi -  input
sysstems in shown.


