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ĐÁNH GIÁ CHINH XÁC CHUẬN CÙA MA TRẬN NGHỊCH ĐAO 
TRONG Hệ PHƯdNG TRINH XÁC ĐỊNH Splin» loại IV

Hoàng Vân Lal 
Viện Khoa học tính toán vá éíều khiển

Nhưng năm gàn đây Spline được sử dụng rất nhlồu trong giái tích 8Ố( xem[1], [2], (3]), bdi vl Spline là công 
cụ nội suy có dộ chinh xác cao, quá trình tinh toán dê xây dyhg Spline IqI rất đớn gian, đặc blột là trong trường 
hcịp Spline bậc ba. Trong trường hộp này Spline còn có một dặc tinh tốt nuả tà sal 8Ố d một khu vijc nào đó ahh 
hưtíng rất ft đổn các khu vực khác, sô' d f Spline bậc ba cố dặc tính này là vỉ ma trận trong hộ phứóng trinh xác 
đỊph nó là ma trận ba đưòng chéo trội. Thật vậy, cho một iưỏl đều A trôn doan [a,b)

{ a = X0.X1....Xn » b }, XI «= xi-1 +h, I = 0.1.....n, h
b - a

n
X i

Cho Qiá trj cuá hàm f(x) trôn tưới A : f(Xj), I » 0,1....n. Khl đó ma trận trong hệ phUòng trình xác định
Spline S(x) bậc ba, nộl suy hàm f(x) trôn luól Acó dạng sau:

0*>

IU

6(I)

(1)

ờ  đây I đặc trưhg cho loại cua Splíne (xem Ị1Ị ) I = I, II, IV; m là số chiều cua ma trận Am . Vói n\a trân Am
dạng (1) thỉ hệ phưóng trình

= (X1.X2....Xm), f = (fi, *2, -, fm) (2)

cỏ thể giâl bẵng phúòng pháp truy đuổi ( xem [2]). Thật vậy, từ phướng trinh dầu cúa (2) ta có:
<ì> p XI -  P1X2 + qi, pi = pi =-

õ)
Ợ)

qi = qi =

Bây glừ ta dặt: 

Khlđó:
1

pt -

xl -  pixi + 1 +qi, I = 1,2....m -1

qi*= -p j(fi-c|).i),l-213,..1m-l.

(3)

(4)

(5)
4 + pt-i

Khl ma trận aW có dạng (1) ò' (4] đã chúhg minh rẳng sai sỗ ở một khu vu'c anh hudng rât ít đán các khu 
VIẬ5 khốc.

I cho truốc ("(a) và f"(b)) ta cố 
đường chéo trội, cho nân tồn tại ma

_ 1‘ 1 KIA1 1 /*hnnn tA lAt/ nhi lAn /MIÕ tw tWan f^An/i ikiV/K nau-m

Trora trương hộp Spline loai I (hoặc loại II), tức là cho trUớc f'(a) và f’(b) (hoặc I 
« ® “  y 4, p ) “  ò 1, m = n-2. Khl đ6 ma trận Am cỏ tình đường 

trận (A™ )'1 . Nâu chúng ta láy chuản cuâ vốc td theo cổng thức sau:

n f J  -  max I fi I ta sẽ cố ( xem (21)

I (Ạ ® )*1-! -  4 - ,  ị -  UI (n



Trong trườtìng hộp không có thông tin về đạo hàm cùa hàm f(x) ta phải sử dụng Spline loại IV, tức là đlồu 
kiện nội suy các giá trí đạo tóm tạl các dlổm a <= xo, b = Xm đikic thay bẵng diều klộn nôn tgc cuả S’"(x) tại các
diểmxi và Xn-1. «, IV/ i - »

Khi dó a -  Vv -  2, = ếN = 1, m = n-4. Ma trận ( Amw ) vẩn tồn tạl, nhưng chúng ta chỉ có
đốnh giá

n . y v i i f i .
Sau dây chúng ta sỗ chúhg minh rầng VỚI m >1

II (Amlv )-1 II < 1 •
Trước ttên ta xét trường hợp Spline loai l-IV, tức là trường họp tại a ta blổt f(a) còn tạl b thì không biét diêu 

kiện biôn nào. Khi đó a = 4, pTlv = 1, 7*  =2 , ô w  -1 , m=rv-3.

Đinh tó 1: ( Am1̂  ) thoa mãn đánh gỊá sau
2+ V 3

II (Am1-* ) - 1 II <  r =  —  -T  (7)
3+ V  3

Chứng minh: Lấy một vốc tơ 7 = ( )  bắt kỳ với |fi I <  1. Cho rồng X là nghiệm cuả hệ phưđng 
trình

(A mwv ) X = T  (8)

Ta sê chúhg minh râng II X I < r. Thật vậy, ta giá thiết rầng II X Ị| đạt điicịc tạl thành phần thứ k cúa véo td X 
, tức là:

II X n = I Xk I = max I XI I
1 = 1.2....m

Trútíc hết xét ta/ống hộp k = 1. Từ phương trình đầu cuầ hệ (8) ta có 
|xl| = (1/4)|f1-x2| <(1/4)1 f1| +Cl/4)Ịx2| <(1/4) + (1/4)1 X II 

VI vậy |x1| <  1/3 < r.
Bây giờ ta xét trường hớp 1 < k < m . Khl đó tù’ phướng trinh thứ k cuá hộ (6) ta có:
ỊxkỊ =(1/4) |fk - Xk-1 -Xk + 1 1 ^  (1/4)1 fk| +0/4)|xk-i| +(1/4)|Xk + l |  ^ 1 / 4 +{1/2)|Xk|
Vì vây Ịxk I <  1/2 < r.
Cuối cùng ta xót triidng hỢp k = m. .Chúng ta chỉ càn xét trủờng hộp |Xm-i I < |xmI , vl rẳng nô'u Ịxm-11 ■

|xm| =||xỊ| ta lại trò vồ trừòng hóp Mbyo’ đây chúng ta không thể đánh giá ngay Xfn từ phưòng trinh cuối cuằ hô
(8) đưdịc, v) làm như thồ chúng tà cfyithu đikịc lxm|< 1 .

Vỉ vậy chúng ta cân đánh giá Xm-1 chính xác hdn. Từ các cống thức (3),(4),(5) ta sẽ chúhg minh răng:
”  1

|Xm-l| < (2- -\Z~3~) |XmI • + -------- —- (9)
1 +

Thât vậy, bẵng quy nạp ta chứng minh rầng trong tniđng hộp ^

a w  .  4, p w  = 1 ta có:
_  1

| p | < 2 - V 3  = ri, Ịq l| < -------- = 12,;'. i  s ìệ2 ,. . m-1 (10)

VỚI l = 1, ta c ó ịp ^ l - 1/4 , Iq |"i= (il/4 |f1 |<  1/4 .

Vỉ vậy IpJ^I < ri , ịq ^ l <T2 . Giả thiôt rễng (10) dẩ difdc chứhg minh cho 1-1, ịỳ 2 . KhJ dó 
1 1 1

ịpi | = --------- ^ ----------- < --------- n
|4-pi-i| 4- |pn  I 2+ _

1 ( 2- v 5)(2 + V 3)
|qi| = |p i| Ịfi - C H k (2- v 3)(1 + --------) --------  --------- r2

1 + y /T  1 + V T
Nhờ đánh glá (9) ta đảnh giá chfnh xác hơn Xm . Thật vậy, từ phitóng trình cuối cùng cuẳ (8) ta có

1
2 |Xm| = |f(trXm-l| = |fm-(Pm-iXm + C|m-i)| < 1 + (2-^S) + --------- **-.

_ 1 + v "3 "
1 2 + \ /T

Vi vậy |xm| < —•- ( ----- -) = r . Oirih lý 1 đẩ đƯcỊc chứhg minh.
v ?  1 + V ĩ



Bây giờ ta chứng minh ràng tuy đánh giá (7) không đưòc chính xác như đánh gíá (6) và đánh giá (14) sau này, 
nhdng sal số ỏ đây, khi m đu lớn, là rất nho. Thật vậy, từ (5) và phưdng pháp biêu diên phân sổ dây chuyền 
(xem [5]) ta cố:

í 1 * * ® * 1p, J í  1=1,2,... (11)
Ả + ẹ to ¿Ị m

với ra « 2 + \ A  P4 *  2 -1/3 là nghiệm cuả phUổng trình bậc hal X 2 - 4x +1 = 0 , <p *  dtfcfc chọn sao cho
(1 + cp^)/ (ra + tpũ> rÀị = P®'. Trong trường hởp p i =-1/4 ta có

4 + T3 
= . : „ _ < 0

TO O Dsuyrarfco „

1 +  <p |£ Ĩ4

1 +  (p I5  T3
vl ring -1 < <p Mv, r 5 < 0 cho nên (1

1 + <p rg
0 < ----- -------... < 1

4 1 l-IV — (1 + <p rs
1 + I-IV r 1-1

|p ị| = r, ( .1 .1 ! l i . . ). I - I . f i . .... m-1 (12)
1 + ọ' f

Từ đẵng thút (12) suy ra rầng khi i = m-1 đánh giá (10) là chính xác tở! (Tại Ịưđng r ĩ" *  .Khi m là một sổ lớn 
thl đây là một đại ìưỏng rất nhỏ.

Bây giờ ta xốt trường hỢp spline loại IV.

Đinh M 2. ( A m )'1 thoá mẩn đánh glá sau:
.ị rm-t ^  p m-1

il( Am )’1ỈỈ -  r6 -  f6(m) = —  ( 1 + ---------------------------------- _) (13)
m 2 2rm ’̂ +2r4n,-1-r jn-2 - r f 2

Chứha minh Trứdc hết chúng ta nhận xét rầng trong trường hộp

’ r ỉ 9 + r'-4
DIV = -ỳ ta  có ip IV = 1. Nhu’vậy p i = - - ------- ---— , 1=1,2 m -1 (14)

». •  r j + r.‘'4

Bẳrig quy nap ta chứng minh 
1* rj'-1 1-r4‘

qi <  1 = 1,2.....m-1
r3 + r4 r3 -t 1 - f4

Thật vậy, vl rẵng ra + T4 =4 cho nên ta có ngay (15) trong trưòng hộp 1 = 1. Bây giờ ta giả thiết rẩng (15) đẩ 
đù(Jc chứng minh cho 1-1, \'ỷ2. 'Khi đó từ (5) và (14Ị ta có

(15)

|qi| -  tPil lfi - qt-1 ỉ < ỈPÌ|(1+ |q i- il) «  T : - - r - ( i + r -— — + — —- ) ]
r + r i  r v  + f  r 1 r 3 -1 1 - r 4

1 r ';1-1 1-ri"1 3 4 3 4
= i r M + i L l  + r n  + „ 1 1  ] 

ị  + ị  r3 -1 1-r4

1 ¿-1 1- ri

r3t r 4 f3 ' 1 1 - r4
Cung như trong chứng minh định lý 1, ta lấy một véc t<3 ? bất kỳ với | f |= l.  Cho rẵng X là nghiậm cuà hỗ 

phddng trinh
( A j f ) x  = ĩ  (16)

Ta cần chứhg minh rẵng |X|<EH6. Thật vậy, giả thiết rắng (xíđạt đưdc tạl thành phàn thứ k. Khi đó, nếu t<K<m 
ia » |x | *= |xk|<= 1/2<rệ. Bây giờ ta xét trường hộp k = m. Từphữơng trình cuổl cùng (16); (4) và (15)ia.cỏ 

2Ịxm| = |fm -Xm-ltof 1 t  I Pm-1 | |Xm| . + |qm-i| •$



Trong tniòng hcỉp k = í ta cần tht|c hiển thuật toán truy đuôi theo chiều giám cân, tức là blôu dtôri XI qua xu . 
Việc chứhg minh bât đảng thúb IXII <  're hoàn toàn tùdng tự như tatóng hộp k -  m Như vộy ta da chúng minh 
rầng

ỉ k a V  u  r6

Bây glờ ta lấy |f| = (1.-1,1 (-I)” *'1). Khi đó dế dàng chứng minh di/ộc răng Ịql| = |p l|(1 +|qí- 4  vỉ vậy |Xm|
-  r«. Tử dắng thức này ta suy ra đẩng thức (13).

■Đlph lý 2 đẵ chứng minh xong.
Trong phân cuối cuá bài báo này chúng ta nhận xét răng đảnh giá (13) xâu hổn cốc đánh giá (6) và (7) vỉ nó 

phu thuôc vào m Bây giò ta viết r6 = r6(m) vè dạng sau:
1 + rm*' + 2/r

re(m) ■= 4r [ 1 + r3 ------
(2r3-1) - r"*'* (l-2r4)

VlrẵngO < r3, 2r3 -1 > 0, 1-2r4 > 0, 0 < r5 <1 onôn r6(m), giam dần thao m và
3ra -1

lim re(m) = -------------- r.
m -* oc__ 2r3 - 2

Do re(m) giám dằn theo m, cho nôn chúng ta không dùng r dế đánh giá (AIV , i'’4 !ầ»n việc này
chúng ta chi’có thể dùng re(2) = t, r6<3) = 5/6, Í6(4) = 71/90,... m

Nhậnngi ) -1987
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ABSTRACT
THE EXACT BOUND OF INVERSE MATRIX tN THE SYSTEM 

OF EPIẠTIONS FOR SPUNE TYPE IV.

Consider here the ease of Interpolating spline S(x) for function f(x) at the points xO, X1....xm one has to use
the conditions of continuity of S’” (x) at the points xl.xm-1. For Spline of this type the exact bounds of inverse 
matrix are obtained by using the technique of three diagonal systems. /


