
Ta. p ch́ı Tin ho. c và Diè̂u khiê’n ho. c, T.22, S.3 (2006), 221—228
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Abstract. A graph is called a maximal uniquely Hamiltonian graph if it has the maximum number

of edges among the graphs with the same number of vertices and exact one Hamiltonian cycle. In this

paper, we prove the conjecture posed in [5] that for every n ≥ 7 there are exactly 2[
n−7

2
] maximal

uniquely Hamiltonian graphs.

Tóm tắt. Mô.t dồ thi. du
.o.. c go. i là dồ thi. Hamilton tối da. i nếu nhu. nó có số ca.nh nhiè̂u nhất có thê’

trong các dồ thi. có cùng số dı’nh và có dúng mô. t chu tr̀ınh Hamilton. Trong bài này, chúng tôi chú.ng

minh gia’ thuyết du.o.. c nêu trong [5] rằng có dúng 2[
n−7

2
] dồ thi. Hamilton tối da. i n ≥ 7 dı’nh.

1. MO
.’ DÀ̂U

Trong bài báo này, chúng ta chı’ nói dến các dồ thi. hũ
.u ha.n vô hu

.́o.ng. Mô.t dồ thi. G du
.o.. c

ký hiê.u G = (V,E) vó.i V là tâ.p ho
.
. p dı’nh và E là tâ.p ho

.
. p ca.nh cu’a G. Dồ thi. G1 = (V1, E1)

du.o.. c nói là dồ thi. con cu’a dồ thi. G2 = (V2, E2) nếu nhu. V1 ⊆ V2 và E1 ⊆ E2. Dồ thi. con
G1 = (V1, E1) cu’a dồ thi. G2 = (V2, E2) du.o.. c go. i là dồ thi. thành phà̂n cu’a G2 nếu nhu. mỗi

ca.nh e = (x, y) cu’a G2 vó.i x, y ∈ V1 cũng là ca.nh cu’a dồ thi. G1. Cho tru
.́o.c dồ thi. G = (V,E)

và S là tâ.p ho
.
. p con cu’a V , th̀ı dồ thi. thành phà̂n cu’a G vó.i tâ.p dı’nh S du

.o.. c go. i là dồ thi.
sinh bo.’ i S và du.o.. c ký hiê.u là G[S]. Ngoài ra, mo. i ký hiê.u và khái niê.m khác o

.’ dây dè̂u du.o.. c

lấy tù. [3]. Cho tru.́o.c mô.t dồ thi. do
.n vô hu.́o.ng G, ta go. i mô.t chu tr̀ınh C cu’a G là chu tr̀ınh

Hamilton nếu nó di qua tất ca’ các dı’nh cu’a dồ thi. G. Trong h̀ınh 1 ta có mô. t dồ thi. 5 dı’nh

vó.i hai chu tr̀ınh Hamilton khác nhau.

Hı̀nh 1. Dồ thi. 5 dı’nh có hai chu tr̀ınh Hamilton

Dồ thi. không có chu tr̀ınh Hamilton vó
.i nhiè̂u ca.nh nhất, dã du

.o.. c nghiên cú
.u bo.’ i Erdos

[4] và mô. t số nhà toán ho.c khác. Nếu dồ thi. G có chu tr̀ınh Hamilton th̀ı nó du.o.. c go. i là dồ

thi. Hamilton. Mô.t dồ thi. chı’ có dúng mô.t chu tr̀ınh Hamilton du
.o.. c go. i là dồ thi. Hamilton

tối da. i nếu nhu. nó có nhiè̂u ca.nh nhất trong số các dồ thi. cùng số dı’nh và có dúng mô.t chu

tr̀ınh Hamilton. Ló.p các dồ thi. này du
.o.. c nhiè̂u nhà toán ho.c nghiên cú

.u ([1, 2, 5, 6]). H̀ınh 2
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là dồ thi. Hamilton tối da. i 5 dı’nh.

Hı̀nh 2. Dồ thi. Hamilton tối da. i 5 dı’nh

Dối vó.i dồ thi. Hamilton tối da. i, Sheehan [6] dã nghiên cú
.u bài toán t̀ım số ca.nh nhiè̂u

nhất có thê’ cu’a dồ thi. n dı’nh vó
.i duy nhất mô.t chu tr̀ınh Hamilton. Kết qua’ tu

.o.ng tu.. du
.o.. c

Barefoot và Entringer [1] nghiên cú.u cho ló.p dồ thi. có duy nhất mô.t chu tr̀ınh Hamilton và

hai dı’nh không kè̂ nhau bất kỳ cu’a nó du.o.. c nối vó
.i nhau bo.’ i mô. t du

.̀o.ng Hamilton (du.̀o.ng

chú.a toàn bô. các dı’nh cu’a dồ thi.). Ta không xem xét ló.p dồ thi. dó o
.’ dây.

Sheehan [6] chú.ng minh di.nh lý sau:

Di.nh lý 1. [Sheehan] Dồ thi. tối da. i vó.i n dı’nh có dúng [n
2

4 ] + 1 ca. nh.

Trong [5], chúng tôi dã chı’ ra rà̆ng có ı́t nhất 2[
n−7

2
] dồ thi. Hamilton tối da. i bà̆ng thuâ. t

toán xác di.nh dồ thi. Hamilton tối da. i n dı’nh nhu
. sau.

Di.nh lý 2. Thuâ. t toán sau dây cho ta ı́t nhất 2[
n−7

2
] dồ thi. Hamilton tối da. i n dı’nh không

dă’ ng cấu vó.i nhau.

Xuất phát tù. mô.t chu tr̀ınh C có n dı’nh. Ta cho.n dı’nh x0 tùy ý trên C và xác di.nh

X1 = {x0},

Y1 = ∅.

Nếu tâ.p dı’nh Xi và Yi dã du
.o.. c xác di.nh, th̀ı ta xác di.nh dı’nh xi /∈ Xi sao cho tồn ta. i x

′ ∈ Xi
cách xi khoa’ng cách 2 do.c theo chu tr̀ınh C, và yi là dı’nh kè̂ vó

.i xi và x′ trên C. Tâ.p ho
.
. p

Xi+1 và Yi+1 du.o.. c xác di.nh theo quy tắc sau:

Xi+1 = Xi ∪ {xi},

Yi+1 = Yi ∪ {yi},

vó.i i = 1, 2, . . . , [n2 ]. Dồ thi. G thu du.o.. c bà̆ng cách bô’ sung vào C các ca.nh nối các dı’nh yi
vó.i tất ca’ các các dı’nh không thuô.c Xi+1 ∪ Yi+1. Chă’ ng ha.n trong H̀ınh 3, ta có hai dồ thi.
Hamilton tối da. i 9 dı’nh không dă’ ng cấu.
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Hı̀nh 3. Hai dồ thi. Hamilton tối da. i 9 dı’nh
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Bà̆ng thuâ. t toán dã nêu trên, ta có ı́t nhất 2
[n−7
2
] dồ thi. Hamilton tối da. i n dı’nh cho mỗi

giá tri. n � 7. Trong [5], gia’ thuyết sau du.o.. c du
.a ra.

Gia’ thuyết 1. Có dúng 2[
n−7

2
] dồ thi. Hamilton tối da. i n � 7 dı’nh.

Sau dây ta chú.ng minh rà̆ng gia’ thuyết trên là dúng.

Di.nh lý 3. Có dúng 2[
n−7

2
] dồ thi. Hamilton tối da. i n � 7 dı’nh.

2. MÔ. T SỐ KÝ HIÊ. U VÀ KÉ̂T QUA
’ CO

.
BA’N

Ký hiê.u h(n) là số ca.nh cu’a dồ thi. Hamilton tối da. i n dı’nh. Các bô’ dè̂ du
.́o.i dây dã du.o.. c

Sheehan [6] chú.ng minh.

Bô’ dè̂ 1. ( Theorem 1 [6]) h(n) = [n
2

4 ] + 1.

Xét mô.t dồ thi. Hamilton tối da. i G vó
.i n dı’nh. Ta ký hiê.u các dı’nh cu’a G liên tiếp nhau

trên chu tr̀ınh Hamilton C cu’a G là v1, v2, . . . , vn. Mỗi ca.nh e cu’a G không thuô.c C còn

du.o.. c go. i là mô.t dây cung cu’a C. Ta có:

Bô’ dè̂ 2. (Lemma 2 [6]) Hai dây cung (vi, vj+1), (vi+1, vj) không dồng thò.i thuô. c G.

Cho tru.́o.c mô.t dây cung e = (vi, vj), ta go. i dô. dài cu’a dây cung e là dô. dài cu’a con du
.̀o.ng

ngắn nhất do.c theo C nối 2 dı’nh cu’a e, nhu. vâ.y dô. dài � cu’a dây cung e tùy ý luôn là mô. t

số tu.. nhiên tho’a mãn 1 � � � n
2 . Ngu

.o.. c la. i, vó
.i mỗi số tu.. nhiên � tho’a mãn 1 � � � n

2 , ta
ký hiê.u C(n : �) là tâ.p ho

.
. p các dây cung có dô. dài �.

Bô’ dè̂ 3. (Lemma 3 [6]) Vó.i mỗi n, ta có |C(n : �)| � n
2 .

Ngoài ra trong [6] cũng chú.ng minh:

Bô’ dè̂ 4. (Lemma 6 [6]) Nếu n là số chẵn, � là số le’ tho’a mãn 1 � � < n
2 th̀ı |C(n : �)| < n

2 .

Bô’ dè̂ 5. (Lemma 7 [6]) Nếu n là số chẵn th̀ı |C(n : n2 )| �
n
4 .

Trong dồ thi. Hamilton tối da. i vó
.i dúng [n

2

4 ] + 1 ca.nh, th̀ı các bất dă’ ng thú
.c du.o.. c chú

.ng

minh trong các bô’ dè̂ trên tro.’ thành dă’ ng thú.c, cho nên ta có:

Bô’ dè̂ 6. Trong dồ thi. Hamilton tối da. i G vó.i n dı’nh và [n
2

4 ] + 1 ca. nh, ta có:

a) Nếu n là số le’ th̀ı G có n−1
2 dây cung dô. dài � � n

2 .

b) Nếu n là số chẵn th̀ı G:

- có dúng n
4 dây cung dô. dài n

2 chẵn,

- có dúng n
2 dây cung dô. dài chẵn � 	= n

2 ,

- có dúng n
2 − 1 dây cung dô. dài le’ � 	= n

2 .

Dê’ chú.ng minh Di.nh lý 3, ta nghiên cú
.u cấu trúc các dây cung trong dồ thi. Hamilton tối

da. i G.

3. CÁ̂U TRÚC DỒ THI. HAMILTON TỐI DA. I

Cho tru.́o.c dồ thi. Hamilton tối da. i G vó
.i [n

2

4 ] + 1 ca.nh, ta biê’u diẽ̂n dồ thi. G có dı’nh ta. i

dı’nh mô.t n giác dè̂u và ca.nh cu’a chu tr̀ınh Hamilton C cu’a G là các ca.nh cu’a n giác dè̂u dã
cho (H̀ınh 4).

Ta có bô’ dè̂ sau dây:
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Bô’ dè̂ 7. Khi n chẵn th̀ı các dı’nh cu’a các dây cung dô. dài 2 sinh ra mô. t dồ thi. con dà̂y du’

Kn

2
, các dı’nh còn la. i sinh ra dồ thi. K̄n

2
(là dồ thi. có n

2 dı’nh và không có ca. nh nào ca’).

Chú.ng minh. Theo Bô’ dè̂ 6 th̀ı có dúng n
2 dây cung dô. dài 2. Theo Bô’ dè̂ 2 th̀ı các dây

cung này ta.o thành mô.t da giác dè̂u
n
2 ca.nh. Ta dánh số các dı’nh cu’a da giác dè̂u

n
2 ca.nh

này bo.’ i A1, A2, . . . , An

2
và các dı’nh còn la. i cu’a dồ thi. G là B1, B2, . . . , Bn

2
nhu. trong h̀ınh 4.

A
1

B
1

1
2
−
n
A

2

n
A

2

n
B

1
2
−
n
BB

2

A
2

A
1

B
1

1
2
−
n
A

2

n
A

2

n
B

1
2
−
n
BB

2

A
2

Hı̀nh 4. Các dı’nh A1, A2, ..., An/2 cu’a các dây cung dô. dài 2 sinh ra dồ thi. dà̂y du’ Kn/2

Bây giò. ta chú.ng to’ rà̆ng các dây dô. dài chẵn � chı’ nối các dı’nh cu’a tâ.p {A1, A2, . . . , An

2
}

vó.i nhau. Thâ. t vâ.y, gia’ su
.’ ngu.o.. c la. i là tồn ta. i mô. t dây dô. dài chẵn � nối hai dı’nh Bi và Bj

cu’a {B1, B2, . . . , Bn

2
} vó.i nhau. Xét hai tru.̀o.ng ho.. p:

a) Số chẵn � 	= n
2 .

Theo Bô’ dè̂ 2, th̀ı các dây (Ai−1, Aj−1) và (Ai, Aj) không pha’i là ca.nh cu’a dồ thi. G. Suy

rô.ng ra, nếu có 0 < x < n
2 (x �

n
2 theo Bô’ dè̂ 6) dây cung dô. dài � nối các dı’nh cu’a tâ.p ho

.
. p

{B1, B2, . . . , Bn

2
} vó.i nhau, th̀ı có ı́t nhất x+1 dây cung dô. dài chẵn có hai dı’nh cùng thuô.c

{A1, A2, . . . , An

2
} không pha’i là ca.nh cu’a dồ thi. G. Tù

. dó suy ra là có không quá n
2 − (x+1)

dây cung dô. dài � nối hai dı’nh cu’a tâ.p ho
.
. p {A1, A2, . . . , An

2

}. Khi dó tô’ng số dây cung dô.
dài � sẽ không vu.o.. t quá x+

n
2 − (x+1) = n

2 − 1 là diè̂u mâu thuẫn vó.i Bô’ dè̂ 6. Do dó pha’i

có x = n
2 . Lúc này chu tr̀ınh:

C ′ = (B1A1An

2
Bn

2
An

2
−1 . . . An

2
+2− �

2

An

2
+1− �

2

Bn

2
+2− �

2

B2A2B3A3 . . . Bn

2
+1− �

2

)

là mô. t chu tr̀ınh Hamilton thú
. hai cu’a G, mâu thuẫn vó.i gia’ thiết là C là chu tr̀ınh Hamilton

duy nhất cu’a G.

b) Số chẵn � = n
2 .

Theo Bô’ dè̂ 2, th̀ı các dây (Ai−1, Aj−1) và (Ai, Aj) không pha’i là ca.nh cu’a dồ thi. G. Suy

rô.ng ra, nếu có 0 < x < n
4 (x �

n
4 theo Bô’ dè̂ 6) dây cung dô. dài � nối các dı’nh cu’a tâ.p ho

.
. p

{B1, B2, . . . , Bn

2
} vó.i nhau, th̀ı có ı́t nhất x+1 dây cung dô. dài chẵn có hai dı’nh cùng thuô.c

{A1, A2, . . . , An

2
} không pha’i là ca.nh cu’a dồ thi. G. Tù

. dó suy ra là có không quá n
4 − (x+1)

dây cung dô. dài � nối hai dı’nh cu’a tâ.p ho
.
. p {A1, A2, . . . , An

2
}. Khi dó tô’ng số dây cung dô.

dài � sẽ không vu.o.. t quá x+
n
4 − (x+1) = n

4 − 1 là diè̂u mâu thuẫn vó.i Bô’ dè̂ 6. Do dó pha’i

có x = n
4 . Lúc này chu tr̀ınh:

C ′ = (B1A1An

2

Bn

2

An

2
−1 . . . An

4
+2An

4
+1Bn

4
+2B2A2B3A3 . . . Bn

4
+1)



SÓ̂ DỒ THI. HAMILTON TỐI DA. I 225

là mô. t chu tr̀ınh Hamilton thú
. hai cu’a G, mâu thuẫn vó.i gia’ thiết C là chu tr̀ınh Hamilton

duy nhất cu’a G.

Tóm la. i, không có dây cung dô. dài chẵn nào nối hai dı’nh cu’a tâ.p ho
.
. p {B1, B2, . . . , Bn

2
}

vó.i nhau. Do dó các dı’nh cu’a {B1, B2, . . . , Bn

2
} sinh ra dồ thi. K̄n

2
. Các dây cung dô. dài

chẵn chı’ nối các dı’nh cu’a tâ.p ho
.
. p A1, A2, . . . , An

2
vó.i nhau. Tù. Bô’ dè̂ 6 dẽ̂ dàng suy ra các

dı’nh cu’a A1, A2, . . . , An

2
là dı’nh cu’a mô.t dồ thi. dà̂y du’

n
2 dı’nh. Bô’ dè̂ du

.o.. c chú
.ng minh. �

Ta go. i mô. t dı’nh cu’a G là dı’nh dà̂y du’ nếu nó du.o.. c nối vó
.i tất ca’ các dı’nh khác cu’a dồ

thi.. Ta di.nh ngh̃ıa khoa’ng cách giũ.a hai dı’nh cu’a G là dô. dài con du
.̀o.ng ngắn nhất do.c theo

chu tr̀ınh Hamilton C nối chúng vó.i nhau. Nhu. vâ.y dô. dài cu’a mô.t dây cung ch́ınh là khoa’ng

cách giũ.a hai dı’nh cu’a nó. Sau dây ta nghiên cú.u các dây cung có dô. dài 3.

A
1

A
2

A
3

A
n

A
n-1

A
n-2

A
1

A
2

A
3

A
n

A
n-1

A
n-2

Hı̀nh 5. Chu tr̀ınh Hamilton mó.i ta.o bo
.’ i các dây cung dô. dài 3

Hai dây cung dô. dài 3 du
.o.. c xem là cách nhau khoa’ng cách 2 theo chiè̂u kim dồng hồ

(hoă.c chiè̂u ngu
.o.. c kim dồng hồ) nếu 2 dı’nh xuất phát cu’a nó t́ınh theo chiè̂u quy di.nh cách

nhau dô. dài 2. Ta go. i mô. t dı’nh là dı’nh tu.. do nếu nó không là dı’nh cu’a dây cung dô. dài 3

nào ca’ , và mô. t dı’nh là dı’nh de.p nếu tù
. nó có hai dây cung dô. dài 3 xuất phát. Ta có bô’ dè̂

tiếp theo sau dây:

Bô’ dè̂ 8. Nếu số dı’nh n cu’a dồ thi. Hamilton tối da. i G là số le’ th̀ı G có hai dı’nh tu.. do là

láng giè̂ng cu’a cùng mô. t dı’nh de.p trên chu tr̀ınh Hamilton cu’a G. Nếu số dı’nh n cu’a dồ thi.
Hamilton tối da. i G là số chẵn th̀ı G có 2 dı’nh de.p có khoa’ng cách le’ tó.i nhau và 4 dı’nh tu..
do là láng giè̂ng cu’a hai dı’nh de.p này o.’ trên chu tr̀ınh Hamilton.

Chú.ng minh. Khi n le’ th̀ı theo Bô’ dè̂ 6 dồ thi. G có dúng
n−1
2 dây cung dô. dài 3. Theo Bô’ dè̂

2 chúng không thê’ có khoa’ng cách 1 tó.i nhau, mỗi dây cung dô. dài 3 có khoa’ng cách 2 tó
.i

dây cung tiếp theo mà thôi. Nếu bắt dà̂u tù. mô. t dây cung dô. dài 3 ke’ các dây cung dô. dài

3 tiếp theo theo quy tắc cú. dây tiếp theo cách dây tru.́o.c nó dô. dài 3 theo chiè̂u ngu
.o.. c kim

dồng hồ th̀ı dây dà̂u tiên và dây thú. n−12 có dı’nh chung. Ta dẽ̂ t́ınh du.o.. c là nếu dây dô. dài

3 dà̂u tiên bắt dà̂u vó.i dı’nh thú. nhất, th̀ı dây thú. n−12 có dı’nh cuối là dı’nh thú.

(1 + 2×
n− 3

2
) + 3 = 1( mod n)

Tú.c là G luôn có mô. t dı’nh de.p v. Láng giè̂ng cu’a dı’nh de.p v này theo Bô’ dè̂ 2 chı’ có thê’ là
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.
AN

dı’nh tu.. do, tú
.c là hai láng giè̂ng cu’a v là hai dı’nh tu.. do trong G.

Khi n là số le’ th̀ı G có n
2 − 1 dây cung dô. dài 3. Ta khă’ ng di.nh rà̆ng G có ı́t nhất mô.t dı’nh

de.p, v̀ı nếu G không có dı’nh de.p nào, th̀ı mỗi dây cung có dô. dài 2 tó
.i dây cung tiếp theo và

du.o.. c bố tŕı nhu
. trong H̀ınh 5, khi dó dẽ̂ thấy các ca.nh du

.o.. c tô dâ.m ta.o thành mô.t chu tr̀ınh

Hamilton mó.i (trong H̀ınh 5, các ca.nh cu’a chúng du
.o.. c tô dâ.m nét):

C ′ = (A1A2A3 . . . A4k+2A4k+3 . . . An−2An−1An . . . A4k+1A4k . . . A5A4),

mâu thuẫn vó.i gia’ thiết C là chu tr̀ınh Hamilton duy nhất cu’a G. Mâu thuẫn dó chú.ng to’

rà̆ng G pha’i có dı’nh de.p v. T́ınh tù
. dı’nh v này theo chiè̂u ngu.o.. c kim dồng hồ và chiè̂u kim

dồng hồ, n2 − 1 dây cung dô. dài 3 liên tiếp nhau sẽ cách nhau dô. dài 2, và sẽ cho ta mô.t dı’nh

de.p u thú
. hai (xem H̀ınh 6). Thâ. t vâ.y, vi. tŕı cu’a u có thê’ t́ınh du

.o.. c do
.n gia’n nếu nhu. dánh

số các dı’nh cu’a G là A1, A2, . . . An ngu.o.. c chiè̂u kim dồng hồ và gia’ su.’ v = A1 và có k dây

cung dô. dài 3 liên tiếp nhau theo chiè̂u ngu
.o.. c kim dồng hồ và n

2 − 1 − k dây cung dô. dài
3 theo chiè̂u kim dồng hồ t́ınh tù. v. Dı’nh u sẽ là dı’nh thú. 1 + 2(k − 1) + 3 = 2k + 4, dó

cũng là dı’nh cuối cu’a dây thú. n2 − 1 − k t́ınh tù. v theo chiè̂u kim dồng hồ theo công thú.c

n − 2((n2 − 1 − k)− 1) = 2k + 4 (mod n). Lúc này, tu.o.ng tu.. nhu
. tru.̀o.ng ho.. p n le’ , các láng

giè̂ng cu’a u và v trên C sẽ là các dı’nh tu.. do, và chúng ta dẽ̂ thấy láng giè̂ng cu’a u có khoa’ng

cách le’ tó.i láng giè̂ng cu’a v. Bô’ dè̂ du.o.. c chú
.ng minh. �

v = A
1

A
n

A
n-1

A
n-2

A
2

A
3

u = A
2k+4

v = A
1

A
n

A
n-1

A
n-2

A
2

A
3

u = A
2k+4

Hı̀nh 6. Hai dı’nh de.p v và u khi n chẵn.

Bô’ dè̂ 9. Dồ thi. Hamilton tối da. i luôn có duy nhất mô. t dı’nh dà̂y du’ mà hai láng giè̂ng cu’a

nó trên chu tr̀ınh Hamilton là dı’nh bâ. c 2.

Chú.ng minh. Dẽ̂ thấy, nếu dồ thi. Hamilton tối da. i có 2 dı’nh dà̂y du’ th̀ı nó có nhiè̂u ho
.n mô.t

chu tr̀ınh Hamilton. Bây giò., ta chú.ng minh rà̆ng các dı’nh láng giè̂ng A2 và An cu’a dı’nh de.p

v = A1 luôn là dı’nh bâ.c 2. Khi dó dẽ̂ thấy rà̆ng dı’nh de.p A1 là dı’nh dà̂y du’. Thâ. t vâ.y, nếu

có mô. t chu tr̀ınh Hamilton nào dó cu’a dồ thi. G th̀ı do các dı’nh A2 và An có bâ.c là 2 nên

dı’nh A1 luôn là dı’nh kè̂ vó.i A2 và An trên chu tr̀ınh Hamilton này, do dó viê.c bô’ sung ca.nh

nối A1 vó.i tất ca’ các dı’nh khác cu’a G không làm dồ thi. có thêm chu tr̀ınh Hamilton nếu ban

dà̂u nó chı’ có duy nhất mô.t chu tr̀ınh Hamilton. Do diè̂u kiê.n tối da. i cu’a G (dồ thi. nhiè̂u

ca.nh nhất trong các dồ thi. có cùng số dı’nh và có duy nhất mô.t chu tr̀ınh Hamilton) th̀ı A1
pha’i là dı’nh dà̂y du’ trong dồ thi. G.
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Dê’ chú.ng minh bô’ dè̂, ta gia’ su.’ ngo.. c la. i là tù
. A2 có dây cung e xuất phát. Ta xét hai

tru.̀o.ng ho.. p n chẵn và n le’ và thu du
.o.. c mô.t mâu thuẫn thông qua viê.c xây du

.
. ng mô.t chu

tr̀ınh Hamilton thú. hai bà̆ng cách su.’ du.ng các dây cung dô. dài 3 cu’a dồ thi. G:

a) Tru.̀o.ng ho.. p n là số le’ :

Trong h̀ınh 7, ta có thê’ xây du.. ng du
.o.. c các chu tr̀ınh Hamilton tu

.o.ng ú.ng vó.i tru.̀o.ng ho.. p

dô. dài cu’a e là le’ tu
.o.ng ú.ng h̀ınh bên trái và tu.o.ng ú.ng vó.i dô. dài e chẵn là h̀ınh bên pha’i

cu’a H̀ınh 7.
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Hı̀nh 7. Chu tr̀ınh Hamilton du.o.. c ta.o du
.
. ng khi n le’
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Hı̀nh 8. Chu tr̀ınh Hamilton du.o.. c ta.o du
.
. ng khi n chẵn

b) Tru.̀o.ng ho.. p n là số chẵn:

Theo Bô’ dè̂ 7, có n
2 dı’nh không kè̂ nhau trên chu tr̀ınh Hamilton sinh mô.t dồ thi. con dà̂y

du’ và n
2 dı’nh còn la. i sinh mô.t dồ thi. không có ca.nh nào ca’. Theo Bô’ dè̂ 8 th̀ı hai dı’nh de.p

cu’a G cách nhau mô.t khoa’ng cách le’ , nên có mô. t trong chúng là dı’nh cu’a dồ thi. con dà̂y du’

Kn

2
. Không mất tô’ng quát gia’ su.’ A1 là dı’nh cu’a dồ thi. con dà̂y du’ Kn

2
, khi dó láng giè̂ng A2

cu’a nó chı’ có thê’ có dây cung nối tó.i dı’nh có chı’ số le’ A2x+1 nào dó cu’a dồ thi. dà̂y du’Kn

2
.

Gia’ su.’ dı’nh de.p thú
. hai là u = A2k+4 nhu

. trong chú.ng minh cu’a Bô’ dè̂ 8. Trong tru.̀o.ng ho.. p

này, ta xây du.. ng chu tr̀ınh Hamilton thú
. hai nhu. bên trái cu’a H̀ınh 8 nếu dây cung e không

phân cách hai dı’nh de.p và bên pha’i cu’a H̀ınh 8 nếu dây cung e phân cách hai dı’nh de.p này.

Nhu. vâ.y trong ca’ hai tru
.̀o.ng ho.. p a) và b) ta dè̂u thu du

.o.. c mô. t chu tr̀ınh Hamilton thú
.

hai, diè̂u này mâu thuẫn vó.i gia’ thiết là G chı’ có duy nhất mô.t chu tr̀ınh Hamilton. Mâu

thuẫn này chú.ng to’ rà̆ng dı’nh A2 và tu.o.ng tu.. dı’nh An không có dây cung nào xuất phát ca’

ngoài các ca.nh cu’a chu tr̀ınh Hamilton cu’a G. Nhu
. vâ.y các dı’nh này có bâ.c là 2, và do dó
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dı’nh A1 là dı’nh dà̂y du’. �

4. CHÚ
.
NG MINH DI.NH LÝ 3

Ta chú.ng minh kết luâ.n ma.nh ho
.n cu’a Di.nh lý 3, rà̆ng mỗi mô.t dồ thi. Hamilton tối da. i

n � 3 dı’nh dă’ ng cấu vó.i mô. t dồ thi. du
.o.. c xây du

.
. ng bo

.’ i thuâ. t toán nêu trong Di.nh lý 2. Ký

hiê.u thuâ. t toán này là Φ. Dẽ̂ kiê’m tra thấy kết luâ.n cu’a Di.nh lý 3 dúng cho tru
.̀o.ng ho.. p

n = 3 và n = 4. Gia’ su.’ kết luâ.n cu’a Di.nh lý 3 dúng cho n ≥ 7 rà̆ng mỗi mô.t dồ thi. Hamilton

tối da. i n ≥ 7 dı’nh dă’ ng cấu vó.i mô. t dồ thi. du
.o.. c xây du

.
. ng bo

.’ i thuâ. t toán Φ. Ta chú.ng minh

kết luâ.n cu’a di.nh lý cũng dúng cho mo. i dồ thi. Hamilton tối da. i n + 1 dı’nh. Thâ. t vâ.y xét

G là dồ thi. Hamilton tối da. i n + 1 dı’nh. Theo Di.nh lý 1 th̀ı dồ thi. G có [ (n+1)
2

4 ] + 1 ca.nh.

Theo Bô’ dè̂ 9, dồ thi. G có mô.t dı’nh dà̂y du’, ký hiê.u là An+1 vó
.i hai láng giè̂ng A1 và An

có bâ.c là 2. Ta dánh số các dı’nh cu’a G bo.’ i A1, A2, . . . , An+1 theo chiè̂u ngu.. c kim dồng hồ

do.c theo chu tr̀ınh Hamilton cu’a nó. Ta xét dồ thi. mó
.i ta.o thành G

′ thu du.o.. c tù
. G bà̆ng

cách bo’ di các dı’nh A1, An, An+1 và thêm vào dı’nh A′1 và ác ca.nh nối A
′

1 vó
.i dı’nh A2 và

dı’nh An−1. Dẽ̂ thấy rà̆ng dồ thi. thu du
.o.. c G

′ cũng chı’ có mô. t chu tr̀ınh Hamilton duy nhất

C ′ = (A′1A2 . . . An−1A
′

1) mà thôi. Thâ.t vâ.y, gia’ su
.’ ngu.. c la. i là G

′ có mô. t chu tr̀ınh Hamilton

thú. hai C∗ = (A′1A
′

2 . . . An−1A
′

1), th̀ı dồ thi. G có chu tr̀ınh Hamilton thú
. hai thu tù. C∗ bà̆ng

cách thay thế dı’nh A′1 bo
.’ i dãy dı’nh A1An+1An là diè̂u vô lý. Mă. t khác dồ thi. G

′ có dúng

[ (n+1)
2

4 ] + 1− n = [ (n−1)
2

4 ] + 1 ca.nh, nên G
′ cũng là dồ thi. Hamilton tối da. i n− 1 dı’nh. Theo

gia’ thiết quy na.p th̀ı G
′ thu du.o.. c bà̆ng cách áp du.ng thuâ. t toán Φ. Lu.u ý rà̆ng, mỗi dồ thi.

thu du.o.. c bà̆ng cách áp du.ng thuâ. t toán Φ dè̂u có dúng hai dı’nh bâ.c 2, là hai dı’nh kè̂ cu’a

dı’nh dà̂y du’ du.o.. c ta.o du
.
. ng trong thuâ. t toán. Nhu

. vâ.y, dẽ̂ thấy dồ thi. G thu du
.o.. c bà̆ng cách

áp du.ng thuâ. t toán Φ vó.i dı’nh dà̂y du’ dà̂u tiên An+1 và sau dó tiếp tu. c áp du.ng thuâ. t toán

Φ. Nhu. vâ.y kết luâ.n cu’a di.nh lý cũng dúng cho các dồ thi. Hamilton tối da. i n+ 1 dı’nh. Vâ.y

di.nh lý du
.o.. c chú

.ng minh. �
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