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Abstract. A graph is called a mazimal uniquely Hamiltonian graph if it has the maximum number
of edges among the graphs with the same number of vertices and exact one Hamiltonian cycle. In this
paper, we prove the conjecture posed in [5] that for every n > 7 there are exactly 2[%4] maximal
uniquely Hamiltonian graphs.

Tém tat. Mot do thi dirge goi 13 d6 thi Hamilton t5i dai néu nhwr né cé s6 canh nhiéu nhét cé thé
trong céc db thi cé cling s6 dinh va cé ding mét chu trinh Hamilton. Trong bai ndy, ching téi chitng

minh gid thuyét dwgc néu trong [5] ring cé ding 2% 45 thi Hamilton t6i dai m > 7 dinh.

1. MO PAU

Trong bai bdo nay, ching ta chi néi dén cdc do thi hiru han vo huéng. Mot do thi G dwoc
ky hiéu G = (V, E) v6i V 1a tap hop dinh va E 14 tap hop canh cia G. D6 thi G1 = (V1, Ey)
dugce néi 1a do thi con cia do thi Go = (Va, E3) néu nhw Vi C Vo v By C E>. Do thi con
Gy = (Vi1, E1) cia d6 thi Gy = (Va, Ey) dwgc goi 14 d6 thi thanh phdn ciia G néu nhw moi
canh e = (x,y) cla G véi z,y € V; ciing 1 canh ctia d6 thi G;. Cho truéce do thi G = (V, E)
va S 1a tap hop con cia V, thi do thi thanh phan cia G véi tap dinh S dwoc goi 1a do thi
sinh bd1 S va dugce ky hiéu 1a G[S]. Ngoai ra, moi ky hiéu va khai niém khéc & day déu duogc
14y tir [3]. Cho triréc mot do thi don vo hudng G, ta goi mot chu trinh C cia G 14 chu trinh
Hamilton néu né di qua tat ci cac dinh cia do thi G. Trong hinh 1 ta cé mot do thi 5 dinh
v6i hai chu trinh Hamilton khéc nhau.

Hinh 1. D6 thi 5 dinh ¢é hai chu trinh Hamilton

D6 thi khong cé chu trinh Hamilton véi nhieu canh nhéat, da dwoc nghién citu béi Erdos
[4] vA mot s6 nha todn hoc khac. Néu dé thi G c6 chu trinh Hamilton thi né dwgce goi 1a @6
thi Hamilton. Mot do thi chi ¢6 ding mot chu trinh Hamilton dwoc goi 1a d@6 thi Hamilton
t6i dai néu nhwr né c¢é nhieu canh nhit trong s6 cac do thi cling s6 dinh va cé ding mot chu
trinh Hamilton. Lép cdc dd thi ndy dirge nhiéu nha todn hoc nghién citu ([1,2,5,6]). Hinh 2
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14 d6 thi Hamilton t6i dai 5 dinh.

Hinh 2. D6 thi Hamilton t&i dai 5 dinh

Béi véi do thi Hamilton t6i dai, Sheehan [6] da nghién ctru bai todn tim s& canh nhieu
nhéat c6 thé cia do thi n dinh véi duy nhat mot chu trinh Hamilton. Két qua twong tu dwoc
Barefoot va Entringer [1] nghién citu cho 16p do thi cé6 duy nhit mot chu trinh Hamilton va
hai dinh khong ké nhau bdt ky cia né duge ndi véi nhau bdi mot duomg Hamilton (duwong
chita toan bo cdc dinh cia do thi). Ta khong xem xét 16p do thi d6 & day.

Sheehan [6] chitng minh dinh 1y sau:

Dinh 1y 1. [Sheehan] Do thi t6i dai véin dinh cé ding [%] + 1 canh.

Trong [5], chiing t6i da chi ra ring cé it nhat 2l"371 a6 thi Hamilton t5i dai bang thuat

toan xac dinh d6 thi Hamilton t6i dai n dinh nhu sau.

Pinh ly 2. Thudt todn sau day cho ta it nhat 2l
dang cdu véi nhau.

-7
5]

do thi Hamilton t67 dai n dinh khéng

Xuat phédt tir mot chu trinh C ¢6 n dinh. Ta chon dinh xq tuy ¥ trén C' va xdc dinh
X1 = {zo},
Y1 =0.
Néu tap dinh X; va Y; da dwoc xéc dinh, thi ta xdc dinh dinh z; ¢ X; sao cho ton tai 2’ € X;
cach x; khodng cich 2 doc theo chu trinh C, va y; 1a dinh ké véi x; va 2’ trén C. Tap hop
X1 va Y41 duoc x4c dinh theo quy téc sau:
Xiy1 = X; U{zi},
Yit1 =YiU{yi},
véii=1,2,...,[5]. D6 thi G thu dwgc bang cich b sung vao C' cic canh ndi cac dinh y;
véi tat cd céc cac dinh khong thuoe X, U Y; 1. Chang han trong Hinh 3, ta c¢6 hai d6 thi
Hamilton t6i dai 9 dinh khong ding ciu.

Hinh 3. Hai d6 thi Hamilton t&i dai 9 dinh
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Bing thuat toin da néu trén, ta cé it nhat 2l"57] 45 thi Hamilton t6i dai n dinh cho moi
gid tri n > 7. Trong [5], gid thuyét sau dugc dua ra.
Gia thuyét 1. C6 ding 20" @6 thi Hamilton tGi dain > 7 dinh.

Sau day ta chirng minh rang gid thuyét trén la ding.

Pinh 1y 3. C6 ding 21"z 46 thi Hamilton t6i dain > 7 dinh.

2. MOT SO KY HIEU VA KET QUA CO BAN

Ky hiéu h(n) 13 s6 canh cta d6 thi Hamilton t6i dai n dinh. Céc bé de dudi day da dwoc
Sheehan [6] ching minh.

B6 dé 1. ( Theorem 1 [6]) h(n) = ["TQ] +1.

Xét mot do thi Hamilton t6i dai G véi n dinh. Ta ky hiéu cic dinh cia G lién tiép nhau
trén chu trinh Hamilton C cda G 1& v1,v9,...,v,. Mdi canh e cia G khong thudc C con
duoc goi la mot day cung cua C. Ta c6:

B8 dé 2. (Lemma 2 [6]) Hai ddy cung (vi,vj11), (vit1,v;) khong dong thoi thuse G.

Cho trudc mot day cung e = (v;,v;), ta goi d6 dai cua ddy cung e la do dai cia con duong
ngan nhat doc theo C' néi 2 dinh cia e, nhir vay do dai £ ciia day cung e tliy y ludn la mot
s6 tu nhién théa man 1 < ¢ < %. Nguoc lai, véi moi s tu nhién ¢ théa man 1 < £ < %, ta
ky hiéu C'(n : £) 1a tap hop cac day cung c¢6 do dai £.

Bo dé 3. (Lemma 3 [6]) Vi moin, ta cé |C(n:0)] < 3.

Ngoai ra trong [6] cung ching minh:

B6 deé 4. (Lemma 6 [6]) Néu n la s6 chan, € la s6 1€ thda man 1 < £ < % thi |C(n : )] < 2.
Bo de 5. (Lemma 7 [6]) Néun la s6 chan thi |C(n: %) < %.

Trong do thi Hamilton t6i dai véi ding ["TQ] + 1 canh, thi cdc bat dang thitc duoc chirng
minh trong céc bé dé trén trd thanh dang thitc, cho nén ta cé:

Bo6 deé 6. Trong d6 thi Hamilton t6i dai G véin dinh va [%2] + 1 canh, ta cé:
a) Néun la s6 16 thi G ¢6 252 ddy cung d¢ dai £ < %.
b) Néun la s6 chan thi G:

- ¢6 dung % day cung @9 dai % ghﬁn,

- ¢6 ding 5 ddy cung @6 dai chan £ # %,

- ¢d ding § — 1 ddy cung @6 dai lé £ # 5.

bé chirng minh Pinh 1y 3, ta nghién ciru cau tric cic day cung trong do thi Hamilton tdi
dai G.

3. CAU TRUC PO THI HAMILTON TOI DAI

Cho truéc do thi Hamilton t6i dai G véi ["TZ] + 1 canh, ta biéu dién d6 thi G c6 dinh tai
dinh mot n gide déu va canh cia chu trinh Hamilton C cia G 14 céc canh cia n gidc déu da
cho (Hinh 4).

Ta c6 bo dé sau day:
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B6 deé 7. Khin chan thi cdc dinh cia cde ddy cung @6 dai 2 sinh ra mét do thi con day dd
Kz, cdc dinh con lai sinh ra do thi K% (la @6 thi cé % dinh va khong cd canh ndo cd).

Chitng minh. Theo B dé 6 thi ¢6 ding % day cung do dai 2. Theo BS dé 2 thi céc day

cung nay tao thanh moét da gidc déu § canh. Ta dénh s6 cdc dinh cia da gidc déu T canh

2
nay bdi Ay, Ao, . .. ,A% va cac dinh con lai cda d6 thi G 1a By, B, ... ,B% nhu trong hinh 4.
An
B, > B,

Hinh 4. Céc dinh A, Ay, ..., A, 5 ctia cée day cung do dai 2 sinh ra do thi day di K,/

Bay gitr ta chitng té rang cic day do dai chan £ chi néi céc dinh cda tap {Aj, Ao, ... ,A%}
v6i nhau. Thét vy, gid st ngwoc lai 1 ton tai mot day do dai chan £ néi hai dinh B; va B;
cia {Bj, B, ... ,B%} v6i nhau. Xét hai truong hop:

a) S6 chdn £ # 2.

Theo B6 de 2, thi cac day (A;—1,A4j-1) va (A;, A;) khong phdi 1a canh cia do thi G. Suy
rong ra, néu ¢6 0 < z < % (z < % theo B6 deé 6) day cung do dai £ ndi cdc dinh cia tap hop
{Bi1, By, ... ,B%} véi nhau, thi c6 it nhat z + 1 day cung do dai chan c6 hai dinh cling thudc
{A1, A, ... ,A%} khong phdi 1a canh cia do thi G. Tt d6 suy ra la c6 khong qud % — (z+1)
day cung do dai £ ndi hai dinh cia tap hop {A;g, As, ... ;Az}. Khi d6 tong s6 day cung do
dai ¢ sé khong vuot qud z + % — (z +1) = & — 1 13 diéu mau thuan véi Bo dé 6. Do d6 phéi
c6 z = 5. Lic nay chu trinh:

!/
C'=(B1A41AzBnAn ;.. .A%+27§A%+17§B%+27532A233A3 . B%Hi%)

14 mot chu trinh Hamilton thit hai cia G, mau thuan véi gid thiét 1a C 1a chu trinh Hamilton
duy nhat cia G.
b) S5 chin £ = 2.

Theo B6 de 2, thi céc day (A;—1,A4j-1) va (A;, A;) khong phai 1a canh cia db thi G. Suy
rong ra, néu ¢6 0 <z < § (z < 2 theo B dé 6) day cung do dai £ ndi cdc dinh cia tap hop
{Bi1, By, ... ,B%} véi nhau, thi cé it nhat 2 4 1 day cung do dai chan cé hai dinh cting thuoc
{A1, A, ... ,A%} khong phdi 1a canh cia do thi G. Tir d6 suy ra la c6 khong qud § — (z+1)
day cung do dai ¢ n6i hai dinh cia tap hop {41, Ao, ... ,An}. Khi dé tong s6 day cung do
dai ¢ sé khong vuot qua z + 2 — (z+1) = 2 — 1 13 diéu mau thuan véi Bo dé 6. Do dé phéi
c6 x = . Lic nay chu trinh:

C, == (BlAlA%B%A%_]_ “e. A%+2A%+1B%+2B2A2B3A3 e B%_A'_]_)
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14 mot chu trinh Hamilton thtt hai cia G, mau thuan véi gid thiét C' 13 chu trinh Hamilton
duy nhét cia G.

Tém lai, khong cé day cung do dai chan nao ndi hai dinh cta tap hop {B1, Ba, ... ,B%}
vGi nhau. Do dé céc dinh cia {Bi, Ba, ... ,B%} sinh ra do thi f(%. Céc day cung do dai
chan chi noi cdc dinh cia tap hop Az, As,. .. , Az v6i nhau. Tt Bo de 6 dé dang suy ra cac
dinh ctia Ay, Ay, ... , Az la dinh cia mot do thi day du % dinh. Bo dé dwoc ching minh. m

Ta goi mot dinh cia G 1a dinh day dd néu né dwoc ndi véi tat cd cac dinh khac cia do
thi. Ta dinh nghia khodng cdch gitra hai dinh cia G la do dai con duwrong ngan nhat doc theo
chu trinh Hamilton C ndi ching véi nhau. Nhur vay do dai ciia mot day cung chinh 13 khodng
cdch gitra hai dinh cia né. Sau day ta nghién ciru cdc day cung cé do dai 3.

Hinh 5. Chu trinh Hamilton méi tao bdi cac day cung do dai 3

Hai day cung do dai 3 dwgc xem 13 cdch nhau khodng cich 2 theo chiéu kim dong ho
(hodc chieu ngiroc kim dong ho) néu 2 dinh xuét phét cia né tinh theo chidu quy dinh céch
nhau do dai 2. Ta goi mot dinh 1a dinh tr do néu né khong 13 dinh cia day cung do dai 3
nao ca, va mot dinh 1a d@inh dep néu tir né c¢6 hai day cung do dai 3 xudt phat. Ta cé bo de
tiép theo sau day:

Bo6 de 8. Néu s6 dinh n cia d6 thi Hamilton t6i dai G la s6 16 thi G ¢6 hai @inh tu do la
lang giéng cia cung mét dinh dep trén chu trinh Hamilton cia G. Néu sé dinh n cia do thi
Hamilton t6i dai G la s6 chan thi G ¢ 2 dinh dep cd khodng cdch 1é t&i nhau va 4 @inh tu
do la ldng giéng cia hai dinh dep nay ¢ trén chu trinh Hamilton.

Chatng minh. Khi n 1¢ thi theo Bd dé 6 dd thi G c6 ding 252 day cung d6 dai 3. Theo B6 dé
2 chiing khong thé c6 khoang cach 1 téi nhau, méi day cung do dai 3 cé khodng cach 2 t&i
day cung tiép theo ma théi. Néu bat dau tir mot day cung do dai 3 ké céc day cung do dai
3 tiép theo theo quy téc citr day tiép theo cach diy trudc né do dai 3 theo chiéu nguoc kim
ddng hé thi day déu tién va day tht 251 ¢6 dinh chung. Ta dé tinh dugc la néu day do dai
3 dau tién bat dau véi dinh tht nhét, thi day tht 251 c6 dinh cudi la dinh thi

n—3

(1+2x )+3=1( modn)

Tirc 13 G luén cé mot dinh dep v. Liang gieng cia dinh dep v nay theo B dé 2 chi c¢6 thé 1a
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dinh tu do, tirc 13 hai ldng giéng cia v 13 hai dinh tur do trong G.

Khi n 13 s8 1& thl G ¢6 & — 1 day cung d6 dai 3. Ta khang dinh rang G ¢6 it nhat mot dinh
dep, vi néu G khong c6é dinh dep nao, thi mé6i diy cung c6 do dai 2 t6i day cung tiép theo va
duwoc b tri nhw trong Hinh 5, khi d6 dé thiy cdc canh dwoc t6 dam tao thanh mot chu trinh
Hamilton méi (trong Hinh 5, cdc canh cua ching dugce t6 dam nét):

C' = (A1A2As .. AgioAapys ... AnoAn 1Ay . Agii1 Ak .. As Ay),

mau thuin véi gid thiét C 13 chu trinh Hamilton duy nhit cida G. Mau thuan dé ching td
rang G phai c6 dinh dep v. Tinh tir dinh v nay theo chiéu ngirgc kim dong ho va chieu kim
dong ho, 5 — 1 day cung do dai 3 lién tiép nhau sé cdch nhau do dai 2, va sé cho ta mot dinh
dep u thit hai (xem Hinh 6). That vay, vi trf ciia u c6 thé tinh dwge don gidn néu nhwr danh
s6 cac dinh cda G 1a Ay, Ao, ... A, nguoc chieu kim dong ho va gid st v = Ay va c6 k day
cung do dai 3 lién tiép nhau theo chiéu nguoc kim dong ho va 2 — 1 — k day cung do dai
3 theo chiéu kim dong ho tinh tir v. Pinh u sé 1a dinh thit 1+ 2(k — 1) +3 = 2k + 4, d6
ciing 13 dinh cudi cia day thit & — 1 — k tinh tir v theo chiéu kim dong ho theo cong thic
n—2((3 —1—-k)—1) =2k +4(mod n). Lic nay, tuong trr nhw truomg hop n 1é, céc ling
giéng cia u va v trén C sé 1 cac dinh tu do, va ching ta dé thay lang giéng cia u c6 khodng
céch 1 t6i lang gieng cia v. Bo de dwoc ching minh. [ |

U=Ayy

Hinh 6. Hai dinh dep v va u khi n chan.

Boé de 9. Do thi Hamilton t6i dai luon cd duy nhat mot dink day @i ma hai ldng giéng cia
nd trén chu trinh Hamilton la dinh bdc 2.

Chitng minh. Dé thdy, néu do thi Hamilton t6i dai c6 2 dinh day di thi né c6 nhieu hon méot
chu trinh Hamilton. Bay git, ta chirng minh rang cic dinh ldng giéng As va A, cia dinh dep
v = Aj luén 13 dinh bac 2. Khi d6 dé thay rang dinh dep A; 1a dinh diy dd. That vay, néu
c6 mot chu trinh Hamilton ndo dé cda do thi G thi do céc dinh Ay va A, cé bac 1a 2 nén
dinh A; luén la dinh ké véi Ay va A, trén chu trinh Hamilton nay, do d6 viéc bo sung canh
noi A; véi tat cd cac dinh khic cia G khong lam do thi c6 thém chu trinh Hamilton néu ban
dau né6 chi cé6 duy nhat mot chu trinh Hamilton. Do diéu kién t6i dai cda G (d6 thi nhiéu
canh nhét trong céc do thi cé cling s6 dinh va ¢6 duy nhat mot chu trinh Hamilton) thi Ay
phai 13 dinh day du trong do thi G.
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Dé chirng minh bo de, ta gid st ngoc lai 1 tir Ay cé day cung e xudt phat. Ta xét hai
treomg hop n chan va n 1@ va thu duwgc mét mau thudn théng qua viéc xay dung mot chu
trinh Hamilton thit hai bang cdch st dung cdc diy cung do dai 3 cia do thi G:

a) Truong hop n 1a 6 1é:

Trong hinh 7, ta c6 thé xay dung diroc cac chu trinh Hamilton tirong tng véi truomg hop
do dai cla e 1 1& twong tng hinh bén trai va twong tmg véi do dai e chan 1a hinh bén phai
ctia Hinh 7.

Hinh 7. Chu trinh Hamilton dwoc tao dung khi n 1é

4, v=4,

Ayers

u=Ay,

A2k+1

Hinh 8. Chu trinh Hamilton dwgc tao dung khi n chén

b) Truomg hop n 14 s6 chan:

Theo B6 dé 7, ¢6 & dinh khong ké nhau trén chu trinh Hamilton sinh mét do thi con day
dd va 2 dinh con lai sinh mot d6 thi khong ¢ canh nao cd. Theo Bo dé 8 thi hai dinh dep
clia G cach nhau mot khodng céch 1&, nén cé mot trong chiing 1a dinh cia do thi con day di
Kz. Khong mét tong quat gia st Ay 1a dinh cda db thi con day du K n, khi d6 lang giéng Ao
cia né chi cé thé c6 day cung néi téi dinh ¢ chi s6 18 Ay nao dé cia do thi day duk n.
Gid st dinh dep thit hai 14 u = Agj 4 nhu trong chitng minh cia Bo dé 8. Trong trudong hop
nay, ta xay dung chu trinh Hamilton thtt hai nhir bén trai ciia Hinh 8 néu day cung e khong
phan cich hai dinh dep va bén phai cia Hinh 8 néu day cung e phan céch hai dinh dep nay.

Nhu vay trong cd hai trudomg hop a) va b) ta déu thu dwge mot chu trinh Hamilton thit
hai, ditu nay mau thuan véi gid thiét 1a G chi ¢6 duy nhat mot chu trinh Hamilton. Mau
thuan nay chimng td rang dinh A, va twong tu dinh A,, khong cé day cung ndo xuit phat ci
ngoai céc canh cia chu trinh Hamilton cia G. Nhu vay cdc dinh nay cé bac 1a 2, va do do



228 vU PINH HOA, PO NHU AN

dinh A; 1a dinh day dd. [

4. CHUNG MINH PINH LY 3

Ta chirng minh két luan manh hon cia Pinh 1y 3, rdng m6i mot do thi Hamilton t6i dai
n > 3 dinh ding cdu véi mot do thi dwoc xay dung bdi thuit todn néu trong Dinh 1y 2. Ky
hiéu thuat toan nay la ®. Dé kiém tra thdy két luan cia Dinh 1y 3 ding cho trwong hop
n =3 van = 4. Gid st két luan cida Dinh ly 3 ding cho n > 7 rdng moi mot do thi Hamilton
t6i dai n > 7 dinh ding cdu véi mot do thi dwoce xay dung bdi thuat todn ®. Ta ching minh
két luan cia dinh 1y ciing ding cho moi do thi Hamilton t6i dai n + 1 dinh. That vay xét

G 1a d6 thi Hamilton t6i dai n + 1 dinh. Theo Dinh Iy 1 thi d6 thi G c6 [%] + 1 canh.

Theo BS d& 9, dd thi G 6 mot dinh diy dd, ky hidu 1a A,y véi hai lang gieng A; va A,
c6 bac 13 2. Ta ddnh s6 cdc dinh cia G bdi Ay, As, ..., Api1 theo chitu nguc kim dong ho

doc theo chu trinh Hamilton cia né. Ta xét do thi méi tao thanh G’ thu dwoc tir G bang
cach bo di cdc dinh A;, Ay, Appq va thém vao dinh A} va &c canh n6i A} véi dinh Ay va
dinh A,_;. Dé thay rang do thi thu dwoc G’ ciing chi ¢c6 mot chu trinh Hamilton duy nhat
C' = (AjAs... Ap—1A)) ma thoi. That vay, gid st nguce lai 1a G' ¢6 mot chu trinh Hamilton
thit hai C* = (A} A4, ... A,_1A}), thi do thi G c¢6 chu trinh Hamilton thit hai thu tir C* bing
céch thay thé dinh A} bdi day dinh A;A,114, 1a diéu vo 1y. Mit khic do thi G’ c6 ding
[ﬁn—zlﬁ] +1—n= [gn—llﬁ] + 1 canh, nén G’ ciing 14 do thi Hamilton t6i dai n — 1 dinh. Theo
gid thiét quy nap thi G’ thu dwoc bang cich a4p dung thuét todn ®. Liru y rang, moi do thi
thu duwoc bang cach 4p dung thuat todn ® déu cé ding hai dinh bac 2, 1a hai dinh ke cia
dinh day du duoc tao dung trong thuat toan. Nhur vay, dé thdy do thi G thu duoc bang cach
ap dung thuat todn ® véi dinh day du dau tién A, ,q va sau dé ti€p tuc 4p dung thuat todn
®. Nhur vay két luan cia dinh 1y ciing diing cho céc do thi Hamilton t6i dai n + 1 dinh. Vay
dinh ly duogc chitng minh. [ |
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