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Tóm tắt. Trong b i b¡o n y, chóng tæi giîi thi»u v  nghi¶n cùu v· �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn
ngú, mët kh¡i ni»m mîi l m màn kho£ng trèng giúa kh¡i ni»m m¢ v  t½ch khæng nhªp nh¬ng. Vîi
nhúng ngæn ngú khæng ph£i l  m¢ nh÷ng câ �ë khæng nhªp nh¬ng húu h¤n �õ lîn, ta câ thº sû döng
�º m¢ hâa thæng tin b½ mªt ... Chóng tæi �· xu§t gi£i thuªt t½nh �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú
ch½nh quy, vîi �ë phùc t¤p thíi gian O(n4) cho tr÷íng hñp têng qu¡t x²t tr¶n c¡c ætæmat �a �ành,
O(n2logn) vîi tr÷íng hñp ri¶ng cho c¡c ætæmat �ìn �ành, ð �â n l  sè tr¤ng th¡i cõa ætæmat húu
h¤n �o¡n nhªn nhúng ngæn ngú n y.

Abstract. In this paper, we introduce and study on unambiguous degree of languages, a new concept
which fills the gap between code and unambiguity product notions. We can use some languages which
are not codes but having finite unambiguous degree large enough for encrypting secret information...
We propose algorithms to determine unambiguous degree of regular languages with time complexity
O(n4) for the general case of non-deterministic automata, O(n2logn) for the case of deterministic
automata, where n is the number of states of finite automata recognizing these languages.

1. MÐ ��U

Kh¡i ni»m t½ch khæng nhªp nh¬ng cõa hai ngæn ngú �÷ñc �· xu§t bði Sch�utzenberger
(1955) câ li¶n quan ch°t ch³ vîi kh¡i ni»m m¢. C¡c t½nh ch§t �¤i sè cõa m¢ düa tr¶n t½ch
khæng nhªp nh¬ng �÷ñc nghi¶n cùu s¥u s­c bði Sch�utzenberger (1955), Gilbert and Moore
(1959) v  c¡c t¡c gi£ kh¡c (xem [1, 3, 5, 6, 7, 8]). G¦n �¥y, nghi¶n cùu lþ thuy¸t m¢ câ xu
h÷îng sû döng c¡c y¸u tè �i·u khiºn, �a trà, nhªp nh¬ng �º mð rëng kh¡i ni»m t½ch, tø �â
x¥y düng nhúng lîp m¢ mîi, ch¯ng h¤n nh÷ Z-m¢ düa tr¶n t½ch zigzag [9, 10], T -m¢ düa tr¶n
t½ch trën câ �i·u khiºn [11], C-m¢ düa tr¶n t½ch nhªp nh¬ng sû döng y¸u tè ngú c£nh [13,
14] v  3-m¢ [15]. Giúa kh¡i ni»m m¢ v  t½ch khæng nhªp nh¬ng câ mët kho£ng trèng, düa
v o kh¡i ni»m �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú do chóng tæi �· xu§t th¼ m¢ câ �ë khæng
nhªp nh¬ng k =∞, c¡c ngæn ngú câ �ë khæng nhªp nh¬ng k �÷ñc tr£i rëng tø 0 �¸n ∞. Tø
�â, nhªn �÷ñc mët ph¥n bªc ch°t tr¶n lîp to n bë c¡c ngæn ngú. Vîi k = 0 l  lîp t§t c£ c¡c
ngæn ngú, k =∞ l  lîp m¢, k = 2 li¶n quan �¸n t½ch khæng nhªp nh¬ng. �¢ câ nhúng nghi¶n
cùu v· t½nh khæng nhªp nh¬ng cõa �èi t÷ñng biºu di¹n ngæn ngú nh÷: v«n ph¤m nhªp nh¬ng,
khæng nhªp nh¬ng; ætæmat nhªp nh¬ng, khæng nhªp nh¬ng,... Ð �¥y chóng tæi nghi¶n cùu v·
�ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú, mët kh¡i ni»m mîi câ li¶n quan ch°t ch³ vîi m¢. V· m°t
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ùng döng, ta câ thº sû döng nhúng ngæn ngú câ �ë khæng nhªp nh¬ng �õ lîn, khæng nh§t
thi¸t l  m¢ �º m¢ hâa thæng tin mªt. �èi ph÷ìng t§n cæng v o c¡c h» m¢ khæng l  m¢ s³
phùc t¤p hìn, chi ph½ cao hìn t§n cæng v o c¡c h» m¢ l  m¢. Do �â, x¥y düng gi£i thuªt x¡c
�ành �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú ch½nh quy �÷ñc �o¡n nhªn bði ætæmat câ þ ngh¾a
quan trång trong lþ thuy¸t v  ùng döng.

B i b¡o �÷a ra kh¡i ni»m �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú, gi£i thuªt x¡c �ành �ë khæng
nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú ch½nh quy �÷ñc �o¡n nhªn bði ætæmat húu h¤n. Gi£i thuªt n y câ
�ë phùc t¤p thíi gian O(n4) cho tr÷íng hñp x²t tr¶n c¡c ætæmat �a �ành tòy þ, O(n2logn)
vîi tr÷íng hñp c¡c ætæmat �ìn �ành, ð �â n l  sè tr¤ng th¡i cõa ætæmat húu h¤n. Câ thº dòng
kÿ thuªt t÷ìng tü [16] cho ph²p x¥y düng gi£i thuªt cï �a thùc theo ch¿ sè t÷ìng �¯ng có
ph¡p cõa ngæn ngú ch½nh quy. N¸u ¡p döng kÿ thuªt n y vîi ngæn ngú ch½nh quy �÷ñc cho
bði ætæmat (nâi chung l  �a �ành) th¼ c¦n t½nh t÷ìng �¯ng tø ætæmat �a �ành vîi �ë phùc t¤p
thíi gian l  h m mô.

Ti¸p theo, Möc 2 s³ tr¼nh b y mët sè kh¡i ni»m ngæn ngú, m¢, �ë khæng nhªp nh¬ng cõa
ngæn ngú, ætæmat v  �ç thà. Möc 3 tr¼nh b y c¡c gi£i thuªt mð rëng ætæmat. Möc 4 �· xu§t
ph÷ìng ph¡p x¡c �ành �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú ch½nh quy v  cuèi còng l  ph¦n
k¸t luªn cõa b i b¡o.

2. MËT SÈ KH�I NI�M

Cho b£ng chú c¡i húu h¤n Σ, d¢y w = a1a2...an, ai ∈ Σ, i = 1, .., n gåi l  mët tø hay mët
x¥u tr¶n Σ, sè kþ tü câ trong x¥u w gåi l  �ë d i x¥u v  kþ hi»u l  |w|, x¥u câ �ë d i b¬ng
0 gåi l  x¥u réng v  kþ hi»u l  ε, tªp c¡c x¥u tr¶n Σ kþ hi»u l  Σ∗. Tªp X ⊆ Σ∗ gåi l  ngæn
ngú tr¶n Σ. Cho hai ngæn ngú X,Y ⊆ Σ∗, t½ch gh²p hai ngæn ngú X v  Y kþ hi»u l  XY
�÷ñc x¡c �ành nh÷ sau: XY = {w ∈ Σ∗ |w = uv, u ∈ X, v ∈ Y }. Kþ hi»u X0 = {ε}, X1 = X,

Xn = Xn−1X, vîi n ≥ 1 v  X+ =
∞⋃
i=1

Xi, X∗ = X0 ∪ X+. V· cì sð xin xem th¶m t i li»u

[1].

�ành ngh¾a 2.1. Cho b£ng chú c¡i Σ, tªp X ⊆ Σ∗ �÷ñc gåi l  m¢ n¸u vîi måi m,n ≥ 1 v 
vîi måi x1, . . . , xn, y1, ..., ym ∈ X, n¸u câ

x1 . . . xn = y1 . . . ym th¼ suy ra m = n v  xi = yi, vîi i = 1, .., n.

Nâi c¡ch kh¡c, tªp X l  m¢ n¸u måi x¥u trong X+ ch¿ câ mët ph¥n t½ch duy nh§t th nh
c¡c x¥u trong X. V¼ ε.ε = ε n¶n måi tªp m¢ �·u khæng chùa x¥u réng.

�ành ngh¾a 2.2. Cho X ⊆ Σ∗ v  sè tü nhi¶n k ≥ 0, khi �â:

i) Tªp X �÷ñc gåi l  k-khæng nhªp nh¬ng n¸u vîi måi sè nguy¶n m ≥ 1 v  vîi måi
x1, ..., xk, y1, ..., ym ∈ X, n¸u câ

x1 . . . xk = y1 . . . ym th¼ suy ra k = m v  xi = yi, vîi i = 1, .., k

.

Ng÷ñc l¤i (tçn t¤i tø w ∈ X∗, w = x1...xk = y1...ym m  k 6= m ho°c x1 6= y1) th¼ tªp X
�÷ñc gåi l  k-nhªp nh¬ng. Quy ÷îc måi tªp X �·u l  0-khæng nhªp nh¬ng.

ii) N¸u câ sè k húu h¤n lîn nh§t sao cho X l  k-khæng nhªp nh¬ng th¼ k �÷ñc gåi l  �ë
khæng nhªp nh¬ng cõa X, khi �â ta gåi k + 1 l  �ë nhªp nh¬ng cõa X.



54 ��NG QUY�T TH�NG, NGUY�N ��NH H�N, PHAN TRUNG HUY

iii) N¸u X l  k-khæng nhªp nh¬ng vîi måi k th¼ ta nâi r¬ng X câ �ë khæng nhªp nh¬ng
∞ v  X khæng câ �ë nhªp nh¬ng.

V½ dö 2.1. Cho Σ = {a, b, c, d, e, f}, X = {ε, a, ab, be, ec, cf, fd, d}, ta th§y X câ �ë khæng
nhªp nh¬ng l  0, X l  1- nhªp nh¬ng v¼ tçn t¤i w = ε = εε.

V½ dö 2.2. Cho Σ = {a, b}, X = {a, ab, b}, ta th§y X câ �ë khæng nhªp nh¬ng l  0, X l  1-
nhªp nh¬ng v¼ tçn t¤i w = (ab) = (a)(b) m  ab 6= a.

V½ dö 2.3. Cho Σ = {a, b, c, d, e, f}, X = {a, ab, be, ec, cf, fd, d}, ta câ thº d¹ d ng kiºm tra
b¬ng �ành ngh¾a X câ �ë khæng nhªp nh¬ng l  2, nh÷ng X l  3-nhªp nh¬ng v¼ tçn t¤i tø w
= (ab)(ec)(fd) = (a)(be)(cf)(d) m  ab 6= a.

V½ dö 2.4. Cho k ≥ 1 l  mët sè tü nhi¶n tòy þ, ta x²t b£ng chú Σ = {c, a1, b1, . . . , ak, bk}
v  X = {c, ca1, a1b1, b1a2, . . . , bk−1ak, akbk, bk}. D¹ th§y, X l  k-khæng nhªp nh¬ng v  X l 
(k + 1)-nhªp nh¬ng.

Nhªn x²t 2.1. Cho X ⊆ Σ∗, khi �â ta câ c¡c t½nh ch§t hiºn nhi¶n:

(i) N¸u X l  k-khæng nhªp nh¬ng th¼ X l  (k − 1)- khæng nhªp nh¬ng vîi k ≥ 1.

(ii) N¸u X l  k-nhªp nh¬ng th¼ X l  (k + 1)- nhªp nh¬ng vîi k ≥ 1.

(iii) N¸u ε ∈ X ho°c X l  1-nhªp nh¬ng th¼ X luæn câ �ë khæng nhªp nh¬ng 0, �ë nhªp
nh¬ng 1.

(iv) N¸u X câ �ë nhªp nh¬ng k th¼ k l  sè nhä nh§t sao cho X l  k-nhªp nh¬ng v  ng÷ñc
l¤i.

(v) N¸u X câ �ë khæng nhªp nh¬ng væ h¤n th¼ X l  m¢.

Ph¥n bªc ngæn ngú theo kh¡i ni»m khæng nhªp nh¬ng: Ta kþ hi»u Lk lîp ngæn ngú

l  k-khæng nhªp nh¬ng, L0 l  lîp t§t c£ c¡c ngæn ngú, L∞ =
∞⋂
i=0
Li l  lîp m¢. Tø V½ dö 2.2,

2.4 v  Nhªn x²t 2.1, ta nhªn �÷ñc mët ph¥n bªc ch°t:

L∞ ( . . . ( L2 ( L1 ( L0.

D÷îi �¥y ta nh­c l¤i mët sè kh¡i ni»m v· ætæmat v  �ç thà câ h÷îng �÷ñc dòng trong c¡c
ph¦n sau:

Ætæmat húu h¤n l  mët bë 5 A = (Q,Σ, E, I, F ), vîi Q l  tªp húu h¤n c¡c tr¤ng th¡i, Σ
l  b£ng chú c¡i húu h¤n, E ⊆ Q × Σ × Q l  tªp húu h¤n c¡c cung (khæng chùa cung réng),
I ⊆ Q l  tªp c¡c tr¤ng th¡i �¦u, F ⊆ Q l  tªp c¡c tr¤ng th¡i k¸t thóc.

Cho cung e = (q1, a, q2) ∈ E, ta nâi r¬ng e ríi q1 �¸n q2, q1 l  tr¤ng th¡i tr÷îc cõa e kþ
hi»u p[e], q2 l  tr¤ng th¡i sau cõa e kþ hi»u n[e], a l  nh¢n cõa e kþ hi»u l[e]. Cho q ∈ Q, ta
kþ hi»u E[q] l  tªp c¡c cung ríi q.

Ætæmat húu h¤n A �÷ñc gåi l  �ìn �ành n¸u A câ duy nh§t mët tr¤ng th¡i �¦u v  vîi
méi tr¤ng th¡i q ∈ Q, vîi méi a ∈ Σ câ nhi·u nh§t mët cung ríi q vîi nh¢n a.

Cho π = e1...ek ∈ E∗, vîi e1 = (p0, a1, p1), e2 = (p1, a2, p2), . . . , ek = (pk−1, ak, pk) �÷ñc
gåi l  �÷íng �i tø p0 �¸n pk. �÷íng �i π gåi l  �i qua tr¤ng th¡i q n¸u q l  tr¤ng th¡i tr÷îc
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ho°c tr¤ng th¡i sau cõa mët cung thuëc π. Mët �÷íng �i th nh cæng trong ætæmat A l  mët
�÷íng �i tø tr¤ng th¡i �¦u �¸n tr¤ng th¡i k¸t thóc. Tø w = a1a2...ak gåi l  nh¢n cõa �÷íng
�i π. Tªp hñp nh¢n cõa c¡c �÷íng �i th nh cæng trong ætæmat A kþ hi»u l  L(A) v  gåi l 
ngæn ngú �o¡n nhªn bði A.

�ç thà câ h÷îng G l  mët c°p G = (V,E), V l  tªp c¡c �¿nh, E l  tªp c¡c c°p câ thù tü
gçm hai ph¦n tû cõa V gåi l  c¡c cung. N¸u e = (u, v) l  cung cõa �ç thà câ h÷îng G th¼ ta
nâi �¿nh v k· u, k½ hi»u Next(u) = {v ∈ V | (u, v) ∈ E}. N¸u V , E l  húu h¤n th¼ ta gåi G l 
�ç thà húu h¤n câ h÷îng.

�÷íng �i tø �¿nh u �¸n �¿nh v tr¶n �ç thà câ h÷îng G l  d¢y �¿nh x0, . . . , xn, vîi u = x0,
v = xn, (xi, xi+1) ∈ E, i = 0, .., n− 1.

3. MËT SÈ GI�I THU�T MÐ RËNG ÆTÆMAT

Möc n y ta s³ x²t mët sè kÿ thuªt mð rëng ætæmat �º x¥y düng ætæmat l÷ïng cüc, ætæmat
t½ch tø ætæmat húu h¤n cho tr÷îc. C¡c ætæmat mð rëng n y �÷ñc dòng �º thi¸t k¸ gi£i thuªt
x¡c �ành �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú ch½nh quy ð ph¦n sau.

3.1. Ætæmat l÷ïng cüc

Ætæmat húu h¤n A (�a �ành) �÷ñc gåi l  ætæmat l÷ïng cüc n¸u A câ mët tr¤ng th¡i �¦u,
mët tr¤ng th¡i k¸t thóc, khæng câ cung �¸n tr¤ng th¡i �¦u v  khæng câ cung ríi tr¤ng th¡i
k¸t thóc.

Cho ætæmat húu h¤n A = (Q,Σ, E, I, F ) �o¡n nhªn ngæn ngú X = L(A) ⊆ Σ+, ta x¥y
düng ætæmat l÷ïng cüc A′ = (Q′,Σ, E′, I ′, F ′) công �o¡n nhªn X nh÷ sau:

(i) Q′ = Q ∪ {s, f}, s, f /∈ Q v  s 6= f, I ′ = {s}, F ′ = {f}.

(ii) E′ = E1 ∪ {(s, a, q)|(p, a, q) ∈ E1, p ∈ I}, vîi E1 = E ∪ {(p, a, f)|(p, a, q) ∈ E, q ∈ F}.

�º �ìn gi£n, kþ hi»u A′ = (Q′,Σ, E′, s, f) v  gåi s l  cüc v o (tr¤ng th¡i khði �¦u), f
l  cüc ra (tr¤ng th¡i k¸t thóc). H m biºu di¹n gi£i thuªt x¥y düng ætæmat l÷ïng cüc A′ tø
ætæmat húu h¤n A �÷ñc kþ hi»u l  D(A), gi£i thuªt câ �ë phùc t¤p thíi gian O(|Q|+ |E|).

Cho ætæmat l÷ïng cüc A �o¡n nhªn ngæn ngú X = L(A) ⊆ Σ+, ta x¥y düng ætæmat mð
rëng A′ �o¡n nhªn X+ (tùc l  X+ = L(A′)) b¬ng c¡ch bê sung mët cung réng �i tø cüc ra
tîi cüc v o cõa A. Gi£i thuªt x¥y düng ætæmat mð rëng �÷ñc thüc hi»n bði mët h m kþ hi»u
l  Ex(A).

Nhªn x²t 3.1. Cho ætæmat A = (Q,Σ, E, I, F ), c = |Σ| coi l  h¬ng sè, n = |Q|, m = |E|.
(i) N¸u A′ = D(A) th¼ L(A) = L(A′).
(ii) N¸u A l  �ìn �ành th¼ vîi méi �¿nh p ∈ Q câ tèi �a c cung ra, suy ra sè cung tèi �a

cõa A l  m = nc. Vªy, gi£i thuªt x¥y düng ætæmat l÷ïng cüc câ �ë phùc t¤p thíi gian
l  O(|Q|).

(iii) N¸u A l  �ìn �ành th¼: sè tr¤ng th¡i cõa D(A) v  Ex(D(A)) khæng qu¡ n + 2, do �â
câ cï O(n); sè cung cõa D(A) khæng qu¡ 2m + 2c = 2nc + 2c, Ex(D(A)) khæng qu¡
2nc+ 2c+ 1, do �â còng cï O(n).
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3.2. Ætæmat t½ch

Ph²p l§y t½ch ætæmat (xem [2, 4]) �÷ñc sû döng trong nhi·u ùng döng �º t¤o ra ætæmat
phùc hñp tø nhúng ætæmat �ìn gi£n. Cho hai ætæmat l÷ïng cüc ho°c mð rëng nh÷ �¢ x²t ð
tr¶n: A1 = (Q1,Σ, E1, s1, f1) v  A2 = (Q2,Σ, E2, s2, f2). Ætæmat t½ch cõa A1 v  A2 �÷ñc kþ
hi»u l  Prod(A1, A2) = (Q,Σ, E, (s1, s2), (f1, f2)), ð �â Q ⊆ Q1 ×Q2, E �÷ñc x¡c �ành theo
quy t­c sau:

(i) ∀(q1, a, p1) ∈ E1, ∀(q2, a, p2) ∈ E2, a ∈ Σ ⇒ ((q1, q2), a, (p1, p2)) ∈ E.

(ii) ∀(q1, ε, p1) ∈ E1, ∀(q2, ε, p2) ∈ E2 ⇒ ((q1, q2), ε, (p1, p2)) ∈ E.

(iii) ∀(q1, ε, p1) ∈ E1, ∀(q2, a, p2) ∈ E2, a ∈ Σ ⇒ ((q1, q2), ε, (p1, q2)) ∈ E.

(iv) ∀(q1, a, p1) ∈ E1, ∀(q2, ε, p2) ∈ E2, a ∈ Σ ⇒ ((q1, q2), ε, (q1, p2)) ∈ E.

(v) E ch¿ chùa c¡c cung �¢ x²t ð bèn tr÷íng hñp tr¶n.

Gi£i thuªt x¥y düng ætæmat t½ch thüc hi»n b­t �¦u tø tr¤ng th¡i (s1, s2), rçi theo quy t­c ð
tr¶n �º x¡c �ành c¡c tr¤ng th¡i v  cung cõa ætæmat t½ch nh÷ sau.

Function Prod(A1,A2)
Input: A1, A2 l  ætæmat l÷ïng cüc ho°c mð rëng.
Output: A = (Q,Σ, E, s, f) l  ætæmat t½ch cõa A1 v  A2.
// Gi£i thuªt dòng mët h ng �ñi S

1. Q = {(s1, s2)}; CQpush(S, (s1, s2));
s = (s1, s2); f = (f1, f2); E = φ;

2. While S 6= φ do
3. (q1, q2)← CQPop(S);
4. for each (e1, e2)inE[q1]× E[q2] do
5. t = true; label = ε;
6. case

l[e1] = l[e2] and l[e1] 6= ε: (p1, p2) = (n[e1], n[e2]); label = l[e1];
l[e1] = l[e2] = ε: (p1, p2) = (n[e1], n[e2]);
l[e1] = ε and l[e2] 6= ε: (p1, p2) = (n[e1], q2);
l[e1] 6= ε and l[e2] = ε: (p1, p2) = (q1, n[e2]);

else t = false;
end case;

7. if t = true then
if (p1, p2) /∈ Q then

Q = Q ∪ {(p1, p2)}; CQPush(S, (p1, p2));
E = E ∪ {((q1, q2), label, (p1, p2))};

8. Return Prod(A1,A2).

Nhªn x²t 3.2

(i) T÷ìng tü nh÷ ph¥n t½ch cõa Mohri trong [2, 4], gi£i thuªt x¥y düng ætæmat t½ch câ �ë
phùc t¤p thíi gian l  O((|Q1|+ |E1|)(|Q2|+ |E2|)). Theo Nhªn x²t 3.1, n¸u A1, A2 l 
�ìn �ành th¼ gi£i thuªt câ �ë phùc t¤p thíi gian l  O(|Q1||Q2|).
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(ii) Cho ætæmat l÷ïng cüc A1 = (Q1,Σ, E1, s1, f1) �o¡n nhªn ngæn ngú L, ætæmat mð rëng
A2 = (Q2,Σ, E2, s2, f2) �o¡n nhªn L+, ta câ:

+ Tr¶n ætæmat t½ch Prod(A1,A2), nh¢n cõa �÷íng �i giúa hai tr¤ng th¡i k¸ ti¸p (f1, qi)
v  (f1, qj) (ho°c (pi, f2) v  (pj , f2), ho°c (s1, qi) v  (f1, qj), ho°c (pi, s2) v  (pj , f2)) l 
tø thuëc L.

+ Tr¶n ætæmat t½ch Prod(A2,A2), nh¢n cõa �÷íng �i giúa hai tr¤ng th¡i k¸ ti¸p (f2, qi)
v  (f2, qj) (ho°c (pi, f2) v  (pj , f2), ho°c (s2, qi) v  (f2, qj), ho°c (pi, s2) v  (pj , f2)) l 
tø thuëc L.

4. X�C �ÀNH �Ë KHÆNG NH�P NH�NG CÕA NGÆN NGÚ

�º x¡c �ành �ë khæng nhªp nh¬ng cõa X ⊆ Σ∗ �÷ñc �o¡n nhªn bði ætæmat húu h¤n A,
tr÷îc h¸t ta gi£i quy¸t b i to¡n tr¶n �ç thà nh÷ d÷îi �¥y.

4.1. B i to¡n v· �÷íng �i hñp l» tr¶n �ç thà

Ta x²t �ç thà húu h¤n câ h÷îng (câ thº câ khuy¶n) G = (V,E), câ hai �¿nh �°c bi»t l 
�¿nh khði �¦u s v  �¿nh k¸t thóc f , vîi s 6= f , c¡c �¿nh cán l¤i l  �¿nh kiºm so¡t ho°c khæng
kiºm so¡t. �÷íng �i π tø �¿nh s �¸n �¿nh f gåi l  �÷íng �i hñp l» n¸u π �i qua ½t nh§t mët
�¿nh kiºm so¡t. �÷íng �i hñp l» π gåi l  câ gi¡ k ≥ 1 n¸u π �i qua k �¿nh kiºm so¡t.

B i to¡n 1. Cho �ç thà húu h¤n câ h÷îng G nh÷ ð tr¶n, t¼m gi¡ nhä nh§t cõa �÷íng �i hñp
l» (n¸u câ) tr¶n G.

�º gi£i b i to¡n tr¶n, �¦u ti¶n ta x¥y düng �ç thà sao ch²p G′ = (V ′, E′) tø �ç thà
G = (V,E) b¬ng c¡ch sû döng kÿ thuªt sao ch²p �ç thà nh÷ sau:

(i) Vîi v ∈ V sao ch²p th nh hai �¿nh (v, 1) v  (v, 2) cõa V ′.

(ii) Vîi (u, v) ∈ E:
+ Sao ch²p th nh hai cung ((u, 1), (v, 1)), ((u, 2), (v, 2)) cõa E′.

+ N¸u u l  �¿nh kiºm so¡t th¼ bê sung v o E′ cung ((u, 1), (v, 2)).

(iii) Tr¶n G′ ta g¡n trång sè l  1 cho c¡c cung �i �¸n �¿nh (v, i), i = 1, 2 m  v l  �¿nh kiºm
so¡t, c¡c cung cán l¤i �÷ñc g¡n trång sè 0.

D÷îi �¥y l  gi£i thuªt x¥y düng �ç thà sao ch²p G′ tø �ç thà G:

Function XCopy(G)
Input: �ç thà câ h÷îng G = (V,E).
Output: �ç thà G′ = (V ′, E′) l  �ç thà sao ch²p tø G.
// Gi£i thuªt dòng m£ng: contr[q] = 1 khi v  ch¿ khi �¿nh q l  �¿nh kiºm so¡t

1. V ′ = φ; E′ = φ;
2. For each u in V do V ′ = V ′ ∪ {(u, 1), (u, 2)};
3. For each u in V do
4. For each v in Next(u) do

E′ = E′ ∪ {((u, 1), (v, 1)), ((u, 2), (v, 2))};
if contr[v] = 1 then // g¡n trång sè cho c¡c cung

w[((u, 1), (v, 1))] = 1; w[((u, 2), (v, 2))] = 1;
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else
w[((u, 1), (v, 1))] = 0; w[((u, 2), (v, 2))] = 0;

if contr[u] = 1 then
E′ = E′ ∪ {((u, 1), (v, 2))};
if contr[v] = 1 then // g¡n trång sè cho c¡c cung

w[((u, 1), (v, 2))] = 1;
else

w[((u, 1), (v, 2))] = 0;
5. Return G′.

Nhªn x²t 4.1.

(i) �ç thà sao ch²p G′ câ |V ′| = 2n, |E′| ≤ 3m, vîi |V | = n, |E| = m.

(ii) Tªp c¡c �¿nh d¤ng (v, k) c£m sinh trong G′ �ç thà con Gk, k = 1, 2. Méi �ç thà con Gk

�·u �¯ng c§u vîi G. G′ thüc ch§t l  sü k¸t nèi câ chån låc cõa hai �ç thà con G1, G2,
ch¿ câ c¡c cung �i tø G1 �¸n G2 m  khæng câ chi·u ng÷ñc l¤i.

(iii) Gi£i thuªt XCopy câ �ë phùc t¤p thíi gian O(|V |+ |E|).

Vai trá cõa �ç thà sao ch²p G′ trong vi»c x¡c �ành �÷íng �i hñp l» câ gi¡ nhä nh§t tr¶n G
�÷ñc cho bði bê �· sau:

Bê �· 4.1. Cho �ç thà G nh÷ ð tr¶n v  G′ = XCopy(G), ta câ: i) Tr¶n G′ câ �÷íng �i
ng­n nh§t tø (s, 1) �¸n (f, 2) �ë d i k khi v  ch¿ khi tr¶n G câ �÷íng �i hñp l» vîi gi¡ nhä
nh§t k. ii) Tr¶n G′ khæng tçn t¤i �÷íng �i tø (s, 1) �¸n (f, 2) khi v  ch¿ khi tr¶n G khæng câ
�÷íng �i hñp l».

Chùng minh. i) (⇒) Tr¶n G′ câ �÷íng �i ng­n nh§t π′ tø (s, 1) �¸n (f, 2) �ë d i k. Theo
c¡ch x¥y düng �ç thà sao ch²p G′ th¼ π′ câ d¤ng:

(u0, 1), . . . , (um, 1), (um+1, 2), . . . , (un, 2),

vîi (s, 1) = (u0, 1), (f, 2) = (un, 2) v  tr¶n π′ câ ½t nh§t mët �¿nh (um, 1) ∈ V ′ m  um ∈ V l 
�¿nh kiºm so¡t. T÷ìng ùng vîi π′, ta câ �÷íng �i hñp l» π câ gi¡ b¬ng k tr¶n G nh÷ sau:

u0, . . . , um, um+1, . . . , un,

vîi s = u0, f = un. π công l  �÷íng �i hñp l» câ gi¡ nhä nh§t b¬ng k tr¶n G, thªt vªy: gi£
sû câ �÷íng �i hñp l» θ tr¶n G câ gi¡ l < k, khi �â θ câ d¤ng:

v0, . . . , vp, vp+1, . . . , vq,

vîi s = v0, f = vq. V¼ θ l  �÷íng �i hñp l» n¶n ta câ thº gi£ sû vp l  �¿nh kiºm so¡t, theo
c¡ch x¥y düng G′ th¼ ta câ �÷íng �i θ′ tø (s, 1) �¸n (f, 2) �ë d i l < k nh÷ sau:

(v0, 1), . . . , (vp, 1), (vp+1, 2), . . . , (vq, 2),

vîi (s, 1) = (v0, 1), (f, 2) = (vq, 2). �i·u n y m¥u thu¨n vîi π' l  �÷íng �i ng­n nh§t tø
(s, 1) �¸n (f, 2) �ë d i k tr¶n G′.

(⇐) Tr¶n G ta câ �÷íng hñp l» π vîi gi¡ nhä nh§t k, khi �â π câ d¤ng:

u0, . . . , um, um+1, . . . , un,

vîi s = u0, f = un v  tr¶n π câ ½t nh§t mët �¿nh um ∈ V l  �¿nh kiºm so¡t. T÷ìng ùng vîi
π ta câ �÷íng �i π' tø (s, 1) �¸n (f, 2) �ë d i k tr¶n G′ nh÷ sau:
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(u0, 1), . . . , (um, 1), (um+1, 2), . . . , (un, 2),

vîi (s, 1) = (u0, 1), (f, 2) = (un, 2). π' công l  �÷íng �i ng­n nh§t tø (s, 1) �¸n (f, 2) �ë d i
k tr¶n G′, thªt vªy: gi£ sû câ �÷íng �i θ′ tø (s, 1) �¸n (f, 2) �ë d i l tr¶n G′ m  l < k, khi
�â θ′ câ d¤ng:

(v0, 1), . . . , (vp, 1), (vp+1, 2), ...(vq, 2),

vîi (s, 1) = (v0, 1), (f, 2) = (vq, 2) v  vp l  �¿nh kiºm so¡t. Theo c¡ch x¥y düng G′ th¼ ta câ
�÷íng �i hñp l» θ tr¶n G câ gi¡ l < k nh÷ sau:

v0, . . . , vp, vp+1, . . . , vq,

vîi s = v0, f = vq. �i·u n y m¥u thu¨n vîi π l  �÷íng �i hñp l» câ gi¡ nhä nh§t k tr¶n G.

ii) D¹ d ng suy ra tø c¡c �i·u ki»n cõa kÿ thuªt sao ch²p �ç thà. �

4.2. Gi£i thuªt x¡c �ành �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú ch½nh quy

B i to¡n 2. Cho ngæn ngú ch½nh quy X ⊆ Σ∗ �÷ñc �o¡n nhªn bði ætæmat húu h¤n A. H¢y
x¡c �ành �ë khæng nhªp nh¬ng cõa Xdüa tr¶n c§u tróc cõa A.

Gi£ sû cho A = (Q,Σ, E, I, F ) v  X = L(A), ta x²t c¡c tr÷íng hñp sau:

1) N¸u ε ∈ X th¼ X câ �ë khæng nhªp nh¬ng 0: kiºm tra ε thuëc X hay khæng t÷ìng
�÷ìng vîi vi»c kiºm tra I ∩F câ kh¡c réng khæng. B÷îc n y câ thº thüc hi»n b¬ng gi£i thuªt
kþ hi»u l  Epsilon(A) câ �ë phùc t¤p thíi gian l  O(n), ð �â n = |Q|, vîi sü biºu di¹n I, F
b¬ng hai m£ng: InI(q) = 1 ⇔ q ∈ I v  InF (q) = 1 ⇔ q ∈ F .

2) N¸u ε /∈ X th¼ X ⊆ Σ+: ta x¥y düng c¡c ætæmat A1 = D(A) = (Q1,Σ, E1, s1, f1),
A2 = Ex(A1) = (Q2,Σ, E2, s2, f2), A3 = Prod(A1,A2) v  A4 = Prod(A2,A2).

Ta câ thº coi A4 nh÷ mët �ç thà câ h÷îng G4 (hay A4 x¡c �ành mët �ç thà) câ �¿nh khði
�¦u (s2, s2), �¿nh k¸t thóc (f2, f2), c¡c tr¤ng th¡i (f2, q) vîi q 6= f2, s2 l  �¿nh kiºm so¡t, c¡c
tr¤ng th¡i cán l¤i l  �¿nh khæng kiºm so¡t, mët cung b§t ký cõa A4 x¡c �ành mët cung cõa
�ç thà G4. Trong tr÷íng hñp ε /∈ X, ta thi¸t lªp k¸t qu£ d÷îi �¥y:

�ành lþ 4.1. Cho X ⊆ Σ+ �÷ñc �o¡n nhªn bði ætæmat húu h¤n A, cho c¡c ætæmat A1, A2,
A3 v  �ç thà G4 �÷ñc x¡c �ành nh÷ ð tr¶n, khi �â:

(i) X câ �ë khæng nhªp nh¬ng k = 0 khi v  ch¿ khi tr¶n A3 câ �÷íng �i th nh cæng �i qua
½t nh§t mët tr¤ng th¡i (p, f2), vîi p 6= f1, s1.

(ii) X câ �ë khæng nhªp nh¬ng húu h¤n k > 0 khi v  ch¿ khi tr¶n G4 câ �÷íng �i hñp l»
vîi gi¡ nhä nh§t k.

(iii) X câ �ë khæng nhªp nh¬ng væ h¤n k = ∞ khi v  ch¿ khi tr¶n G4 khæng câ �÷íng �i
hñp l».

Chùng minh. i) (⇒) X câ �ë khæng nhªp nh¬ng k = 0, suy ra X câ �ë nhªp nh¬ng l = 1.
Vªy, theo �ành ngh¾a 2.2 th¼ tçn t¤i x1 ∈ X, y1, ..., ym ∈ X , m > 1, x1 = y1...ym sao cho
x1 6= y1. Vîi x1 ∈ X, tr¶n A1 câ �÷íng �i th nh cæng π vîi nh¢n x1:

s1
x1−−→ f1,

t÷ìng tü vîi x¥u y1...ym, tr¶n A2 câ �÷íng �i th nh cæng θ vîi nh¢n y1...ym:

s2
y1−−→ f2

ε−−→ s2
y2−−→ f2

ε−−→ s2 . . . s2
ym−−→ f2,
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theo t½ch ætæmat, tr¶n A3 câ �÷íng �i th nh cæng ρ t¤o n¶n tø π v  θ nh÷ sau:

(s1, s2)
y1−−→ (p1, f2)

ε−−→ (p1, s2)
y2−−→ (p2, f2)

ε−−→ (p2, s2) . . . (pm−1, s2)
ym−−→ (f1, f2),

vîi pi 6= s1, f1, i = 1, ...,m − 1. Vªy vîi m > 1, tr¶n A3 câ �÷íng �i th nh cæng �i qua ½t
nh§t mët tr¤ng th¡i (p, f2), vîi p 6= f1, s1.

(⇐) Tr¶n A3 câ �÷íng �i th nh cæng ρ �i qua ½t nh§t mët tr¤ng th¡i (p, f2), vîi p 6= f1, s1.
Vªy, theo t½ch ætæmat v  Nhªn x²t 3.2 th¼ tr¶n A1 câ �÷íng �i th nh cæng vîi nh¢n x1 ∈ X,
tr¶n A2 câ �÷íng �i th nh cæng vîi nh¢n y1...ym, ð �â y1, ..., ym ∈ X, m  x1 = y1...ym. V¼
ρ �i qua ½t nh§t mët tr¤ng th¡i (p, f2), vîi p 6= f1, s1 n¶n m > 1. Vªy X câ �ë nhªp nh¬ng
1, hay X câ �ë khæng nhªp nh¬ng 0.

ii) (⇒) X câ �ë khæng nhªp nh¬ng húu h¤n k > 0, suy ra X câ �ë nhªp nh¬ng l = k+1 > 1.
Vªy, theo �ành ngh¾a 2.2 th¼ l l  sè nhä nh§t:

∃w ∈ X∗, w = x1...xl = y1...ym, vîi x1, .., xl, y1, .., ym ∈ X, thäa m¢n l 6= m ho°c x1 6= y1. (1)

V¼ l l  nhä nh§t thäa (1) n¶n ta câ x1 6= y1. Tø w = x1...xl, tr¶n A2 câ �÷íng �i th nh
cæng π vîi nh¢n w = x1...xl:

s2
x1−−→ f2

ε−−→ s2
x2−−→ f2

ε−−→ s2 . . . s2
xl−−→ f2,

vîi w = y1...ym, tr¶n A2 câ �÷íng �i th nh cæng θ vîi nh¢n y1...ym:

s2
y1−−→ f2

ε−−→ s2
y2−−→ f2

ε−−→ s2 . . . s2
ym−−→ f2,

theo t½ch ætæmat, tr¶n G4 câ �÷íng �i ρ tø (s2, s2) �¸n (f2, f2) t¤o n¶n tø π v  θ nh÷ sau:

(s2, s2)
x1−−→ (f2, q1)

ε−−→ (s2, q1)
x2−−→ (f2, q2)

ε−−→ (s2, q2) . . . (s2, ql−1)
xl−−→ (f2, f2),

do l nhä nh§t thäa (1) n¶n qi 6= f2, s2, i = 1, .., l − 1. Vªy, ρ l  �÷íng �i hñp l» vîi gi¡
k = l − 1. �÷íng �i ρ công l  �÷íng �i hñp l» vîi gi¡ nhä nh§t k tr¶n G4, thªt vªy: gi£ sû
câ �÷íng �i hñp l» ρ' tr¶n G4 câ gi¡ nhä nh§t h < k, suy ra ρ′ câ h �¿nh kiºm so¡t nh÷ sau:

(s2, s2)
u1−−→ (f2, p1)

ε−−→ (s2, p1)
u2−−→ (f2, p2)

ε−−→ (s2, p2) . . . (s2, qh)
uh+1−−−→ (f2, f2),

ð �â pi 6= f2, s2, i = 1, .., h. Theo Nhªn x²t 3.2 th¼ tçn t¤i w = u1...uh+1 = v1...vm, vîi
u1, ..., uh+1, v1, ..., vm ∈ X thäa u1 6= v1. Vªy X l  h + 1 nhªp nh¬ng, hay �ë khæng nhªp
nh¬ng cõa X l  nhä hìn ho°c b¬ng h < k. �i·u n y l  m¥u thu¨n vîi X câ �ë khæng nhªp
nh¬ng húu h¤n k.

(⇐) Gi£ sû tr¶n G4 câ �÷íng �i hñp l» ρ vîi gi¡ nhä nh§t k > 0, suy ra ρ �i qua k �¿nh
kiºm so¡t v  câ d¤ng nh÷ sau:

(s2, s2)
x1−−→ (f2, q1)

ε−−→ (s2, q1)
x2−−→ (f2, q2)

ε−−→ (s2, q2) . . . (s2, qk)
xk+1−−−→ (f2, f2),

v¼ ρ câ gi¡ nhä nh§t k > 0 n¶n tr¶n ρ khæng câ �¿nh (f2, f2) trø �¿nh cuèi. Vªy ta câ k l 
nhä nh§t sao cho: ∃w ∈ X∗, w = x1...xk+1 = y1...ym, vîi x1, ..., xk+1, y1, ..., ym ∈ X thäa
m¢n k+ 1 6= m ho°c x1 6= y1. Hay X câ �ë nhªp nh¬ng k+ 1, ngh¾a l  X câ �ë khæng nhªp
nh¬ng k.

iii) (⇒) X câ �ë khæng nhªp nh¬ng væ h¤n k =∞, suy ra vîi måi l > 0 húu h¤n b§t ký v 
vîi måi x1, ..., xl, y1, ..., ym ∈ X, n¸u câ

w = x1...xl = y1...ym th¼ suy ra l = m v  xi = yi, vîi i = 1, .., l. (2)
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tø w = x1...xl, tr¶n A2 câ �÷íng �i th nh cæng π vîi nh¢n w = x1...xl:

s2
x1−−→ f2

ε−−→ s2
x2−−→ f2

ε−−→ s2 . . . s2
xl−−→ f2,

vîi w = y1...ym, tr¶n A2 câ �÷íng �i th nh cæng θ vîi nh¢n y1...ym:

s2
y1−−→ f2

ε−−→ s2
y2−−→ f2

ε−−→ s2 . . . s2
ym−−→ f2,

theo t½ch ætæmat v  theo (2) th¼ tr¶n G4 câ �÷íng �i ρ tø (s2, s2) �¸n (f2, f2) t¤o n¶n tø π
v  θ nh÷ sau:

(s2, s2)
x1−−→ (f2, f2)

ε−−→ (s2, s2)
x2−−→ (f2, f2)

ε−−→ (s2, s2) . . . (s2, s2)
xl−−→ (f2, f2),

ð �â, tr¶n ρ khæng câ �¿nh kiºm so¡t. Hay nâ c¡ch kh¡c, tr¶n G4 khæng câ �÷íng �i hñp l».

(⇐) Tr¶n G4 khæng câ �÷íng �i hñp l», suy ra måi �÷íng �i ρ tø (s2, s2) �¸n (f2, f2)
khæng câ �¿nh kiºm so¡t (f2, q), vîi q 6= f2, s2. T÷ìng ùng vîi méi �÷íng �i ρ, tr¶n A2 câ
�÷íng �i th nh cæng π vîi nh¢n w = x1...xl:

s2
x1−−→ f2

ε−−→ s2
x2−−→ f2

ε−−→ s2 . . . s2
xl−−→ f2,

v  tr¶n A2 câ �÷íng �i th nh cæng θ vîi nh¢n y1...ym:

s2
y1−−→ f2

ε−−→ s2
y2−−→ f2

ε−−→ s2 . . . s2
ym−−→ f2,

v¼ ρ khæng câ �¿nh kiºm so¡t n¶n vîi måi l húu h¤n v  x1, ..., xl, y1, ..., ym ∈ X, n¸u câ

w = x1...xl = y1...ym th¼ suy ra l = m v  xi = yi, vîi i = 1, .., l.

Vªy X câ �ë khæng nhªp nh¬ng væ h¤n k =∞. �

Tø �ành lþ 4.1 v  Bê �· 4.1 ð tr¶n, cho ph²p ta x¥y düng gi£i thuªt x¡c �ành �ë khæng
nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú ch½nh quy X ⊆ Σ∗ d÷îi �¥y:

Gi£i thuªt UnambDe(A)

Input: Ætæmat húu h¤n A (n �¿nh, m cung) v  X = L(A) ⊆ Σ∗.
Output: �ë khæng nhªp nh¬ng cõa X.

1. If Epsilon(A) then Return 0;
2. A1 = D(A); A2 = Ex(A1);
3. A3 = Prod(A1,A2); //cï n2 tr¤ng th¡i v  m2 cung
4. If câ �÷íng �i th nh cæng tr¶n A3 �i qua (p, f2), vîi p 6= f1, s1 then

Return 0; // �ë khæng nhªp nh¬ng cõa X l  0
5. A4 = Prod(A2,A2); //cï n2 tr¤ng th¡i v  m2 cung
6. G = XCopy(A4); // cï 2n2 �¿nh v  3m2 cung
7. If câ �÷íng �i ng­n nh§t tø ((s2, s2), 1) �¸n ((f2, f2), 2) tr¶n G �ë d i k then

Return k;
else Return ∞. //Khæng câ �÷íng �i tø ((s2, s2), 1) �¸n ((f2, f2), 2) tr¶n G.

�¡nh gi¡ �ë phùc t¤p thíi gian cõa gi£i thuªt:
�ë phùc t¤p thíi gian cõa b÷îc 1 l  O(n), b÷îc 2 l  O(n+m), b÷îc 3 v  5 l  O((n+m)2),

b÷îc 6 l  O(n2 +m2).
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�º thüc hi»n b÷îc 4, ta ¡p döng gi£i thuªt DFS(DepthFirstSearch) trong [12] nh÷ sau:
tr¶n A3, ¡p döng gi£i thuªt DFS tø (s1, s2) t¼m �¸n c¡c tr¤ng th¡i (p, f2), vîi p 6= f1, s1 v 
�¡nh d§u; x¥y düng AR

3 (nhªn �÷ñc tø A3 nhí �£o ng÷ñc c¡c cung), ¡p döng gi£i thuªt DFS
tø (f1, f2) t¼m �¸n c¡c tr¤ng th¡i �¢ �¡nh d§u. N¸u t¼m �÷ñc ½t nh§t mët tr¤ng th¡i �¢ �¡nh
d§u th¼ ta câ �÷íng �i th nh cæng tr¶n A3 �i qua ½t nh§t mët tr¤ng th¡i (p, f2), vîi p 6= f1, s1.
To n bë b÷îc 4 câ �ë phùc t¤p thíi gian l  O(n2 +m2).

B÷îc 7, ta dòng gi£i thuªt Dijkstra trong [12] �º t¼m �÷íng �i ng­n nh§t tø ((s2, s2), 1)
�¸n ((f2, f2), 2) tr¶n G. B÷îc n y câ �ë phùc t¤p thíi gian O(n2logn2 +m2).

Têng hñp l¤i, gi£i thuªt x¡c �ành �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú ch½nh quy câ �ë
phùc t¤p thíi gian O(n4), ð �¥y ta xem O(m) = O(n2) khi �ç thà d y c¤nh.

Tr÷íng hñp A l  ætæmat �ìn �ành câ n tr¤ng th¡i: v¼ theo Nhªn x²t 3.1 ta câ cï tr¤ng
th¡i v  cung cõa ætæmat A2 l  O(n), khi �â ætæmat t½ch A4 câ sè tr¤ng th¡i v  cung cï O(n2)
n¶n b÷îc 7 câ �ë phùc t¤p thíi gian O(n2logn2 +m2), hay O(n2logn). Công theo Nhªn x²t
3.1, tø b÷îc 1 �¸n b÷îc 6 câ �ë phùc t¤p thíi gian O(n2). Têng hñp l¤i trong tr÷íng hñp A
�ìn �ành, gi£i thuªt câ �ë phùc t¤p thíi gian O(n2logn) n¸u coi lüc l÷ñng cõa b£ng chú c¡i
Σ l  h¬ng sè.

H» qu£ 4.1. Gi£i thuªt UnambDe x¡c �ành ch½nh x¡c �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú
ch½nh quy �÷ñc �o¡n nhªn bði ætæmat A câ n tr¤ng th¡i, vîi �ë phùc t¤p thíi gian l  O(n4)
n¸u A l  �a �ành, l  O(n2logn) n¸u A �ìn �ành.

5. K�T LU�N

Nghi¶n cùu c¡c mæ h¼nh ætæmat n¥ng cao v  ùng döng cõa nâ l  mët trong c¡c xu h÷îng
nghi¶n cùu hi»n �¤i �÷ñc nhi·u nh  khoa håc - cæng ngh» quan t¥m. Trong b i b¡o n y, c¡c
b i to¡n câ þ ngh¾a v· lþ thuy¸t công nh÷ ùng döng thüc ti¹n �÷ñc nghi¶n cùu bao gçm:

- Giîi thi»u v  nghi¶n cùu v· �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú, �÷a ra mët ph¥n bªc
màn v  ch°t tr¶n lîp c¡c ngæn ngú câ �ë khæng nhªp nh¬ng tø 0 �¸n ∞. �i·u �â cho th§y
lîp c¡c ngæn ngú câ �ë khæng nhªp nh¬ng cao thªt rëng lîn, tuy khæng l  m¢, nh÷ng v¨n câ
kh£ n«ng m¢ hâa thæng tin mªt, n¥ng cao kh£ n«ng chèng t§n cæng, ti·m n«ng ùng döng lîn.
Nghi¶n cùu �°c tr÷ng cõa lîp c¡c ngæn ngú v  ph²p to¡n tr¶n chóng công l  c¡c chõ �· lþ
thó, c¡c v§n �· n y s³ �÷ñc nghi¶n cùu trong c¡c cæng tr¼nh ti¸p theo.

- �· xu§t gi£i thuªt x¡c �ành �ë khæng nhªp nh¬ng cõa ngæn ngú ch½nh quy �÷ñc �o¡n
nhªn bði ætæmat húu h¤n nhí kÿ thuªt sao ch²p �ç thà, vîi �ë phùc t¤p thíi gian l  �a thùc.
�iºm m¤nh cõa thuªt to¡n n y l  ¡p döng cho c£ ætæmat �ìn �ành ho°c �a �ành, ta khæng
ph£i chuyºn tø ætæmat �a �ành sang �ìn �ành vîi gi¡ ph£i tr£ cho thuªt to¡n chuyºn �êi câ
�ë phùc t¤p thíi gian cï lôy thøa. Thuªt to¡n n y công cho bi¸t ngæn ngú �÷ñc kiºm �ành
câ l  m¢ hay khæng, do �â công xem nh÷ mët thuªt to¡n kiºm tra m¢.
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