
T9p chi CO H~C 1979 so 3 • 4 (trcmg 57~ 64) 
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CO SO PHlfONG PHAP TI~M C~N TRONG. 
.... ,., ' . ..... 

H~ PHI TUYEN MANH CO CH~M 

NGUYEN KHAC LAN 
' 

L~\N dau tien h~ co 6·h~m; ma d¢ ch~rn duqc xac d{nh b<}·i phuang trlnh v~ 
phan,' da duqc nghien .ciru trong cong trfnh l1 ]. B9 ch~m dugc. gia thict 

nhu tren kh:ic. ve chat v6·i .cac d¢ cb~m da cluqc nghien cll'll tnr&c day (d¢ 
c~*m {).- khong doi, {). -:- la ham cua' thai gjan, 6.- la. ham cua ham dln tim 
Ya d<_lO ham cu~ n6). S\].' khac bi~t d6 .the hi~n (y chO. 6. la h::un cho tru6c deu 
c6 the gia thie.t n6 la m(>l ham ducrng lren rn¢t mien nao d6, con neu t:l coi nhu 
nghi~rn cua phtrang trinh vi ph:i~ ~hi gia thiet tren b! pha vii va trong khi . nghi~n 
ctiu can chi ra nhfrng dieu ki¢ri de D. la nghi~m QU'O'ng cua h~ phucrng trinh 
vi ph~n, ·d6 la m<)l kh6 khan l&n kh) gHii quyiil.· bti(t~an ·nay. . · 

·. ':: Trong bai nay ch1mg .t6i trlnh bay phucrng phap xay .dt,ing. ngbi¢m gan 
dung ti~n~ C*D va chtrng minh CO' sq loan h<;>C. CUa phuang pbap d6 _lrong h~ 

:.phCtiiy~it m~nh cO ch~m. rna d¢ ch*m pb1,1 thu¢c v~o tr~ng thai · ciia- h~ dao 
dQ.rig>.sl!··phl,l thu6c do dtrqc bieu ~lien ·ba1_1g phuang trinh vi phan: · · · _:,.. 

·~ ,, i- ·:.:.,; . . ' . I 

. • :: . -~ ..• : - r 
·.. . .. ~ : .. . . 

§I. TA ~HAO SAT DAO IH)NG CUA Ht CO CH!M DUQ'C X..iC ~lNB 
.BCYI PHUO'NG TRiNH 'il PH..\N 

I . , . 

d2x , · ( · . dx ) ' . . · ·. · dx clx ~ ' . 
- If t', X, - = EF 1 ( l', X. X 6. ' - , - ., t } • 
dt2 . . dt ... - ' . . dl dt 

' · d6. · F. . • dx ~ ) 
- = e :z ( T, .l , - • . u , E : 
dt . . dt 

• 1 

iropg d6 ta ki hi~u ~D. = x(t -D.)~ · r = ·Et - tham so bien doi ch~Ii, , £ - tham 
· so be. ti. - d;J.e trun'g cho d9 l~ch ciia thai gia n. . \ 

.. 1) Qia sir: de ham ' F 1• F2 giai tich d6i v&i.tham so Eva c6 the khai trien 
lhaDh ChUOj }Qy thfra CU3 E, rna caC b¢' SO ~a CaC Q3 lhtrC doi VOi dOl SO Ct'ta miD h. 

2) H¢ suy bien: 

·- · -l- r x - -- . (l'!xo . f' ( . d:ro) - f) 
dt.~ ' . '!' dt ' .. t 1 . ~) 



1\. iJ i ch ) r = co ns t. · ph tr cr n g I r l n h ( I . 2 ) co n g hi~ m d ~ n g : 
cr. 

:ro = L Hnln(r. ~:). 

·,p = J w(r , a)dl+ rp. 

trong <.16 zu( r, 1.1J)- luan hoan theo ~' v&i chu ky 2n; a, <p Ia cae hAng so tuy ~· , 
a - n~1o; chuoi (1.3) h¢i l~I di.'u lrong mien I a 1 < 1. 

:1 ) Xitc djnh dug·c nghi~m gan dlrng cua h~ stiy bien va k)· hi¢u n6 qua 
z(r, a, 'ljl ) , 

k -
x ~ z ( r, !1 , 1.1J) ~= }: a 0Z~ ("r, !f) ( 1.4) 

n=l 

va tln,rc hi~n dicu ki~n : 

T 

\ 

\ 

I 
' 

z• 'z~ · , ·· ·d 

A(r,a ,1.1J)= a =f=O. (1.5)"- ·~·: 

. . z~'P z~:f . 

Khi xay cit_rng ~ghi~m; chung ta -coi rang nghi¢m ~(t) cua h¢ (1.1) la ham 
duailg. Dieu ki~n duang ciia ham ~(t) se chi ra & du&i. · I 

Be xay dt;t·ng nghi~m h~ (1.1) ta se i.tp dt,tng phuo·ng phap ti~m c~ri. Thea 
luqc do cua plnrang phap do tren do~n (0, L] se tim nghi~m dung cua h~ ( 1.1) 
d ip nho O(a") lheo tham so a va cap O(Ek) -theo tharn .so E lrong d~ng 

X= z( r ,·a, 1.jl) + tUl (-r,·a , e, 'ljl) + E2Uz (r, a, e, 1.1J) +· ... 
!J. = e + E\' t ("t, a, e. tp) + B2•·2(i, a , 6, tp) + ... '· ( 1.6) 

lrong cl6 dtc c1Q.i luqng a,· '\j), Q thoa man h¢ phua ng lrinh 

da _ 2 . · dt - tAl (r , a, e)+ E A2 (r. a, e) + .. . 

d tjJ . ' ') . . -
dt = w(r, a)+_ ~Bt (r , a, 0) + E~B2( r, a , 6) + .. . 

d e· -- c. ( e· I .. 2C + . __ , , 1 r,a, J •E 2(-r,a .e) ... 
dt . 

( 1.7) 

Cac ha m Ui , vi tua n h oari theo 1p ,-&i chu k}· 2!t. 
. ' 

~hu \' ~}' bil i loa n tim nghi ~m gi'tn dung h¢ ( 1. 1) dtr<;>·c chra ve .bai loan 
xac dioh cac ham lJ1( r , a,9. 'lj: ). Vi( ~. a, 8, 1Jl) • .-\i (r. a. fl). Bi (r. a. 8) . Ci ( r, a , OJ. 
i = 1. 2, 3, ... 

G~in du ng lht'r nha t hoan lbi ¢n thco tho..m so e dtrC)'C xac djnh thea 
c.6n g thtrc: 

x( l.J = z(r, a , tp) + fL.1(r. u, a, tt') ( 1.~) 

.0.0.> = ll(O ..L- e\ -1 ( r , a, o, 'n· 

l 
t 



l 1( r , a, lp). \" 1(r, a, tJ"l tu2.n ho i1n t ht~n 1p \·oi cilu k_\· :2 .--r . l~ar LL.ti ltrr;ng 

a. ~\ e Lhoa man h~ plnrang lrinh: 

da · 
- = ~At(r. a, 0) 
dt 

dll' ·-
- = w(r, a)+ ~Bt ( r, a, 0). 
dt 
de . 

· - = tC 1(r , .a, 8) 
dt 

<Ul) · 

Bay gib llm hin11 U1 (r, a, e. ljl), Vt(r, a, 8, \j:), ·va A 1(r, a, 8), B1(r, a, 6). 
Ct(r> a, e). V&i IDI,IC dich d6 fa vi phan bieu thuc (1.8), khi Yi phan c6 ke l&i 
cac phtrong trinh (1.9). Sau -d6 the nhfrng ket qua nh~Ii uuqc vao phuong Lrinh . 
(1.1)·, khai trien hai Ve lheo cbuoi lfty thtra CUa ~. cho cic h~ s6 cUU E

0
_ Va e1 0 

2 ve bilng nhau. Ta nh~n ·duqc cac phuang trinh: ' 

':! ,, ') + f( . -' ) - 0 W z'\j)... T, Z, UJZijJ .- , 

2 a2U1 + ( af) aUt + ·(of) U _ <O - - W -. · -- -- I -
<l'\j)2 ()X 0 <l'\jl ()X 0 . . 

· e - [ · · · .. ( a r ) · J - [ ,. ( af ) · • ] ·. = <Pt((r, a, , 1P) - u'a z1P~+ 2wza'lj> + - Za A1 -. 2w z,p2 + -,. z'li' Bt 
- ax 0 - . ax 0 . ' : . . 

'1T • . - • 

. <lvt F. ( . ) C( . 
t!.l- = 2 r, Z, wz,t., 6 - 1 r, a, 8) 

01)1 . . 't' 
(1.10) 

. I 

. q day bieu thuc Hiy g)a trt l~i nghi~m· cua h~ suy bien duqc k)· hi~u qua ·. 
,dau m'6c (.)ova - . 

:•· . · <l>t(r, a, e, 11'). = F 1(-r, z(:t, a, tp), .z(r, ·a , 'I':_ w6), · 

. wz;v<r. a, 'lj)). toz;p (-r, ·a:·.t!J, w6)~ C)- ( :~ )o ·z; -2wz~~....;. .w~.z~ ~. 

'Tnr&c het t-Lr pbuang trinh- thir ba cua (1.10)-, la ·xac. djnh dU<(C .ham 
vI ( r. a. e. tp). Ham nay tuan .hofm theo· tjl VOl ~hu kj· 2Jt khi c6 M thuc 

' 2:rt 

Ct{t, a, 6) = -
1
-fFz(r. Z, wz;h' e .. C)d~ . . 

.2'Jt . I' ' 

(t.ll) 

0 

Vn ham Y 1 CO d(},ng 

Y 1 ~ _I_ f [ F2n sin hlp ...,.. F:n eos ntp]. 
(I) n=l n n 

. (1.12) 

,tron~ do F~Q. F:!n la h~ so Phua-ri-e ·cua ham F2. 

Tfr plttrang lr inh thu hai <.:ua (1.10) ta th{iy rClng, p!nrang trinh tbu~ln nh:ll 
luang trng Yri·i n6 tri1ng n7i phuang Lrinh bii~n ph~in cua h~ suy bien (< = 0;, 



th ea giit thi(., l ,-;\ kt~ l q uit c:ua IS· llnryt\t plw(rng lri nb vi phl'tn d l: d:1ng bi e! :2 
n;::hi(·n1 d<:1(' !~p ciia 116. S;1u d (> dl~ cli!n _g t im dn~n· hilm l. i J(r. ~~. 0. 1}·) nlJ <'r phu-rrng 
Jth:'l p bie 11 thi l-11 ll;lng so La-grflll g. Tu c<·J : 

u; 1 . . 
L: = z'(r.a,·1f) L - - [F"(r.a. O)sinl.jl- QJr,a,O).cosn'l') + 

a ll=l n · 

+ z:,r~ . a.lj.l) f: !__[ P"(T, a. 9)sin'l/J- o· (r, a, O)cosn~l ] (1.12) 
't' ll=l Il 

11 
• 11 

trong c16 _I\(r, a, 0). Qn(r, a. e). P~ (r, a . 9), Q~ (r, a, 0) Ia nhfrng d~i lu-?"ng da 
du-qc xac d!nh . Cac c1~i luqng A]t B, duqc xac d!nh tt'r- h¢ plnwng trinh. 

' ·. 

(1•13) 

• \ 

Trong ~6: 

2K , · · z . 
l \jl ( ' • " 2 '' ( af ) z'] d .. s,, = I (J)29J ':la ztp + wza'ljJ + ax a a '~'· . 
0 

::!:t • 

r :_l [2w z••"..!.... (~) z'] dl j' 2~ 'l/l~ I • 0 '\j.l • 
~ co -:J.J ~X . 
( ! 

(1.13} 
\ . 

S - j . Z~ r ' ' ') '' l ( i.'lf ) z' J d,,. ~1 = ~ ~ wa z \P - .... <oZ:;.1.jJ 1 - . o a 't' • 
... l~ 1) ' ll .1.' 
(I 

s22 = 

Nf u c1!nh !hire: 

thi .-\ 1, B 1 duqc xa c d inh m (1i dch d uy n!1 ~i t Yn bai to f1 n gi{l.i ciuac, ncu d j nh 
t h(rc dc'1 b{Lng khung thi b i1i to ;';n k it (Jng gi~ii dtrc!C b~ ng ph nang ph~:tp trh:. 
\'!H:-ng d(i i vr"d nhl!~u h1 i lo;·! !i lhuc: l t; dill!~ f.in'r c l r(' n kh :'tc khon ~.; . 
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I 
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\
1 i ~clt.l: 1\h{to sul plmang lnnh 

-- ...L J:!x- rx -- = c:(l-x'.!) -~---
(l2x ( dx ) ~ dx(t- ~) 
ul~ . I • dt 1 d l 

d6 
--=~X~ . (1.1-i) 

dt 

Boi voi phuang .trinh (1.14) rna tr*n S c6 d~ng: 
- - ? •) 

1 ( aw~ rw; 1 tr(l)~ ) 

(
-;;;:: "' + 2-- ·-" + o;u·( · m; )u) 

0 - 1---
2w G4 A. 

S= 

v~ h~ phucmg trinh ( 1.9) c6 d~ng : · 

. ( a4 sr; ) · 
aw 1 - - + -- cosw6 

da · S - 256A. 

dt = E a<o; ·rw; 1 ~ rw; 
w·+---+---

2 4 64/.. 
. 2 ' 

( 
3a2 7rwa) -. 

1 - -- - - -- sinw.6 
d'\)l = w _:_ ew . - 4 64/.. . 
dl llv2 

( 1 .- 641~~ ) -

de a2 · 
- =e -
dt 2 

. >· Nghi~m cua h¢ (1.14) ~6i .dQ 'cilirih xac a4 thea tham s6 a ''a s1 theo than1 
.s6 e c~ d~ng : · · 

I • -· · - ra3 ·· · . 
x = acos1.p .:.... ~ (cos'\)l - cos3tp), 

32A. 

trong-'d6 a, 'tp, e thoa rnuu h~ phuang li .. inh _(1.15): · 

. . §-2. Trang phan nay ta -~hung mlnh CO' ~b cua phuang phap ti~m c*n d6i 
voi· phuang trinh c6 ch~m gan tich phan duqc, tuc _ la ·ta chllng rninh r~ng 
nghi~m _gan dtmg rna tim duqc bang · phuang phap 'ti~m c~n t ren m<)t khoang 
thai .gi.an du ion v&i d9 chfnh xac can thitH la nghi~m cua phuang trinh tuang 
ung. Be dan gi-ln cho Slf trinh bay, va knong h::.m cbe 'tong qual, la chung 
'rninh djnh ly ve CO' s& 'cua ·phuang pha.p ti~rn c~n doi \'Oi nghi~rn gan dimg 
thir nh:H hoan thi~n cua phuang trinh ('1.1) . 

. Co the khiing djnh rang ltrqc do chllng minh v:J. nhfrng Ht qua duoi dfty 
cilng dung doi n7 i tnrang hqp 1biet nghi ¢m chinh x [tc cl'1a pht.rang trinh !IllY 

bien ,.ad<) ch~i.m la htmg so ho~c fa ham ci'1 a thai giun. 

ld 

( . 



\'(ri m~t c d icit tre n t.1 ph~ll biL·n kh6ng cht'm g mi nh d inh 1_\: sa u : 

Dinh l )· : Gicl str h t (/.f) thoa man cdc di(:u /;i('n 1)- 3) tro ng m~tc .Iva 

a) H~ phtr ang /rin h (1.9) t hoa man d{(:u ki~n 

I A1 ( r . a. 0 I < D 1 a + D30 + D5 

)· 1 C1(r , a, 6) t < D2a + D.JO +De 

b) Nghi¢m a(l}, O(l) c(w hr (1 .9) th ria miin bat dung llurc 

1 a( - Tr I + I B(- T) I < p < ~. 

) T
- e(IJ ' + D"HL+1') + D5 -fDa ( eE(D' + n''> (L+Tl- 1). 

c - ae . D' + Il" . . . 

trong· do D' = max (Dt. D3), n:· = max(D2• D4). 

D- + D6 · 
d)~+ ., < t. 

D'+D'' 

I 
(2.1) I 

t 
' 1 

(2.2) 

. (2.3) 

. · Khi do vaiL du /an vd c'ac hang so S ; M co the xdc dtnh cac so dz.rong ·· :. 
1(, E0 de cho 'v'E < E0 vd lren doc;m [0, L] se co bat ddng thlrc: . . 

. ; . 

1 x<1>(t) - x(t) I ~ Ef{. 

_ 1 :tft><i) ___; x(t) , < EK., 
1 !1<oct·>- l1(t) 1 < EK. 

(2.5) 

Lr~ng dox<1>(t ), !1u>(t) la ngm¢m gan dung i116: nhat lwdn thi¢n dl.tQ'c xac dt~h 
bch cong th(rc (1.8) va (1 .• 9) , con x(l) va !:i(l) La nghi~m chinh xac ciia phz.rang 
lr inh (1.1). Chtlng thoa man di'eu ki~n ban d.ii.u. 

x(t) = cp(t) , x(t) = ~(t) ircn doq.n (- Oo , 0). 

x<1\t) -:- cp(l) (l),:i;U)(l) ,;, cr(I)(t) tren l~p E
0

, Eo ld tQ.p ban dau :rue 

dtnh lL( quan M vai !:i(l)(t). 

:r(o) = ~'?(o ),.x (o)::::; ~(o) : xU)(o) = cp( I)(o ), x<n(o) = cp(ll(o ) . 
. . 

I 'f( l) - cr·(l )~! ) i < sS, . I cp(l)(l) I < M. 

I ~([) - ~(l)(l) l < sS. I ~(l)(l) I < M . 

t n!n tr).p E. ua 
l !:i(o) - f:1<1)(o) I '~ tS, [i1(l)(i) 1 <1:1··,. 

(·a(· ildm cp(l),(p(l)(l) clti s6 lan khd ui t ren mien X('tc .d inh cua minh. 

Sau d<i y ta ne u nhfrng b t.r&c CCI b:ln cua l u ge d0 chting m inh djnh 1_\· 
tren. Khi chtrng minh Chung La Sll' d!,!ng ltrq c do CLta ~Iipto--r6-p6n -xki de cht'rng 
minh cl!nh I~· ca ban Clla plmo ng ph{l.p ti¢m c ~n (xem [2) ). a <:.• st'r dt,In g l!rqc 

d(l c1 6 la li"l n !tro-t ch(mg mird1 c: :'tc bo d i5 ~;a u c1:1y. · 

_:. I 

I 

1 



tlo lie l: f,id str Jz \! phtrang trinh (l.!J) lhria miin ri (eu l.:i?n (2. 1) !hi nghi~?m a(/), . 

O(l) gui·i n(ii tren tlww - T -~ L < L. 

Bod~ ·2 : 1\'eu c6 di'eu ki(;n (2.1-), thi plmang trinh (2 . .1) c6 it nl~<'il m(il l_tghi~m 
n/u) han r .. 

_ Bay git1 tu gia sl'r l
0 

.:._ .0 1':1 thai <li~m ban d3u. Tu quan h~ cua u<O(t) 
ta xac djn li t<}p hqp ban diiu E

0
• T:~p hgp n·ay_ bao gom diem l

0 
= 0 v:\ Uit c:l 

c~c gi{1 tr! t - 6.<1>(t) rna t- Ll< 1>(t) < 0 khi t > 0; d6ng. th&i 1
0 
= 0 la diem bien 

ben pl;ai cua l*P · E0 • K)· hi~u do~n bao gom ttit ci c:lc gi:l lri t a Eo ,.i (0, L] 
qua do~n W'· L]. Khi <16 .Ia .c6 : 

Bo d~ 3 : Cia Szl c6 dieu ki~Il (~.1), (2.2) va 0 ( -T) > 0, trong d6 T Ld nghi~m CU~l 
phzrang trinlz (2.3) thi: . · / · · 

a) Ll(l)(l).gi6i n9l va es;(l)(l) < T < r, neu r < 2:rc tpi Li<1>(t). <: 2:rc ; dong . 

that Llh>u) ld ham dt.wng tren d·o~n [t~. L] 

b) x • tt) ~a haliJ gi(Ji_n(/l tren doQn Lf•, .LJ. . 
Theo ket _qua cua b(f de l nghi~m 9(t) gi&i n¢i tr_~n c1ol;ln -[ -T, L] va theo bo 

de,3 ~(l)(l) < T, do d6 ta c6 the suy ra ding do~·n (f~, . L] nain trong do~n : 
:-:.. T, L]. Cho nen e(t} cilng gi&i n<)i tren do~n [t•~ L] . 

· · Bb d~ 4: Neu dl.eu·Jci¢n (:?.1) drrgc thl!c hi¢n va · 

D3N + Ds < ci ~ 1, · 
Dt 

rong .d6: 1y = max6(t) tren [t"", L]. Khi d6 

1 a(t) I< M < 1. 

teu.a(t"") --:- r ~ 1. 

- - -.Bb d~ 5: Gid sti· cac di'eu _klen clia djnldy dzrqc tlz~rc hl¢n khid6 nghicm 
an 'dung th(r nhfil hoan ihten X(1), £l(l) thoa :[min phrrang trinh ·(1.1.) v(ii sa(so · 
2' tuc [a co cdc belt dang t hire . 

d2z(I) ( dx(l}). ( ~ · ( ) - --r 't, x(l), -- - eF l ·'t, x(1), X l t 

df2 .. - di - A 

I d~t) . .:... sF .. (r . 'x(l), dx(:): Ll(l), . £)I< E~F"~ 
dt ~ . dt . ~ 

rong do Ft •• F2fl La nhfrng so xac dinh . 
Sau khi chung rninh cac.bo de tren Yil nha phuang phap btr<Yc ta c6 the 

r ,dt,mg sa do cua ~Ii-ta~ r6-pon-xki [2) de c hirng minh d!nh l)·. Q- day Ia 
!long trinh bity sa do chirng minh de bo de n1 d!nh ly da neu a tren. 

I >ia chi ~h:~ n ngay 5-5-l~li9 
Tnrung D:~i h,~c Tung hqp 

ti3 

•. 
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1. .1\U lT!JOOQ/IbCKl ··! li iO . ..-\ ., HI' J'EH !{XAK .TIA 1 I. 0 KO: te6aHIIHX u1" 

·nc:.! c 3ana3.J.biiJaHHNt , 3aB!ICHW.IIM OT COCTOHH!Ifl CllCTeMb!, .YMiK, TOM 29, No::;,-
19i7, C. 39S-401. 

2. MI1TPOnOJlbCl{l 11~·! IO. A. npoG.'!e:.tb! acm.tnToTwreo.:o i! TeopuH HE <> 
TaUI! DHapHb!X _Ko.ri e6a Huii, ~ HayKa » M., 1 ~lu-1, 0-11 C. 

_ ..... 
I ' · 

FO~DE>IE~T DE LA, ~fETI--iODE ASYMPTOTIQUE DAl\S UN 
SYSTEME !'\0::\ LINEAIRE .AVEC RET ARDEMENT , 

Dan s ce travail se ' propose un schem·a de cqnstruction ~·une solution approxima

ttve asymptoliquement d 'une systeme non .lineaire au sens fort avec relardemenl de

pendant de l'elal du sys'n!rne. La relat ion entre ·le retardement et l 'e lal du sysleme 
est e:tprime'e par une equation differen tielle. 

Ki:\l I Bc\(J 

:\am 197!1 T:.tp chi Cu H,,c cho i.l li ng g(l p , ~0 1-:.! ru Lhang 1-\, so 1:; - 4 r a tha ng 1:!. 

\'(Ji gia oaJo x 2 = rd5o . 
.:\'am !\.lS(l ·L·r_1p ehi Ccr Hc.1c sl: r a :: t hang m (1f k i vuo de lh :ing 3 6 9 v~ 1~ v 6 i 

gi :"1 f.,d:~o. 

.\ in rnoi H:_.r; doc ' l:tt ~''lla l:.tl c·:'tc· Ty. Si', lnru ui~n gftn nh:'tt. 

i;.j 

T 
I 

I 

l 

__ .. 

I 

L 

NG 

·-

..... . 

NG 

.... , 
' -.Nc 

.; .. 


