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lOP TUAN HOAN_ c6 BIEN D~NG TRU'()'C THUAN NHAT 

L~ MINH KHANH 

-
Xet moi tnrong phan l&p v6 h~n gam ~ai v~t li~u n~/i duqc trao dM nhau (h.} ) -

h~ t<;Ht a~ .De cac vuong g6c khi v'~t li~u a tr~rig thai tlf Iihien la Xt, X2, X,3 va h~. 
· · · tQad~ H~, cac vu6n~ g6c khi v%t Ii~u da c6 

•. E; bien d:;tng ban dll.u Ia Zt, Z2, Z3- trong .-<16 cac 
__,,......._.~-~-'-!-'--~--~· - ~l'l;w- X3, Z3 vuong goc v.&i cac l&p. 

----'----.,..,.;~~--~ . . Giasi'r bien d~ng ban dllu Ia thuan 
· ! . . 11hat, ta se · c6 · · 

--,--,""""'""'--~~~------

' z = ~ <J)x(j) c = 1 2)·_ 
m ·_m·. m J ' (1.1) 

tr~n~ d6 A. (j) hi. bang s6. 
Phuong trinh co ban. cua nhi~u d~ng djch ·. 
ehuy~n trong M t9a d~ (Zt; Z2 •. Z3) la [1] : 

Hinl1 1 -(j) - (j) ' 
Lmet uot = 0, 

(1.2) 

lrong d6: 

(") 
(j) ~(j) -- -~--

(~'imotR ; P --· ' 
~-' il. (j)/1. Cj) f.. (j) 

.1 2 3 . 

(i, m, a, P.= L 2. :-l) / 

,rai ~ (j), p(j) Ia ty tr:Qng ci'la~ l6p .thir j irong tr:;mg thai t~· nhUm v~t tq.ng thai d~i.u. D~i 

.m:;JTig W~~C(~ , Ch0 bCl'i CODg thiTC ( 1.9) I ll'ODg C011g trinh [2]. 

Tai tr9ng t~i m~t Z3 = const c6 d<:.ng 

(1.4) 

I 

0 
l:: 



. GQi thanh phan eva ye-cla s6ng tren h~ (21. Z2, Z3) la (kl, k2, k3). Trong coni 
!:r,inh [l] (Hi D£hien ClnJ lruong hQ·p jq = li2 ='0, k3 = k + 0 va trong coiig !rlnh [3], [4j 
da nghien ciru truang hgp lq = k + 0, k2 = k3 = 0 (ho~c k1.= k3 = 0, kz = k =I= 0). Trong 
hili bao nay, ta nghien cl'ru tnr6·ng hgp kt + 0, k2 =I= 0, k3 = 0, v~t li$u cac 16-p la nen dU"gc. 

§ 2. PHUO'NG PHAP GIAI 

Tl' tim ng\li¢m cua h~ (1.2). quai d::).ng: . 

. (j) _ "(j)(Z ) i<ktZi.+k:iZ2-WT) 
uct - u ct 3 e ; 

·'\, 

1

·.--.- . ( ') 

""(j) A-- (j) ia J Zs ..--:(j) _ r(jl..--:(j) :"'(j) (j)""(j) . 
1. U 3 = e , U l - u 3 u 2 = 8 · U 3 I, . , 

! ' . A(j) . (j) r(j) ~(j~ I 
i:rion~ d6: • a ' ' u a cac const. (j) (2.1) 

i·Tbay(2:1) vao ·(1.2) ,ta dU"qc: . 

~~-- -._ '<i> ~Cj). 2 - ~cD - 2 --:-'Cj) . <i)2 . - <i) :l -. Cj) ~<j> -Cj) -· 
> - r -( w 1111 kt'+ {1)2112li2 + 013113 a - -:- p w ) + e ' (wll22 + 002121) ktk2 + 
I .,. -(') -c)· (') ·· -
r -.... ' + ( 10 1~33 + w3i31) k2a J . = 0 

11-.i'' ' ,. - (j) ;.,.,;(j) - "':"'(j) . ' ~ (j) '-(j) 2 -(j) 2 -(j), (j)2_ ...... (j) 2) + 
1 r -· ( W221i. + Wf:,H2) ktk2 -f- e ( (01212 k1 + _ W2222 k2 -f- 013223 a - p W 
I" 

i ' ' ---(j) ,_(j) . : (j) -
i + ( w 2233 + w 2328) k 2a = 0 -

r (j) --(j) • --(j) --(j) 2 ~(j) 2 _;,_(j) (j)2 ' ---(j) 2 

( w 3311 +. w 3131) ktk2 + ( w 1331 kl + w 2323 k2 + w 3335 a - P w ) + 
. . ~ (j) ......; (j) --s{j) . (j) - . 
+ e ( w 3322 + w 3232) k2a = 0 (2.2) 

.· . . ( ') ( ') I 
. Tu h¢ phU"ong trinh h·en, satJ khi khif Y J , 6 J , t.a se dtrgc m¢t phuong trinh b~c ba 

~ . - . . -
1 · : (j) . G' •. . t-. ~ d . . -
, cu·a. a . • Iai ra .a se ugc sau nghi~m : 

. ' (j) 0 C) . . (') (j') - (_j') 
r· a· - - J J~ J 
! · 1 r- -: a2 ' ag · -= -· a4 ' a5 = - a6 (2.3) 

·chit f den (2;3)_ ta c6 tU vHH l:;d: (2.1) du&i d~ng·: · 
........ (") (') l (j) ( ') ,. ( j) ( ') . - ,(j) (. ') ' . (j) 

.1 :.__·A· J . al Z3 +··A J - ia1· Z3 . J ra3··· Z3 J - H\ 3 zs 
u 3 - 1 .e 2 , e + A3 , e_. + A4 e • + 

.( ') . (j) ( ')' . (j) 
A J 1a5 Z3 A J - 1a5 Z3 

5 e + 6 e 

""'(.') (') ''). (j) ' . (j) • ' . (j) : (j) 
u lJ '=r/ (A~J elal Z3 -:-·A~J) e- ial Z3) + ~~j) (A~J) ela3 Z3 ....._ A~J) e- ia3 zsl T 

' ( ') ( ') .. (j) ( ') . . (j) + J J (A J . Ia5 Z3 _ .] . - ta5 Z3) 
.. 5 5 e. .. . A6 e 

"'ll) ( ') . ' (j~ . . . (jJ . . .. (j) . ' . (j) "' e J ( (j) l. al •Z3 - A(j) ~ tal zs)' a(J) ( (.]) la3· Z3 (j) -Ills' Z3) -_11-2 ·- 1 · A1 e · 2 e . + ~:~3 A 3 e - A4 e _ + 
- ' 

(2.4.). 



ehleu day ciia ·cac 
(1.1) ta suy ra: · 

tru&c va sau khi c6 
. ~(j) 

va h .. T1'r 

,.._, (") (') ' (") 
hJ=AJhJ 

' 3 

. ' (1) (2) 
Ta xet hai lop Cl).nh nhau·o <;; z3 < h , - h < z3 <;o . 

. Tl).i _za = 0, ta phiii co .d:Hlu ki~n lien tvc : 

-"(1) . "'(2) . "''(1) .·· ·"' (2) .· . ' .; 
u m (o} =u ~ (o), P m (o) =·p m (o), (m::: 1, 2, 3), 

' ; . • ....,(j) """(j) • : • '" . " . 
'Theo [5} cac bien. dt') u m .; · P m pha1 thoa man qteu kt~n tuan hoan: 

I , 1 , 

""(1), ·-(t>) . ""(2> (. ""<2) . -pw <h<1>) = fiq) ·<- h'C2)>, (m-= 1. 2, 3) .. 
u m . ( h = u_m - h ) ' m . rn . 

cac di~u ki~n (2.6), <2.7) cho · ta mi)t h~ 12 phudng trinh tuyen tinh tl1Uiin nhat 
(1) . ' ' ' (2) . . • ' ' . 

· A1 , . . : . , A6 . Vi M. nay qua cong kenh nen a d.ly ta khOng viH ra. 

·.§a, .. TRUO'NG _uqp :Buoc s6NG nAt 

(2.5)' 

• ( 1) . . (2) 
f>jnh thuc ciia -h~ 12 phuan_g tl'inh tuyen tinh thuan· nhiH ~ua A 1 , ... , At). phai 

.Mng khOng 

trong c16: 

'· . C(lU 
1 
,m 

1 

9(1) 
1 

-(1) •. (1) (1) .L·-(1) 
003311 1' 1 al ' w 3131 lo 

'""'(1) (1)' (1) ~·<1> 
0}3223 e1 al + (I) 3232 kz 

D = O, 

C¢1 2. 

1 

- T(l) 
1 

. \1) 
-9 1 . 

'' -(1) ., (1) . (1) ,...,(1) 
003113 r 1 a1 + (1)3131 kt 

<Y(1) '(1) (1) "'-'(1) 
w3223 e i al + (I) 3232 k 2 

-(1) (1) ~(1) . ' <h ~(1) (1) 
' (1)3311 ki r 1 -t (I) 3322 kz e 1 + (1)3333 8 1 

-(1) .(1) ~(1) (1) ~(1) (1) 
.-(w3311lq)1 +uJ3322k2 e1 +w3333a1 ) 

(1)""'(1) 
ia 1 h . 

e 

. (1)~h (1) 
e-lal 
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CQt 11 

~t 

. (2) 
-r5 

--rP) 
' 5 

~(2) I (2) (2) ~{2) , 
- (~ 3113 r 5 a5 + (!) 3131 kt)• 

. · --(2) (2) A2) ;...._,<&) 
- (w3223 95 · a5 + wtl232 k 2) 

' ~(2) ' . (2) .~<2) (2) ~(2) . (2) 
(w 3311kt1' 5 + w 3322k2S5 · + w 3333a5 ) 

' (2)---h (2) 
..-. Ja5 

-e 

. '' 

(2) - ia(2)li(2); 
- r5 e .. 5 

(2) ~ 1a (2)'h(2) 
- 65 e . 5 

i .. .,__(2) (2) (2) ~(2) . (2) ....... (2) 
i' .-~(!) 3113 r 5 a5 + (!) 3131 kt) e -la5 h 

' • 0 (2)---(2) 
~(2) 2 (2) ~(2) · . . - I a 5 h . 

:-<~ 3223 65 a5 + w 3232 k2) e. 

~(2) (2). ~(2) . (2) 
~ ((I) 3311 kt a5 -: w 3322k2 e5 + 

. (2)- (2) 
· . .-.....(2) (2) - ia

5 
h 

+ w. 3333 a5 ) e 

Cr)t 12 

-1 

r<2) 
. ·5 . 

'(2) 
65 . 

""'(2) (2) (o2) . "-'(2) . 
-.c003113 r5 a.5 + 003131 kt) 

' -·(2) (2) (2)' '--(2) : 
- (w3223 65 a5 · + w 3232 k2) 

~(2)' ' .· (2) . .,-.(2) (2) . ~(2) (2) 
00.3311 kt r 5 + (!) 3322 k 2 Q5 + (!) 3333 a5 

. (2)~h (2) • 
Ja5 . -e 

(
?)' 0 (2) ....... h (2)' . 

r ... ut
5
- . 

5 e . 

(?) 0 (2)-1 (2) 
n "" ta5 1 u5 e 

~(2) (2) (2) ~(2) · ia(2)'h(2) 
-(<u3113r5 a5 + w31_31 kt)e 5 . · 

~(2) , (2) (2) ~-(2) ia (2)'h(2) 
- ( 003223 65 a5 + w 3232 .k2) e 5 . 

~(2) . ' (2) . ~(2) (2) ' 
(w3311 kt I)' 5 + w 332Z kz 95 + ' 

~{2} (2) ia (2)h-(2) 

+ w 3S33 a5 ) e . 5 (3.21 

u day cac u:;l.i lugng a~oP, ~~j\ e~j), (j = 1,2; i :::: 1, 3, 5) tinh tu h~ (2.2) 
l . l l ' 

Phuang trinh (3.1) ket hgp v6i (2.2) 1~ phuong trinh tan sac cho phep ta. tim ~·a 
v~rtloc .cua ba lo~i s6ng, Nhung vi (3.1) qua i:ong kenh, ni\n khOng thE\' tim ra m¢t cong 

tliuc gHli tich cho cac v~n toe s6ngo Trorig m6i truong hgp C\1 th~ la c6 th~ ttith g!in 
d:tmg bang phuang pMp s6o 

XJ.t t ' 1... . b "'- 6 d' i h . ' . h' ~ d' ~h (1) ~h (2) • 1 1 ., rtrang ... gp trvc s ng a, sao c o· cac. c teu ay ,, cua cac 6p .a 
nhO kh6ng .dang k~ so vOi bu6c s6ngo.· Khi d6 qua mt;\.1 vaj phep bien d(li nhO ta c6 tM 

·' ... . ' . ' 

viet (3.2) du6i d~ng : 

~ I 

I.:. 



,. 

C(it 11 

-l ' 

r (2) 
- 5 
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C;;Jt .2 

1 

C¢t 12 
- ·1' 
r<:i) 
.. 5 .· 

. f}(2) 
5 

~(2) . (2) (2) ~(2) 
- ( (!) 3113 r 5 a5 + (!) 3131 b) 

.· .._.(2) (2) .(2) ~(2) . 

- ( w 3223 °5 a5 + w ll232k2) 

~(2) (2) ~(2) ,· (2) ~(2) (2) 
. to 3311 kt'Y 5 + (u 33::t.21P 9s + w 3333 a5 · 

. (2)~h (2) 
~ a5 

'Y(2) (2)~l (2) 
~ 5 a5 1 

f'J(2) (2)}(2) 
l 5 a5 1 

. ·-(2) (2) (2l ~(2) (2)-(:.l) 
- ( w 3113 r 5 a5. + (J) 3131lq)a5 h 

- (2) (2) (2) . ~(2) (2)~(2) 
- ( w 3223 e5 a5 .+ (0 3232k2)a5 h I 

·~(2} . (2) -{2) (2) 
( ~ 3311 ktls + w3322k295 + 

;;.,...(2) (2)) (2)-h~(2) 
.. + ~ 3~33 a5 a5 (S.S) 



Qua rat nhiht Hin Lien doi, tt~ d\nh thl'rc ci:ip 12 c6 cac c¢t nhu o· (3 . .3) ta Um ra 
. dugc cac v(t.n tOe s6~g: 

-·-- --

2 ) .. 2' ]2 + 4 . 2 2 [(-(!) + c . , sm a, sm a.cos a w 1122 
z2zl. . . .· .. 

-:.or )-;<1> · · · ( ....... <2> . , ~<2> -)~<2> -( '-m _ .-.....<2) ) ( ;o) _ 
· • • .. W 2121 . + W 1122 T W 2121 h W 1133 W 1133' ' 2233 • • • 

. ' ~ ' . 

· . '-1- ~(2) )~h o)~h (2) , ·-(~(2) -;w·+<;m. 'h<~)J. ··_]!. !·.: 
• . . w 'l233 . . w 3333 . 3333 . 

• -4 • ' . / 

2 ; 
eos ex = 

trorig dp C~ z , Cz z ', Cz 'z. 'Ia s6ng dari, song c[t ya s6ng dJ Jhuan tuy [ 4] 
. 1 1,_ .J 3. 1 1 . . . . -

~ 

trong truO:~g hgp vee. trr s6ng k chi c6 tba~h phan lq ;::: k =/= 0, con k2 = )<3 = 0 :, 

. c2 . = ( ...:..w~<o · · ~(2)..:.._(2))~1 [~w :;<o + ~(2) 1.<2) ~ 
·"zlzl. P h · + P. h . w1111 .·w1111- 1 • 

. ·( ~(n ~. <2) )2 
' (-:--<2> ~o) -'(1) ~(2))- 1 ~<1)~(2)]. · 

· - w 1133 7 w 1133 X w 3333 h + w 3333 h h h . '· 

·c2 ::::: .(~(1)~(1). ~(2)~. (2))- 1 ('~(1) ....::..(1) -(2) .._(2) _ 
Z1Z~ .·· p •h + p .. h W 1331 h + (I) 1331 h 

(3.4) 

. (--:---<1)_ --(2) ·)
2 (~<2) ,-.:...<1> --·u~ -<2>,')- 1 ~(1)~(2)] ·· 

- wl313-w1313 X w3113b +w3113h h h ·-

c2 _ (--(1)~(1) ~<2>~(2))- 1 (~<I) ..._w · -:---<:~) ~(2)) 
z1z2 ::- · p h · + P h w 1221 h +w1221 h (S.5) .. 

Va hrang tg Cz2 z2 , C~ll Z3 , Cz2 zt la s6ng dan, Song ca.! Va s6nge~t thUall \uy 
__,. . . . . . 

trong. tnrang hgp vee tcr s6ng k chi' c6 thanh phan k2 = k + 0, con kt = k3 = 6 

c2 _ (.-.;,.(1)'"'"'<1) ~(2)~_(2))- 1 ·[~(t) ,.__(1) ~(2) ·~(2) 
Z;h -, p , h + p h (1)2222 h + (1)2222 h ~· 

- ( ~(1) - ~(2) )
2 v ( ~(2) ~(1) "~(1). ~(2))- 1 ~(1)~(2)] 

w 2233 (I) 2f133 /' (I) 3333 h + (I) 3333 h h . h • 

c2 = ( ~( 1)---. <_t) ~(2)-G~>)- 1 
[ ~(1J_· ~(t) · --'(2) ~.(2) 

zjiz3 . · p h, + p h . · w 2332 h + ~ 2332 h -

-·-' (;<u _ ~(2) )
2 

(--(2) ~(!) --:(1) ~(2))-L-..... (1)~(2)} 
. 2323 w 2323 X .w 3223 h _ + ~ 3223 h h h • . 

c'4 ·. _ {·---(1).....:(1) . ~(2)--(2>)~ 1 (..._(1) ~<1) --:--(2), ~(2)) 
z2zl - p · h. + P h w 1221 h + w 1221 h . (3.6) 

Neu trong (3.0 cho si.n ,a = 0 (k2 = 0) thi ta tim l:;d dugc cac c6ng,thuc cua cong 
trinh [4]. 



Gac kei qua tren day c6 th~ ung dt,mg cho tnrong hQ'p bien d:;mg nho, lihi bien dl).ng ba~' 
dau xac dinh bai l}' thuyet dan .hoi tuyen tinh. Khi d6 trqng cac co11g thU:c a§ 1, §2, §3 

chi' can thay 'A-~j) = 1 va coi ung su&t suy rang ttrang duang v&i una suat that a ~-o(j) = a?5j). 
- 1 . . - ~ ,· . 11 - ll • . -

Ngoai ra, tli" cneu ki~n· can bang tinh bQC cua tr~ng thai ban dau. ta c6: 

. o(l) ' o(2} 0 
0 33 = 0'33 = 0'33 

'Tir cac ket qua cua [ 4] ta suy ra; 

c2- · · = (-· <1)h(t) + (2) 1 (2))-
1 ~ h<t) ( t..<1> J.. ')llm+aow)-- _ 

•zizi p p 1, ·- 1 - ' ~r ii - r 

-i- h~2) ('A (2) + 2~J.(2) + 0'~(2)) -:- h(l)h (2) ('A (1)- /..(2) r [ h(1) ( 'A(l) + 

+ 2!-t(t) + a~J + h (2) ( ~..<2) + ,2!-t<~? + O'~J rl ! ·' 
c;iZ3 ~ (p(l)h (1) -f- p(2)h (2) rl J h(l) ( 1-t(l) +a~id)l'} + 

+ h <:i) ( 1-t (2) + 0'~(2)) _ h (1}h (2) ( !J. (l) _ f.t.(2~) 2 
X 

X [t/1),(!.1.(2)+a~3) +h(2)(!.!.(i)+a~3)J(. 

c? ( p(1)h(l) + p(2)h (2)r1. [ h(1) ( !.1.(1) +~o(l)) + h (2) ( ~~(2J ·H1 o(2))] 
ZJZ2 · . , 11 . _ 11 .. · . 

C2 = ( P(l)h (1) + p(2\(2)rl [ h(H ( 1.1.(1) +ao(1)) + h(2)-( !J.(2)+a;(2))J 
, z2z1_ - - 22 _ 22 . 

(4.2) 

_ trong d6 A (j) , ~(J\a_ i:ac hang s~ Iaf11e _cua ,16-p thu j. 

thay..(4,2) vao (3.4) ta se duqc cac vltn tOe spng l!:ong t.nrang hqp hien d!,lng ban dau nho. 

'-- lJia chi: . NMn ligd!J 18/10!'1979 

D(li hpc, tong hr; p 
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,L JIE MI1Hb KXAHb. PacrrpoCTpaHeHHe BOJiH BAOJi:b cnoeB :a CJIOHCTbiX 

:JKHMaeMhlX MaTepHaJiaX \ Ha"iaJlbHbiM!l JJ,ecpOpMali,IIHM!L llpHtUia.[(Ha'ii MeXaHHKa, 

(IIeB, N° 9, 1977. · · 

· · 5. l3Pl1JIJII03H JI., llAPO,LJJ1 M. PacnpocTpaHe!{He BOJIJl B nepHOAif.tieCKHX 
:TpJKTypax. I1JL Moi:KBa, 1?59. · 

t.:~n.oPAGATION DES ON.QES .ELASTIQUES.DANS LES MATEH.IAUX, LAMINES El\ 

(:OUCl-IES .PERI~DTQUES .AVEC DEFORMATIONS INITIALES HOMOGE~ES 

Le milieu est en couches p~rio~iques, compose de deux materiaux differents. Les 

;ef~rmations i.nitiale~ S?:nt homogenes. Zm =·A~. X~. La 'propagation des ondes est paral

:e1e , aux couches, le Vectelir,d'onde a ·des P-Omposal'ltS kt =/= 0, k2 =f= 0, 1{~ = 0. da'us le • . 

;ysteme de coordonnes (z!. ;(), za). Dans le cas des couches minc~s. !'auteur a lrouve les 

dtesses des trois ondes &lastlques. 

Nhan lai mal cua vien IOwa. hqc Vi$t Nam vi~I). Sl thong tail ph6 vi~n trucmg 

\r:i¢n Co: nhi~t vi~n Win lam khoa hqc Ti~p khac gia9 su Ladislav Pust da s~ng thttm va 
Lam vi~c t:;ti Vi~t Nam tl'r ngay 22-2 den ngay 9-3-1981. 

• Trorig thai gian Ii6'i tren vi~n ~~ Pusl L. da giang m(>t s6 ch1fyen de ve dqng ll;rc ·· 
)19c may, ly thuyet dorig nMt h6a va mo hinh h6a trong w h9c, da g1).p' go va trao dCli 

'v&i cac cfm b¢ khoa h9c Vi~l Nam'' v~ nhfrng van d~ iien qua~ den d¢ng h_rc hqc may, . 

da cling v&i vi¢n Co hQc, vl~n Khoa h9~ Vi¢t Nam du: thao ke, ho~·ch tri~n kl1ai chu:oi1g 

trinh hqp tac nghien cuu khoa h9c ky · thu$:t 5 nam .( 19Sl.- 1985) gi fra vi~n Khoa. hQc 

V!~t Nam va vi~n him lam khoa h9c Ti¢p Khlic. 
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