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So v&i h~ vi phiin thrrCmg, h~ c6 ch%m cOn dtr<!C nghi€n cU.u chtra d'ay dd va chi tie't, d~ bi~t 
D1 ciic van d'e dao d~mg. N gay d. phmmg phap bHfn thi€n h~ng sO Lagding, pl;nrcrng trlnh d~c 
trung, nghi~m tuan hoin cling chrra chrvc nghien ciTu nhi€!u. 

MlJ.c dich ella .cic tic gilt li nghi€n clYn m<}t c<lch c6 h~ thOng d.c d~ng dao d9ng c6 thg trong 
h~ phi tuye'n clp 1 c6 ch~m. Bii bio niy chi xet h~ &t6n0m, t-ll-c li chi nghi€n ctl-u c<ic dao d9ng 
rH~ng, t\f dao d9ng. RO rang sv- tOn t~i dao d9ng trong h~ c5:p 1 tuyen tfnh thuan nhat c6 ch%m da 
n6i len S\f khic nhau CCf bin giira h% khOng· vi c6 ch~m. Th~t v~y, trong h~ cap 1 tuye'n tinh thu'an 
nhit vi khOng c6 ch~m kh&ng th~ c6 nghi%m tu'iin hoin hay trong h~ cip 2 Duffing thOng thrrCtng 
khOng c6 tv- dao d?ng 1 nhrrng trong h~ ca:p 1 c6 ch~m cic dao d{mg tren l<.ti xuit hi~n. Chinh vi 
Ie d6 blfc tranh dao d{mg ella h~ d{p 1 c6 ch%m khi c6 l':fc ngoii tu'an holn tic d':lng cling Ia. di'eu 
l:Y thti rna chting t&i se nghi€n cU:u & bii tie'p theo. 

H~ drrqc xet trong bii nly c6 d~ng 

X(t) + aX(t- t>) = <J[X(t), X(t), X(t- t.J), (t- t. 1 )J, (0.1) 

v&i t ~ 0, <> > 0, t. > 0, t., > 0, £ tham s6 be. Phtrang phap nghien crru Ia phrrang phap 
Wmc~ [lJ. 
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1. H~ TUYEN TINH SUY BIEN 

Khi £ = 0 (0.1) chota h~ suy bi~n: 

X(t) + aX(t- t.) = 0. (1.1) 

Phrro-ng trinh d~c tru-ng trrang ling v&i (1.1) c6 d<tng 

(1.2) 

~·~~C;~~~-~·-Ph;:;~g~*h cuOi c6 nghi~m thuan io khi: 
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CtCOSW~ = Oj w-asinw~=O. 

H~ (1.3) cho th'y nghi~m thuan ao cda (1.2) se Ia ±ia v&i dih ki~n: 

sinaA=1 hay at..=i(1+4k). 

Nhu v~y (1.4) Ia dih ki~n d~ (1.1) c6 nghi~m tu"fm hoan 

X(t) = ao cos(at + 8o), 

trong dO a0 , (}0 die hlng s5 xic d!nh tir di'eu ki~n d'au. 

{1.3) 

(1.4) 

{1.5) 

Vi~c nghien cti-u phcrang trlnh (1.2) cho thily tfnh ch~m A du c6 nho cung c6 th~ lam thay 
diM hrrc tranh dao d(/ng. Th~t v~y, xet phtrang trlnh 

k(t) + 5oo .. x(t- o, 001) = o, {1.6) 

t.rc Ia khi a= 50011", A= 0.001. Phrrang trlnh (1.6) c6 nghi~m tu"an hoan X= a0 cos{5001ft + 80 ). 

"'hung vl A qua nho so v&i a nen ngu b6 qua A thl (1.6) l~i chi c6 nghi~m dirng duy nhitt Ia 
X=O. 
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2. XAY D\TNG NGHI~M TUAN HOAN CHO H~ PHI TUYEN BE 

Gil• sd- h~ suy bign (1.1) c6 nghi~m tuan hoan, t.rc Ia th6a man dih ki~n (1.4). Khi d6 ngu 
~ <: 1 h~ (0.1) cung c6 nghi~m g"an vcri (1.5). Ta se xay dvng nghi~m d6 b!ng phtrang phap ti~m 
c~n. 

Nghi~m cda (0.1) se tim & d~ng: 

X(t) =acos,P+w,(a,</>)+e2 
... , ,P=at+B. (2.1) 

Trong d6 a,·IJ h\ cic h3.m th6a miin phlrang trinh: 

a= eA1(a) + e2 A2(a) + ... ; • 2 
8 = eBI(a) +e B2(a) + ... (2.2) 

v3. cic ham u,-, Aj, Bi Ia phii tim . 

. TrU"&c bet vi a, 1J thO a min (2.2) nen a - e2 , jj'"'"' e2 , ... , va do d6 ta c6: 

Ot> = a(t- t>.) =a-at>.+ ~iiA2 + ···=a- el>.A1 +e2 
.. 

. 1 .. 
Bt; = 8(t- A)= 8- Bt>. + z8t>. 2 + · · · = 8- et>.B1 + e2 

••.. 

(2.3) 

Khi d6 ta c6 th~ tinh drrgc: 

Xt; = X(t- t>.) =a sin 4>- e(6A1 sin ,P + at>.B1 cos ,P + u 1} + ... (2.4) 

Trong (2.4) da tinh Mn dieu ki~n (1.4), trrc Ia sin at>.= 1, cos at>.= 0. Ttrang t'! ta c6 

Xt;, = -aasin(,P- aA1) +e ... , Xt;, = acos(,P- aA1) +e ... (2.5) 

M~t khac, tir (2.1) sau khi vi phan ta dU"gc: 
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X . "' {A ¢ B . ' au, } 2 = -o:a sm 'f' + c 1 cos - a 1 sm cp + 0: ar.P + c .. ' (2.6) 

Thay (2.1), (2.4) - (2.6) viw ham phi tuyen ! va khai tri€n thea chu6i liiy thlra Clia "' 

f[X(t), X(t), X(t- Ll. 1 ), X(t- 1'.,) = /[a cos¢, -cw sin¢, a cos(¢- aLl.,), -a a sin(</>- ai'.,) I+ e ... 
(2.7) 

Cuoi cung thay (2.1), (2.2), (2.4)- (2.7) vao (0.1), so sanh cac h~ so ella" ta se 0\.t\fC: 

[A 1 cos¢- aB1 sin ¢1- ai'.[aB, cos q\ +A, sin ¢1 +a (~~1 + u 1 ) = f 0 , (2.8) 

trong d6: 

fo = fo (a,</>) = f[a cos¢, -a a sin</>, a cos(</> - an,), -a a sin( ¢• - aLl. 1 ) I 
Khai tri~n d.c ham /o, u 1 ra chu6i Fourie, gii thiet ham u 1 khOng chU·a thinh ph'an cos¢, 

sin</> 

fo = L (hn cos n,P + g, sin n¢); 
n=O 

U1 = Z (Vn cos nc/> + W 11 sin ncf>), 
rt::f:.l 

sau d6 so sinh cic h~ sO Fourie trong {2.8) ta dm;.rc: 

A 1 - aLl.aB1 = h1 = h(a), 

aLl.A 1 + aB1 = -g1 = -g(a), 

1 
Vn + nWn = -hn(a), 

" 1 
-nVn + Wn = -gn(a), n:::::: 0, 2, 3, ... 

" 
Giii cic phrrO'ng trlnh dan gUm tren ta c6 

A 1 = (1 + a2 Ll. 2 )~ 1 [h- at:.gj, 

B1 = -[a(1 + o?t:. 2 )~ 1 [g + at:.hl, 
1 

Vo = -ho, 

" 1 
Vn = (

1 
") [hn - ng,J, a + n~ 

1 
wn = ( ') [gn + nh,l. a 1 + n-

Nhrr v~y ta c6 th~ xic d~nh du\tC g'an dUng thli- nhiit hoin thi~n: 

X= a cos¢+ t:u 1(a, ¢), ¢=cit +.0. 

3 

(2.9) 

(2.10) 



Bien di) dao d9ng dlrng se tlm dtrqc tir phtrcmg trlnh . 

A,(ao) = O. 

Dao d(}ng dlrng d6 se 3n d!nh ne'u 

A~(ao) < 0 

va di) l~ch th sg se blng <B1 (a0 ) 

3. vi DlJ 

1. 

X+ ax,= •[-"IX + tJX3
J 

trong trll'img hqp nay 

va do d6 

g = 0, 
1 

h = -a3 
3 4 ' 9n = 0, h.n = 0, 

Vi trl ciin blng a0 = 0 se iln djnh n~u 1 > 0 
r., dao di)ng: 

[4-1 
X= y 3p cos( at+ 80 ) 

se 5n dinh n~u 1 < 0; p < 0. N~u A = 0 chi co tr~ng thai can bhg C:n djnh. 
2. 

o day 

va do d6 

X+ aX, = e[-kX + px3j 

3 3 h = _aa 
4,., ' g = o:ka, 

A1 = (1 + a 2A2
)-

1 
{ -a2Ak + ~tJa2 }a, 

3 
B1 = -(1+a2 A2){ak+ -tJa2 aA}. 

4 
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(2.11) 

(2.12) 

n > 3 



C6 th~ cQ hai tr;;ng thai dao d\)ng dirng tu-ang rrng v&i a= 0, a= 2a..jkb./3fJ 
Vi trl can bang se 5n d!nh ne'u k > 0 cOn t'! dao d9ng 

se 6n djnh ngu k < O,j3 < 0 
Ci hai tru·C!ng h91> tren cho thay trong h~ dlp 1 c6 ch~m v&i l\]'C phi tuye'n Duffing c6 thg c6 

trr dao d\)ng. Nhung khac v&i tl! dao d\)ng trong h~ Van de Pol dp 2 khong ch~m, tl! dao d(ing & 
diy c6 d9 l~ch t3.n sO. 

3. Xet h~ Van de pol: 

San nhii:ng tinh toin dan giin ta c6: 

A1 = (1 + a 2b.2)- 1a 2b.(l- ~1a2 )a, 
3 

Bl = a(l + a2L'l2)'-1(1- 4'"'), 

u 1 = 4~a3 (cos3ql + 3sin3;6). 

Nghien clhl cic plnrang trlnh tr&n ta thay v! tri can bt'ing a= 0 khOng bn J~nh. T1! da.o di~ng 

v-&i bien d9 

ao=2~ 
se 6n d!nh. Blfc tranh dao d9ng giOng h~ cap 2 Van de pol kh6ng .c6 d~~m. 

" A 

KET LU~N 

Dao d(?ng ri&ng ctb. h% phi tuyen dip ·1 c6 ch~m di dm?'c nghien cU'U blng phrrang phip ti~m 
c~n Cnrl&v-Bogoliubov-Mitropolskii. K€t qu<l nghi&n cUu cho thiy: 

1. Trang h~ tuye'n tlnh dU tinh ch~m c6 rat n,hO cling lam thay d6i tinh bn d~nh tifm c~n ella 
Y! tri din b~ng cUa h~ khOng ch~m tmmg Ung. 

2. D~i hrqng 6 c6 vai trO llm giiun dao d9ng ttrcmg tv- nhrr vai trO ella lvc cin nh&t 2hX(t) 
tron'g h~ cip hai. Tt! dao d9ng c6 th~ x~y ra trong h~ phi tuyfn d;~mg Duffing cU:ng va trong d{mg 
Van de Pol. 

Dia chi: 
· Yi~n Cu Vi1n KHVN 
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Nh~n ngiiy 16/8/1989 
( Xem tiep trang 24 ) 


