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' " I. MG DAU 

Bii toin 6n dinh cda cic cOng trinh d.i d1.rq-c cte xu5't tlr Iau va dii drrgc nhi'eu nh3. khoa h9( 
quan tam gili quyet. N9i dung chinh cda bai to<'in lJ. xic d~nh d.c life t&i h~n (m(>t d.-eh t&ng quat 
li d.c thOng sO t&i h~n) cda c&ng trinh. 

DOi v&i bil.i to<in On d!n"h tuye'n tfnh (hay bn d!nh ban d'au), vl~c xac d!nh eke th&ng !'30 Vri 
h~n trrang dOi thu{in lqi. DOi v&i bii to<in 5n d!nh e1la m()t k~t ca'u trong tr;:ng thil.i bien d~ng, 
vi~c x& dj.nh c<ic thOng sO t&i h~n rat. ph-frc t~p. TrmYng hq-p niy ng1r0i. ta thtri:rng chuyen sang 
ki~m tra trl!C tiep xem Ung v&i tr~ng thii lim vi~c tln;rc cOug trlnh c6 m5t 5n d~nh hay khDng. 

Hi~n nay, trong die ng3nh kji thu~f., ta thtrCmg dUng ph\rcmg phip ph'S.n t1} hfru h-zm df tinh 
to<in cic cOng-trinh phU-c t<?-P· 

Khi gi!ri bii to<in On d!nh cUa c.ic c&ng trinh b5.ug phtrcmg phJ.p ph3.n tU· hll:-u hzm theo m6 
hlnh chuy~n vL trong tnrCmg hqp chung ta thrrOng g~p ma tr~n ay cling Kt nia h~ c6 d~ng (s]: 

trong dO: 
Kt - ma tr~. d9 cUng tie'p tuye'n toJ.n ph'a11 n\a ke't c5u c1ii cho. 
Ko - rna tr~n d<} c-.rng thOng thuCrng crl.a h~ di cho khi bi({n d~ng be. 
Kc - rna tr~ d? c-frng tu-cmg li-ng vCri chuy~n v! ban d'au ella h~ da cho. 
K(r - ma tr~ d9 clhlg ttrcmg Ung v&i ITng su5t ban d'fu.:. cUa h~ aa dw. 

(Ll) 

cac ma tr~u tren deu li nhiing ma tr~n dOi x{rng va cO kkh th11'&c n X n (neu h~ c6 n b~c tv· 
do). 

Theo tieu chuKn n5.ng hrqng : 
1) Ne'u rna tr~n Kt xac d!nh drrO'Ilg thi ke't ciu cH cho & tr~Jlg th<ii On d~nh. 
2) N~u D(K.) = 0 thl kft diu da cho d('t den tr;;ng thii t6i h\']1. 
3) Neu Kt khOng x<ic d!nh dlro'llg thl kit c5u cHi cho & trong tr~mg th<ii mflt 5n dPd1. 

Dlfa vao tieu chufi.n d6 1 t<ic gii de xu3:t In9t phrrcrng phip m&i nhlim ki€m tra nhanh ch6ng 
xem li-ng vOO tn;mg th5.i Uun vi?c s&n c6 cOng trlnh dang xt!t c6 On d!nh hay m5t On dp1h. Plnrang 

I ' ' ' hA ' d dA k".-J ,;i~ .-J d" j > • k' < b' k~ .< ~ ' ' p 1ap nay co t e ap t;tng e 1em tra uq on pl 1 cua nwt et cau at y 1 neu nguyen ly bao t.o~m 

nar-;:qJ.l .. ~~=c!i~~~~;.!;;,d6 drrqc thda man. 
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H. NQI DUNG PHUaNG PHAP 

Tnrac tien ta thie't l~p rna tr~n K theo cong thfrc 

(2.1) 

trong do: 

(2.2) 

Gin cho ke"t diu d3 cho mt?t tnrCrng chuy:n v! q0 bat k:Y, xiy d1p1g cac tnrCmg chuy~n vi lien 
tigp theo cOng thU:-c: 

(m=l,2,3, ... ). (2,3) 

B3y- giCt ta se de xu at va chllng minh m9t djnh lY d~ lily dO Jam CO' sCt xiy &gng phll'cmg phip. 

Djnh ly. 
1) Ngu k~t c3u 5n d!flh thi khi m dO. IOn, ta sC c6: 

(i = 1, 2, ... , n) 

fun qm = 0 
rn-+oc 

qua trlnh l~p (2.3) hi)i t'!. 
2) Ntfu klft cau & tr~ng ihii t&i h<;;m thtr nhat thl 

lim ?;" = 1 
m--+co q!n-1 

qui trlnh l~p (2.3) dirng, khong hgi tl), khOng philn ky. 
3) Ne'u ke't d&u m5t bn d!nh thl khi m dd l6n, ta se c6 

(i = 1,2, ... ,n) 

qua trlnh l~p (3-2) phan ky. 

Chrrng minh 
G9i tr 13 tr! rieng thtl- r tll'ong Ung v&i vectct rieng Ur ctia ma tr~.u K (r = 1, 2, ... , n). 
Ta c6: 

KUr = frUr 

- K(jK1Ur = trUr; 

- K1Ur = trKoUri 

tr(KoUc, Uc) = -(K,Uc, Cq; 

trong d6: 
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(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2. 7) 

(2.8) 

(2.9) 



M~t khac: 

ta c6: 

a,= (K,U, U,) (a) 

b,=(K1U,U,) (b) 

Dva vao (2.9) va (2.13) ta c6 th~ viet: 

Bay gi& ta se xet cic tnr&ng h~!J> C\]. the: 

(2.10) 

(211) 

( 2.12) 

( 2.1.3) 

(2.14) 

1. Khi ke't dlu da cho & tr~ng thii 5n d!nh thl Kt xiic d!nh d1.rcmg, cOn Ko li rna tr~n df? 
ctlng thOng thrrCmg cUa ke't dlu lam vi~c trong giai do~n dan hOi tuyen tinh nen luOn luOn xic 
djnh dmmg; trrc Ia: 

(21.5) 

M~t khic, ta biet r~ng li-ng v&i h~ da cho, neu-b3y giCr cho K1 dOng nhiit b3.ng 0, tfrc li ta da 
d~t them vao h~ c<ic W~n ket, lim cho d9 clhlg cUa h~ tang H!n (nang ltrt;mg bie'n d~ng ella h~ se 
t3ng len). Tir d6 ta c6 the suy ra: 

ar > c,.. > o. 

Dva vao (2.14) va (2.16), ta se c6: 

O<t,=(a,-c,) a,<l (r=l,2, ... ,n) 

Qua trinh l~p (2.3) h9i t~, t1rc Ia: 

lim qm = 0. 
m-= 

(2.16) 

(2.17) 

2. Ktft c3u lJ tr~ng thii tcTi h~n thiT nhclt. LUc niy d~ng toin phucmg Wt = (Kq, q) c6 the 
nh~n nhiing gii trt drrang ho~c bilng 0. Tir d6 c6 the suy ra: 

Cr ;?:: 0, 

0 < tr = (a,.. ~ c,..) : Or :S: 1. 

(2.18) 

(2.19) 

B5.y giO cOn phai chlffig minh d.ng, trong tnrCrng hqp niy ch5.c ch5.n K se c6 m{)t trt rieng lCm 
nhat: 

t 1 = L (2.20) 
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Th~t v~y, t 1 Ia nghi~~ cda ph11crng tr\nh d~c trung 

ltKo + Kc + K.l = 0. (2.21) 

M~t khac; vl ke't ciiu da cho b tr~ng thai t&i h~n nen 

(2.22) 

So sinh (2.21) v&i (2.22), ta th~y rlng K se c6 m\)t tri rieng t 1 = 1, d6 Ia trj rieng l&n nhat. Vl 
v~y, qua trinh l~p (2.3) d\rng, khong h\)i 11), khong phan ky. 

3. Kgt cilh dii cho mat &n d!.nh. 
LUc nay Kt khOng xac d!nh dll'O'Ilg 1 dm K 0 v~n luOn luOn xic d~nh drrcrng. tir d6 suy ra: 

a1 = (KoU1 , UI) > 0. 

Ph in tkh vecta chuy~Il vi qo theo cic vecta riiing Ur: 
' . 

qo = e1U1 + e2U2 + · · · + enUn 

Dva vfh.o (2.3L ta c6 th~ vie't: 

trong d6: 

U~~ = e1U1 + e2(!:) mUz +···+en(.!~) mUn. 

D~ cho don gilm trong vi~c ch-6-:ng minh d!nh l:Y 1 ta gilt. thie't ring: 

[t,l > It; I 
Tir (2.26) va (2.27) c6 th€ suy ra: 

(i = 2,3, ... ,n). 

lr~p d<_t:ng to3n phrrang: 

(K ) - t 2"' (K [T* ·U* ) t9rnJ qn~ - 1 t rnl rn 

D'!a vao (2.28), ta c6: 

lim (K,u,;., u,;,) = ei(K,U1 , UI) 
•n--= 

Tlr (2.31) ta thay rhg khi m ~ oo thl: 

sign(K,qm, rfm) = sign(K,U1 , UI). 

Lien h~ (2.32) cling thda man khi m du l&n. 
De'n diy, ta phii xet 2 kh!t nilng dg rOi lo;;U di m{it kh.l ning: 
a/ Kh<l nang thfr nhiit: 

(K,U1 , U,) > 0 tire Ia (K,q,, q,) > 0. 
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(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 



Nhll' v$y, t\r m9t t$p hqJ> ~0 h;.m cic vecta chuyt'b vj q!1, c6 th~ thie't l~p drrqc m9t t~p hqp vO 
h(,l.D cic vecta chUyen vj qm mil m9i ph-an ttl- c:da t~p hqp d6 thda. min h~ thtrc: 

(K,qm,qm) > 0 (2.33) 

t-trc lb. Kt x<ic djnh dU"O"ng. Di"eu nay td.i v&i gii thie't cUa d~nh lY b ph'5.n 3 la ke't c5u m5t 5n d!nh 
n€n Kt khOng xic djnh drrang. V~y chi c011 1'!-i khll n5.ng thiT haL. 

b/ Kh!.. nang thrr hai: 

(K1U1 ,U,)<O, ttl-cia c1 <0. 

Suy ra: 

(2.34) 

va 

t 1 = (a1 ~c,): a1 > t,. (2.35) 

Ma tr~n }(cO tr! rieng ICrn nldt t 1 > 1, qui trlnh l~p (2.3) phS.n k)r 1 ttrc lit: 

lq:,l > lq;,_,l· 
Djnh lY tr€n dii drr<rc chfrng minh xong. Dva vio d6 c6 th~ du'a ra phcrang ph<ip ki~m tra Sl.! 

·5n diJth cda m9t ket diu hilt ky nhrr sau: 
Gil str ke"t cau dii cho c6 cic rna tr~n K 0 , Kc v3. K(r trrang IT:ng dang & trong m9t tr~ng th<ii 

nio d6 ma c'in xac d!nh. D~ c6 thg biet chinh xfic tr~ng tld.i d6J chi c'an g5u cho ke't c5u d6 m9t 
tnrCrng chuygn vj q0 nao d6, rOi dUng c&ng thtl-c l~p (2.3) d~ l~p cic tnrCmg chuy~n v~ lien tie"p qm-

1. N~u qui trinh.l~p h{n tl).: ke"t c3u & tr~ng thii &n d!nh. 
2. N~u qui trlnh l~p diT:ng: ke't c3u & tr<;mg th;ii t&i h~n thiT nh5t. 
3. N~u qui tr'inh l~p phin k}r: kft cfiu di m5t 5n d!nh. 
Khi dung cong thrrc (2.3), khong nhat thiet phl.i tien hanh tinh toan aen cling rna nen dlrng 

}~i (y th(ri diem xuiit hi~n m9t trong 3 dau hifu trfn, dJ!a V~lO d6 c6 th~ k€t lu%n duqc ke't diu 
dang xet & trong tr~ng thii n3.6. 

III- THf Dl} 

L Kiem tra st;r 5n d!nh cda h~ cho tr€11 hlnh 1. 

~ 
EJ 2EJ '""' P:£J 

~--

(j) ® 

~~ ft 

{ < 
f 

a -i <?:2m 
~a iJ 

Hinh 1 
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. 
H~ dfi cho c6 c<ic ma tr~ Nc· va Kcr nhu sau : 

( 9 

3 -6 :) EJ 3 12 -6 
Ko =2 -: -6 9 -3 

4 -3 12 

CB 
0 -9 

1,5) 
K = -EJ o 8 -115 -1 

a 15 -9 ~1, 5 18 0 
1, 5 -L 0 8 

H~ d5. cho cO cic chuyen vi ban d!iu, ma tr~n K 1; trrO'ug lhlg v&i clmyfn vj d6 c6 d<_t.ng: 

( 

0,002571 
K = EJ -0,036571 

' 2 -0, 001714 
0,073142 

TIT d6 ta c6: 

-0,036571 
0,002286 

0 

-0,000096 

-0,001714 
0 

0,002571 
-0,073142 

0, 073142) 
-0,000096 
-0,073142 

0,002286 

( 

0 486292 

K = -K-t(K. K ) = 0:016389 
0 ' + a 0 133365 

' -0,204697 

0,027541 
0,126568 
0,071525 

-0,02697.5 

0, 114044 
0,188137 
0,469042 
0,003621 

-0, 110977) 
-0,028710 
-0,022928 . 

0, 157520 

Dung corrg thlic l~p (2.3) v&i 

qo=[6,5 2,6 7,0 -2,4]' 

tZ& th5:y r~'1g qui trinh l~p d6 h9i t~. V~y ke't c5u d5. cho On d!nh. 
2. Kigm tra Slf 5n d!nh ban (f5.u ola h~ cho tr€u hinh 2. 

Hinh 2 

(3.1) 

(3.2) 

{3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

Ma tr£.in Ko vil K,: vitn dU"?'C xic d!nh theo c<ic cOng thlfc (1.3) va (3.3) cOn/{,. xic d}nh theo 
-cDng thli'c 

Ma tr%n K x<ic d:!nh theo cOng th {rc : 

( 

0,888920 

K = -K-'(K K ) = -0,052983 
0 c + " 0 032565 

' 
-0,374754 

0,3 -3,6 
2,4 -0,6 -0,4 0,6) 

-0,6 5,4 -0,3 
-0j4 -0,3 2,4 

0,200095 
0, 321149 
0,218933 

-0,185689 
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0,013269 
0,358194 
o, 871670 
0, 072993 

(3 6) 

-0,218385) 
-0,176856 
-0,181142 

0,322667 

(3.7) 



Dung cong thll-c l~p (2.3) v&i 

qo = [ 1 0, 5 1 - 0, 5 r (3.8) 

Ta thay rlrig qua trinh l~p d6 ph'a.n ky. V~y ke't c5:u d3 cho mgt bn d!nh. 

~ ' 

IV. KET LU~N 

Plnrcmg phii.p vira trlnh bay rat ti~n dUng d~ ki~m tra S\f btl d~nh cUa m<?t k€t c5u bitt kY 
dtrqc trinh blly thea ngOn ngi'r crl.a phrrcrng pld.p ph1n. ttY hlru h<;UL N€u dl!a vao d.c cOng q1 tinh 
toin hi~n d~.il c6 thf gi.l.i dm!c cft.c b3i to<in phiTc t;:tp, vl thu~t to<in r5:t dml giin nlnrng l~i chota 
ke't quA d{mg diin. 

Ngoai ra, ta c6 th~ ke't h<fP giii dOng thCti bJ.i to<in xic d~nh chuyfn v! va tl--ng sufi't trong ke't 
ciu v&i bai t.oin kie'm tra SJ! 6n d~nh ella k€t. c5:u, b&i vi (huyen vi nUt trong k€t. ca'u da cho theo 
phucrng phJ.p phJ.n ttl- hiiu h~n drrqc xic d~nh bOi cOng thtrc: 

trong d6 ma tr~n K,:;- 1 cling dtrqc dimg trong cOng t.h{rc (2.1) khi thi.1't l~p lll!l tr~n K trong bZLi 
to<in 6n d!nh. 

Dia chi: Nhan ngay 13/12/1991 
Tru:Crng dl}i hC?c Xdy dvng 
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RESUME 

SUR UNE METHODE VERIFIANT LA STABlLlTE DES SYSTElvlES 

DE STRUCTURE SUIVANT LA METHODE DES ELEMENTS FINIS 

Dans cet article, l'auteur a presente une nouvelle methode pour verifier rapidement la stabilite 
d'un systeme de structure quelconque se compo~ant. d\lll granrl nombre de3 el~ments finis. 

En se basant sur la th€oreme donnee, on peur; savoir exacterne-nt l'etat de travail d'un .3yst€me 
considere: 

- L'etat de stabilite. 
- L'etat de non~stabilite. 
- L'Eitat critique. 
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