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, " , -GIAI BAI TOAN k-MEDIAN NHO· QUI HOACH LOM!.
'X , 1::, -

NGUYEN TRQNG TOAN, NGUYEN Due NGHIA

Abstract. The k-median problem sons its of llocating k facilities on a network of n
nodes, so that sum of shortest distances from each of the nodes of the network to ist
nearest facilities is minimized. Based on the reasonable evaluation of bounds, a branch-
and-bound algorithm for the problem is proposed. Its computational experience is also
presented in order to compare it with other methods.

, " .1. Ma DAU

Mot bai toan chon dia di~m eo nhieu irng dung trong kinh te va ki thuat la. . . . .
bai toan k-median (bai toan k-trung vD eo th~ phat bi~u nhir sau: Can phai xay
dirng k trung tarn dich vv (median) tai k nut cua m~t mang n nut, sao cho t5ng
de}dai dirong di tit m6i nut den me}t trung tarn dich vv gan no nhat la nho nhat.

Mf hlnh toan hoc cua bai toan k-median eo dang:

f(x) = L dij Xij ---t min,
i,jEN

(1)

v&i cac rang buoc:
L Xij = 1, i EN,
jEN

L Xjj = k ,
jEN

o < Xij < Xjj ,

Xij = 0 ho~c 1, i, J' EN.

(2)

(3)

(4)
(5)

trong do: N = {I, 2, ... , n}; dij ~ 0, i, J' E N la khoang each giira 2 nut i va j
(dii = 0); n va k la hai so tv nhien 1 ::; k ::; n.

Gici sUoX = (Xij)nxn la l(ri gicii cua bai toan (1)-(5). Khi do, neu Xjj = 1 thl

1Cong trlnh diro'c hoan thanh v61 sI! tai trcr cua Chiro ng trlnh nghien ciru eo' ban trong
linh Vl!Ckhoa h9C tl! nhien,
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nut i dtroc chon lam m<)t median. Neu Xij = 1 (i =J=. i) thl nut i lira chon median
gan do nhat tai nut i.

Bai toan k-median la m<)t trong so nhirng bai toan tlm diroc nhirng irng dung
r<)ng rai trong nhieu Iinh virc khac nhau va da thu hut diroc S,! quan tam nghien
ciru cua nhieu tac gia (xem [1- 8]). Hien nay da eo mot so thuat toan da diroc de
ngh] d~ giai bai toan nay nhir: phtrong phap li~t ke su- dung hroc do nhanh c~n
[4], phirong phap giai gandung [3], thuat toan nhanh c~n voi c~n diro'i diro'c tinh
nho vi~c giai bai toan doi ng§.u noi long [5,7] ... Tuy nhien cac thuat toan da cong
b5 chl diroc thu- nghiem cho cac bai toan eo kich thircc khong Ion l~m (n ~ 30).
11 do chinh la khi tang n va k, thoi gian tfnh toan ctla cac thuat toan cling tang
rat nhanh.

Bai toan k-median la m<)t bai toan qui hoach tuyen tinh bien Boole eo kfch
thinrc rat km. Ngay ca khi n chira phai la Ion, bai toan da la kho giai tren MTDT
b~ng cac ky thuat toan bien Boole. Do do, can phai nghien ciru trtroc tfnh chat
cua da dien rang buoc cua bai toan. Day la m<)t da dien thoai hoa n~ng va rieng
so dinh nguyen cila no da la c~.kn-k. Vi the viec su- dung phirong phap don hlnh
d~ giai bai toan n&i long (1) - (4) doi hoi m<)t khdi hrong tfnh toan qua krn. Vi
v~y, can phai khai thac cau true t5 h9'P ciia bai toan d~ eo tht1 dira ra mot thuat
toan hiru hieu hon. Tren eo' stJ dira bai toan k-median ve qui hoach lom voi rang
buoc tuyen tinh, cluing toi da xay dung m<)t thuat toan dang nhanh c~n d~ giai
bai toan d~t ra. Cac thirc nghiem tfnh toan theo thu~t toan de nghi diroc so sanh
v&i cac thuat toan cling dang da biet cho thay hieu qua cua thuat toan de nghi
doi v&i cac bai toan kich thiroc trung blnh.

" '" -2. DU A BAI TOAN k-MEDIAN VE QUI HO~CH LOM

Gia su- M la m<)t da dien, ki hieu M[ = {x EM: x nguyen}.

D!nh nghia. Da dien M diroc goi la nguyen neu tat ca cac dinh cua no deu eo
toa d<)nguyen; tu a nguyen neu moi dinh cua conyM[ deu la dinh ctia M va moi
canh cua convM[ deu la canh cua Mj lien thong nguyen neu moi dinh cua conv Mr
deu la dinh cua M va do thi con cua do th] khung cua da dien M sinh ra bo'i t~p
cac dinh nguyen cua no lien thong.

Neu da dien rang buoc cua mdt bai toan qui hoach tuydn tinh nguyen la rndt
da dien nguyen, thl eo tht1 giai bai toan b~ng plnrong phap don hlnh bo qua dieu
kien nguyen. Co th~ lay bai toan v~n tai lam thl du, do eo da dien rang buoc la
mot da di~n nguyen, nen da xay dirng diro'c cac thuat toan da thirc giai no. Con
d5i v&i cac bai toan eo da dien rang buoc la tira nguyen, eo th~ su- dung thuat
toan don hlnh nguyen cila Trubin [11].

Dt1 ti~n cho vi~c trlnh bay, ta ki hieu:
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N = {I, 2, ..., n};
M(n, k) - da dien xac dinh b&i h~ rang buoc (2) - (4) va goi no la da dien

k-median;
Wx = {j EN: Xij = I}, x E M(n, k).

Dlnh If 1 (xem [6,8]), Da di~n M(n, k) la:
i) nguyen vai k = 1, n - 1, n;
ii] tua nguyen nhttng khong nguyen vai k = 2, 3, n - 2, (n ~ 5);
iii) lien thong nguyen nhttng khong tu« nguyen vai 4 ~ k ~ n - 3, (n ~ 7).

Vi~c giai bai toan k-median trirc tigp v&i h~ rang buoc (2) - (5) rat phirc tap,
do M(n, k) eo so dinh rat km va trong hau hgt cac trtrong hop la khong tira
nguyen, V&i cac ki hi~u nhir tren, d~ dang ki~m tra r~ng:

i) Ngu x E M1(n, k) thl Iwxl = k.
ii) Ngu z" la lai giai toi U'U cua bai toan (1) - (5) thl:

f(x*) = (6)

Bi~u thtrc (6) cho ta each tinh f(x*) khi da tlm diroc w* = Wx', hrrn nira eo
th~ tlm diroc x" qua w* nhir sau:

* . * * O· N\ *Xjj = 1, JEw; Xjj = ,J E w;

* . . {d . *}' N \ *Xij = 1, J = arg mm ij: JEw ,z E w;

xij = 0 trong tat ca cac trufrng hop con lai .

(7)

D~ tim w* ta xet bai toan sau:

g(Z) = L ~i~[dij + Q(1 - Zj)l·~ min
iENJ

(8)

v&i cac rang buoc:
LZj =k
jEN

o < Zj < 1, i EN, (10)

trong do: h~ng so Q ~ max dij.
i,jEN

G9i G la da dien xac dinh b&i h~ rang buoc (9) - (10). Gia s11-Z la mot dinh
nguyen cua G. D~ nghien ciru cac tinh chat cua da dien G, ta dira vao kf hieu:

(9)

Wz = {j EN: Zj = 1} (11)
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Bc1 de 1.
i) G la ila di~n nguyen.
ii) Hai a/nh zl va Z2 ctla G k'e nhau khi va cM khi IWZ1 n wz21 = k - 1.

Chung minh:
i) Ma tr~n A cap (n + 1) x n xac dinh da dien G eo dang

1 1 1 . .. 1 1
1 0 0 0 0
o 1 0 0 0

A=lo 0 1 00

o 0 0 1 0
o 0 0 0 1

Ra rang la cac hang ciia ma tr~n A thoa man dinh If Heller-Tompkins [9] v&i
RI = {1} va R2 = {2, 3, ... , n + 1}, do do no la hoan toan don modul. Theo dinh
li Hoffman-Kruskal [10], G la da dien nguyen.

ii) Gia stt zl va z2 la hai dinh cua G. Neu Iw; n w;1 = k - 1 va z =
a ZI + (1 - a) z2 v&i a E (0, 1), thl Zj = 0 v&i i E N \ (w; u w;), Zj = 1 v&i
. 1 2 '1'" 1 \ 2 ,. 2 \ 1 D th 'J E Wz n Wz, Zj1 = a va Zh = - a VO'I)1 E Wz Wz Va)2 E= Wz Wz. 0 Z oa

man (9), Iw; n w;1 = k - 1 va IN \ (w; n w;)1 = n - k - 1, nen Z thoa man ch~t
(n - 1) rang buoc d<?cl~p tuyen tfnh cua h~ (9) - (10), v~y [zl, z2]la canh cila G
hay zl va z2 ke nhau tren G.

Ngtroc lai, neu Iw; n w;1 :S k - 2 ta eo th~ tlm duce cac chi so jl,h,j3,j4
E N sao cho: z~ = z~ = 1 z~ = z~ = 0 z~ = z~ = 0 z~ = z~ = 1. Xay dung

J1 J2 ' J3 J4 ' J1 J2 ' J3 J4 •
hai dinh z3 va Z4 nhir sau

3 _ 1 4 - 2 ,.. N \ {' . . .}.Zj-Zj' Zj-Zj vO'I)E .)1,)2,)3,)4,

Z~ = Z~ = 1 z~ = z~ = O: z1 = z1 = 0 z1 = z~ = 1 .
J1 J3 ' J2 J4 ' J1 J3 ' J2 J4

Khi do (1/2)(zl + Z2) = (1/2)(z3 + Z4), suy ra ZI va z2 khong ke nhau. B5 de 1
dtroc chirng minh.

B5 de sau day cho ta mdi lien h~ giira bai toan (8) - (10) va bai toan k-median:

Bc1 de 2.
i) g(z) Id mot ham lom,
ii} Neu x* va z" la cde lch gidi toi uu tuang 'lIng ctla bai totui (1) - (5) va

(8) - (10) thi:
J(x*) = g(z*) (12)

Chung minh:
i) TU- (8) d~ thay v&i m6i i E N, ham Pi(Z) = r,niNn[dij+ Q(l - Zj)] la m<?t

JE
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ham lam. Do d6 g(z) = ~ I,Ilin[dij + Q(1 - Zj)] cling la ham lam. Nhir v~y, bai
iEN JEN

toan (8) - (10) la bai toan qui hoach lam rang buoc tuyen tfnh.
ii) Gici su Z la m<}t dinh cua G. Theo b5 de 1 thl Zj E {O, I}, j E N. Do

Q ~ ~ax dij nen:
~,JEN

pi(Z) = min dij, i E N \ Wz ;
. JEwz

Pi(Z) = dii = 0, i E Wz .

1)0 d6
g(Z) = L pi(Z) = L min dij

JEwz
iEN iEN\wz

(13)

Gia su z" la lai giai toi tru va g* = g(z*) la gia tri toi iru cua bai toan (8) - (10);
x* la lai giai toi iru va f* = f(x*) la gia tr] toi tru cila bai toan (1) - (5). Do bai
toan (8) - (10) la bai toan qui hoach lam, nen c6 thg gici thiet z" la dinh cua G.
Tu (13) suy ra:

g(Z*) = L Pi(Z*) = L .min dij
JEwz'iEN iEN\wz•

(14)

So sanh (6) va (14) suy ra rKng: c6 thg Wz' i= Wx', nhirng ra rang deu la lai
gicii toi iru cua bai toan:

min{ L I!lindij: weN, Iwl = k}
JEw

iEN\w

(15)

Do d6 ta thu dtro'c g* = g(z*) = f(x*) = f*. B5 de 2 hoan toan diroc chirng
minh.

BC;de 2 cho thay vi~c giai bai toan k-median (1) - (5) c6 n2 bien c6 thg qui ve
gicii bai toan qui hoach lam (8) - (10) chi con n bienva so rang buoc giam di rat
nhieu. Chu y r~ng trong [12,13] da dira ra mot plnrorig phap qui moi bai toan
qui hoach tuyen tfnh bien Boole ve bai toan qui hoach lam. Tuy nhien, ap dung
cac phiro'ng phap d6 doi vai bai toan k-median chung ta se thu diroc bai toan qui
hoach lam voi n 2 bien. Bai toan qui hoach lam la l&p bai toan eo ban trong toi
lIU h6a toan C\lC. Hien nay eo rat nhieu thuat toan diroc de nghi dg giai lap bai
toan nay (xem [14] va cac tai li~u d5.n trong d6). Vi~c tlm m<}t lai giai dung cho
bai toan qui hoach lam doi hoi mot khdi hrong tfnh toan rat Jan. Vl v~y, viec
giam kfch thiroc bai toan c6 y nghia quan trong. Trong phan tiep theo cluing toi
se xay dimg thuat toan nhanh c~n d~ gicHbai toan k-median thong qua viec giai
qui hoach lam (8) - (10).
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,. , , ,. " ,
3. THU~T TOAN NHANH C~N GIAI BAI TO AN k-MEDIAN

Tfr cac nhan xet tren cluing ta se xay dirng thuat toan k-median b~ng each ap
dung phuxmg phap nhanh c~n, trong d6 vi~c phan nhanh diroc tien hanh thong
qua cau true t5 hop cua bai toan dong thai ket hop su dung thd tuc tlm loi giai
dia phtrong cua bai toan qui hoach (8) - (10) tren cac nhanh d~ cai tien c~n tren.
Bi~u thirc (11) cho thay moi tiro'ng irng 1-1 giira lai giai chap nhan diro'c Z va t~p
Wz. VI v~y, ta cling goi Wz la lai giai ctla bai toan (8) - (10).

Thd t\lc W: Tlm lai giai toi iru dia phirong [dlnh cua G) W cua bai toan (8) - (10)
tu lai giai chap nhan dtroc ban dau wO nao d6:

Khoi teo
D~t W = wo. Tfnh 9 = L min dij •

iEN\W JEW

Buoc t = 1,2 ...
Tfnh w., = W U {v} \ {r} va grll = L .min dij, v E N \ W, r E W.

iEN\Wvr JEWvr

Chon (p, s) E argmin{gllr : v E N \ W, rE W}.
Neu gps < 9 thl d~t 9 = gps, W = Wps va chuydn sang biroc t + 1. Ngtroc lai,

thii tuc ket thuc va ta diro'c lai giai toi iru dia phurmg W va gia tri tiro'ng irng
, h' t·A

(.(cua am muc reu iJ = g.

Thu tuc tren la hiru han bd-i VI so dinh G la hiru han va moi bmrc xet mot
dinh khac nhau. Hen nira, dinh diroc xet If btrrrc sau cho gia tri ham muc tieu (8)
nho hon h!n so voi dinh diro'c xet If biroc trtrrrc. Thd t\1C se dung neu nhir dinh
dang xet khong c6 dinh k'e nao cho gia tri ciia ham muc tieu tot hon. VI v~y n6
la mot lai giai toi tru dia phirorig cila bai toan qui hoach lom (8) - (10).

Gia su t~p tat ca cac dinh cua da dien G cila bai toan (8) - (10) la F. Ta goi
nhanh cua F la mot t~p hop con B cua n6, diroc xac dinh blfi mot c~p 2 t~p chi
so So, SI eN, SO n SI = 0 nhir sau:

B = {z E F: Zj = 0, j E so; Zj = 1, j E SI} (16)
Di'eu d6 cling c6 nghia la F la goc voi SO = SI = 0.

Kf hieu: Pi = min dij, i E N \ SI
jEN\(SOU{i} )

D~t l=min{ L Pi:ZEB} (17)
iEN\w~

B& de 3. Gid tri 1 tlu o c xdc a!'nh bOoi(17) Id c~n dttui ctla ham mtfc tieu trin
nhdnh B va attl[c Unh bOoibitu thsi c:

I=LPi+LPi'
iESO iES2

(18)
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trong do, S2 la t~p chi so ctia (n - k - ISOI) gia trfnhd nhat ctia day {Pi},
i E N \ (SI U SO).

Chung minh: Ga stt z la dinh cila G thuoc nhanh B. VI z la (0, 1) - vecto , giong
nhir chirng minh b5 de 2 ta eo: .

g(z) =

Tit (16) suy ra N \ SO ~ Wz. VI v~y ket hop v&i (17) ta eo:

Dieu do chirng to 1 la c~n diroi diroi cila ham muc tieu tren nhanh B.
D~t S = N \ (wz U SO). Do Iwzl = k va Wz ~ SI nen ISI = n - k - Isol va

N \ (SI U SO) ~ S. VI v~y ta eo:

1= min{ L Pi
iEN\wz

z E B} = L Pi+ min { L Pi
iESo iEN\(wzUSO)

z E B}

hay

1 = L Pi+ min {L Pi Se N \ (SI USO), ISI = n - k - IsOI}
iESO iES

=LPi+LPi,
iESO iES2

trong do, s2 la t~p chi so cila (n - k - ISOI) gia tr] .nho nhat cila day {Pi},
i E N \ (SI U SO). Dieu do da chirng minh b5 de 3..

TU- b5 de tren ta thay neu ISol = n - k thl SO = N \ Wz va S2 = 0, do do
1= g(z). Trong do qua trlnh tinh toan, thong tin cila moi nhanh la So, SI va ,.
Thuat toan diroc mo ta nhir sau:

THU~T TOAN

Khc'Ji teo
Dung thu tuc W v&i wO = {1, 2, ... , k}, thu diroc m9t c~n tren ban dau 13° = 13

va leri giai toi U'U dia phirong ban dau W.
D~t q = 1. Xac dinh B1 nhir sau: d~t Sp = Sf = 0, tinh 11 b~ng each gidi

bai toan (17) nhir md ta trong b5 de (3).
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Buoc t = 1, 2, 3 ...
Neu q = 0 thl thuat toan dirng va W la Uri giai toi iru va {3la gia tr] toi uu

tirong irng.
Neu ,q ;::::{3 thl d~t q = q - 1 .va chuydn sang btroc t + 1.
Ngtroc lai, eo nghia la ,q < {3 va q > 0, eo 2 trirong h91>xay ra:
a. Neu IS~I= n - k, d~t w = N \ S~. Thirc hi~n thil tuc W v&i w dg tinh W

va {3 mo'i. D~t q = q - 1 va chuyen sang bircc t + 1.
b. Neu IS~I< n - k, chon

r = argmin{ min dij: i E N \ (SI USa)}
jEN\(S~U{i}) q q

va thirc hi~n phan nhanh Bq thanh hai nhanh con Ba va B1 nhtr sau:
- V&i Ba: d~t Sa = S~ U {r}, SI = s~va tinh c~n dmri ,0 cua Ba theo (18).
- V&i BI: d~t SI = s~U {r}. Neu IS;I = k thl d~t Sa = N \ SI nguxrc lai

d~t Sa = Sr TInhcan du&i,l cua B1 theo (18).
Neu ,1 < ,0 thl d~t Bq = BO va Bq+1 = B1, trai lai thl d~t Bq = B1 va

Bq;t-l = Ba.
D~t q = q + 1 va chuydn sang bircc t + 1.
TU-mo ta thu~t toan d~ dang chimg mi~h:

Dmh If 2. Thu~t toan trin ktt thsic sau mqt so hiiu hor; buo c va cho ta liri gidi
toi ttu ctla hai. toan k-median vel tq,i moi bttuc li'jpso nhanhphdi lu u trii khong
vuot: q~a n.

III " , , A

4. KET QUA TINH TOAN TU' NGHI~M

Thuat toan tren va cling dang cua P. Jarvinen va cac dong tac gi,t cua [4] cling
diroc l~p trlnh va thu- nghiern tren MTBT loai 486 DX 100 MHz cho mot so bai
toan v&i kich thtrcc khac nhau. Hieu qua cda thuat toan phu thuoc tirng mang
cu thg. V&i m8i c~p n va k diroc chon trurrc, ma tr~n khoang each D = (dij)nxn

diroc tao theo quy t~c diroc de ngh] trong [7]. Bau tien tea de}trong h~ toa de}
De-cac trong m~t ph!ng cua cac nut Ni(i E N) cua mang diro'c chon ng.1u nhien
tren doan [0,100]. Noi cac nut mot each ng.1u nhien cho den khi tao diroc mot
do th] lien thong eo dang cay, Sau do, cac c~p nut khac nhau duce noi mot each
ngclu nhien vei xac xufit 0,1. Cudi cling, dij la de}dai dtrong di ng~n nhat tU-mii
i, i, i E N. Ket qua thu- nghiem dtro'c thong ke trong bang:



GIAI BAI ToAN k·MEDIAN NHCr QUI HO~CH LOM 89

Bang thong ke ket qua thli- nghiem

Kich thtrrrc So
bai toan lan Nodes T TJ TG

th(c (giay) (giay) [giay]
n k
15 14 10 102 0.15 0.88 0.90
15 8 10 43 0.09 1.48 1.12
20 5 10 1195 1.68 18.28 4.54
20 7 10 288 0.42 26.10 3.39
20 8 10 431 0.51 44.59 3.80
20 10 10 124 0.23 27.77 -
20 12 10 79 0.20 14.72 -
25 3 10 802 1.89 9.79 4.02
25 3 10 802 1.89 9.79 4.02
25 5 10 5677 10.84 100.86 8.16
15 9 30 2012 2.14 - 37.76
25 12 30 632 0.95 - 24.68
25 15 30 230 0.46 - -
30 4 20 7214 17.26 - 12.91
30 6 20 32056 70.53 - 40.12
30 8 20 34822 54.19 - 63.79
30 10 20 16037 16.78 - 82.87
30 15 20 2097 2.80 - -
30 18 20 599 1.06 - -
40 15 10 124557 162.96 - -
40 20 10 10984 17.84 - -
40 22 10 7350 11.88 - -
50 20 10 132412 250.78 - -
50 25 IQ 56568 124.52 - -
50 30 10 20041 38.09 - -

Trong do:
- Nodes: trung blnh so di~m phan nhanh theo thuat toan tren,
- T : trung binh thoi gian tinh toan cua thuat toan tren, khong k~ tho'i gian

vao ra,
- Tj : trung blnh thoi gian tinh toan theo phirong phap trlnh bay trong [4],
- TG : thoi gian tfnh toan tren CDC 7600 theo thong ke cua Galvao [7].

Chu y rKng each tfnh c~n trong [4] cling gidng nhir each tinh c~n cua thuat
toan tren trong khi SI = 0. Hen nira, do each phan nhanh ciia no, thuat toan
trong [4] doi hoi b<}nho 1611 hon nhieu. TU- cac ket qua thong ke tren eo th~ rut
ra nhan xet: voi m6i n co dinh, thoi gian tfnh toan T cua thuat toan diroc de
ngh] giam nhanh khi tang k. D~c bi~t khi k 2: n/2, thoi gian T kha nho. Dieu
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nay hoan toan khac so voi phirong phap cua Galvao la khi k tang thl TG cling
tang. Trong [4J chl tien hanh thirc nghiem v6-i n ~ 20, con trong [7J: n ~ 30.
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