
TẠP CHÍ KHOA HỌC TÍNH TOÁN VÀ ĐIỀU KHlỀN TẬP I (19S5), s ố  2. ( í ị - t í )- - - --- - , _ * 

V Ề  b 4 i  t o ả n  « đ ó n g  t h ù n g  m ở  r ộ n g »

NGUYỄN TRỌNG 
T ru n g  tă m  T o à n  —Máy t í n h  T C K T

Trong thực tiễn xử lý dữ liệu có một sổ vãn đề dẫn đễa việc giải  quyổt bài toán  
tương tự bài toàn « Đóng Thùng * (Bin Packing) mà trong bài n ì y  sẽ gọi  là  bài l a i n  ‘  Dóng  
Thùng Mờ r ộ n g »  (ĐTMR).

Bài này sẽ trluh bày tlũễt Lập bài toán,  chirng minh bki toân thuộc lởp N P —đỉly đù,  
t rình b*y một sổ giải th'i^t heuristic đă được dùng đề giâi qtiyéí vẫu đê troug tliực té và 
đánh  giá trường h ợp  xãu nhấl của càc giải  thuật uày.

I -  THIẾT LẬP BÀI TOÁN

1. Bài toán * Đóng T h ù n g »  ( Đ T ).
Trirớc khi uêu bài toản Đ 1'MR, chúng tồi nhắc lại  vẳn tắt bải toản ĐT. Đ l v  lil b^i 

toăn có nhiều ứng dụng và đă. đirợiỉ nhiêu tác giẳ đẽ cập từ nhiỗư góc đi) kháo nhau .  Bài 
toán  đặt ra như sau:

Có day hàng  hỏa hi, h 2 .......  tan với khối lượng  tirurng ứng cũng ký hiệu là In, b2 .
ần  t h ỏa  m ã n  đ i è u  k i ện  :

0 < h | < /  ( 1 . 0

Có dãy các thùng chứa Ti, T2 , ... với sức chửa  cũng ký hiệu là Ti, Tj,  ... thỏa m i n

Ti <  l (1.2)

Phâi  đóng hàng hóa vào thùng sao cho sổ các thùng phải hay độiig là ít n h í t ?
Trong [ l ]  đã chỉ ra bằi toán Đ r  thuộc lởp N P —đày đù và cảe giải thuật nhanh rẫt 

thuận  lợi trong những  ứag dụng thự;  tiễn của bài toàn này.
Trong Ihực tiễn xử lý  (iũr liệu cũng có nhữug  ván đè dẫa đốn việc giải  b i i  t o in  ĐT.  

Chẳng hạn Irong [ 5 ] có nêu vẫn đễ tỗ chức mẫu thu thập tia tức cho tập dữ liệu không  
phân lởp <lẫn đến bài 1 oft II nàv. Với íỊtải thuật FFD [ 1], [ 2 ] và giải thuật TĐS nồu trong  
[ 5 ] t h ỉ  v ẩ n  đẽ  v ừ a  nêư  đ ư ợ c  ị ị iải  q u y ễ t  t r ọ n  vẹn  v ề  m ặ t  t h ự c  t i ễn  ứ n g  d ụ n g .

2. Ịiài ỉoán ĐTMR.

Có thề tồng quát hóa bài toàn DT theo nhữdíỊ nghĩa khie  nhau.  DjỂri đìiy lâ mặt  
d ạ n g  mở  rộng bài  toán m à  ch ún g  tỏi đă vặn  d ạ a g  eho  ván  đỗ tò chức  Mảu Ihu thập t in  
tức cho các tập dữ l iệu gọi là phân lớp có liiệu quẵ  [l].

Có kho hàng hóa K được lò chức như sau :
Kho K gồm m nhóm (hay phân  kho) :

Ni, N2........ Nm

NhiSm Mp. p =  i.m có Pp d iy  hàng h ố i  gồm m)t  s í  uliir nhau eátì hàng hóa trong  số D loại
hàng  hóa  hi. .ha của klio K. Thí dụ biêu diễn kha K cht> trong b ả n g  1.
S5 1 ch ì  r ằ n g  l oạ i  h \ n ; ị  tiriTiig ứn g  C'S m Ị !  i r o n ;  dãy  và 3 <5 0 ¿hỉ  i i ề u  Qg i rợc  [ại.



Chẳng hạn với  kho K Irên bảng I thi pi dăv hàng  hóa trong nhóm í cở «í«ứ» che  
*-3 oại  hàng  hi, hỉ ,  hí ,  . ... hB còn c4c loại  hàng như h3 , . ... h«-_i khôn g  có ỉ rong nhâm (pbsi«.. 
A h o )  Mi.

Kho K
B á t r g  Ể

Nhóm (phàn  
^ S'sv feho)

Loại
hàng hóa

Ni
gồm Pi dãy  

hàng hóa

Nj
gồm  P2 đăy  

hàng hóa

n 3
gôm P3  dãy  

hàng  hóa

N »
g ồ m  pm  đ ỉ v  

hàng  bó»

hi 1 1 ... 1 1 0 0

hỉ 1 1 1 0 1 0

ỉ>3 0  0  0 0 1 1

Ỉ14 1 1 I 0 0 í

hfl-í 0  0  0 1 0

.

hn I 1 ... 1 1 0 ... 0

Pl cội đậc trưng p2 Cột P3 cột prn CỘI
của dãy hàng  
hóa giống hệt 
nhau của nhóm  

Ni

Vẽ hàng hóa và thùng chứa thi thỏa mẫn các điều kiện ( í . í ) ,  (1.2) như trong' bẳí: 
toán ĐT,

Việc đóng hàng của kho K vào thùng phải tuân thủ ■nguyên tắc « đ ớ n g  l h ủ n j  đ 5 » g  
b ộ »  nhir sau (lừ nay n i đẽ 11 « ẩóu g  thùng » trong bài toàn ĐTMR ta hiêu đó là việc € đ&ng  
thùng đồng b ộ »  toàn kho K) :

1) Đỏng hàng hóa riẽng từng dãv. Ng hĩ a  là khi xếp hả ng  hóa vào thùng khôag  đsrọci 
Srộn lẫn hàng hóa của day nọ với  dăy kia.

2) Nếu một -ỈỐ hàng hóa (dĩ nhiên vớ i  điều kiện trên thi là hàng  hó:i của I đẫy)  nào
đó  cùng đirợc xép vào 1 thùng thì ả  tất cả cAe dãy hàng  của kho K đêu phải sễp v í  chí
l é p  nlu'ti)£Ị hàng hóa đó vào cúng một thùng.

Phải  đóng  híing vào thùng sao ch» sổ eác thùng  phải huy động  là  ít nhất .
Thỉ dụ : Xét kho K gồm 3 nhóm đây hàng  hóa Nt. N-2 . N3 và đề eụ thê chẳD$ ítạ«

..giả thử nlióm .Vi có 2  dãjr, nhóm N2 có 3 dãy,  nhóm N3  có 4 dã y:

B ủ n g  2

Ni ỉ N2
• ■ . • ẩ 

Ns 1

hi hi (1 0 0 0 0 0 0 1
* 2 I12 0 0 0 ÍJ 0 0 » 1

0 h3 i l3 h3 0 0 0 0 1
tì 0 h4 114 h4 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 h5 hỉ hr, h5 1
tl 0 0 0 0 hs b« b 5̂ hẻ 1

Gi-ả sử khõi litợn g các loại hàng đều bằng nhau rà bằng 1 và  sức cỉl tra các thàa£
đêu  bằng nhau vè bằng 3.

f *



Ta đưa ra 2 cách đ£ng bảng v à o  tbùng (nhố  rằng phải dóng dòng bệ) nhu sau : 
■—Cách l i X u ã t  phát lừ tuv nghĩ  là mỗi  I hùug có thề chứa 3 mÓD hàng  và có cả tlsẳy'

8 snón hàng  khác nhau Irong kho (nấm rẵi lác  Irên các dăv) 1 liI !a đè ra nguyên tắc: xệ]^
CÉC m ón  hàng iu,  h 2, Ỉ13 ' à o  1 t hủn g;  lì4, Ỉ15 . h6 vào 1 lhùng.

Ta thãv sõ thủng lỗng cộng phải buy đỘDg là

2 + 2 X 3  +  4 =  12.

— Cách 2 :  Xép mỗi (hùng 2 món hảng  Ihôi. Cụ Ihồ hi. [b2 vào 1 thù.ng; h3, vầ®> 
•mộì t h ù n g  v à  h s ,  b 6  v à o  ] t h ù n g .

Sỗ t h Ù D g  tông cộng p h ả i  h u y  động  l ú c  n à v  l à

2 + 3 4 - 4 = 9 .

Với  mổi nhóm Np, p =  1,... m đặt tương  ứng vec lo  Bcole đặc Irưng

1) 2 n
fp =  (*p.  Xp......  Xp> P =  1...... m <J.3Í

"í- I
i _  } í néu món hảng  h|  oó (rong nhóm Np

x p Ị ữ  nẽu món háng hị không có trong nhóm Np

II -  TÍNH XP -  ĐẦY ĐỦ CỦA BÀI TOÁN ĐTMR

Đ ịn h  t ỷ  í .  Bài toán ĐTMR là  NP — đãy  đù.

C h ứ n g  m i n h :

Với  m =  1 và Pi =  í lhì  bải toán ĐTMR 1rở ihành bài trân ĐT, là bồi toán NP — đàw 
đ ủ .  i í ặ l  khác có  Ihê chỉ  ra mô  hinb quy hoạch Boole (uyên lính, của bài toán ĐTtylR, nSinr 
T Í y  bài  toán ĐTMR lại là t rưởng họp  riêng của bài iíián thuộc lốp N P - đ â v  dủ.

Việc dẫn ra mô h ình  qoy hoạch Boole tuyẽn l ính của bài toán ĐTMtì tưong  đỗi dàí 
đ õ a g ,  chúng  lôi g ió i  hạn ỡ việc chỉ ra bài  toán cuối cùng.»

Bài loán cỏ dạng :

Làm lỗi iiêu bièu thức Ĩ1 2
P = 1

n
2  Pp qjp v ỏ i e á c  rồ ng buộc 

j =  l

i = í

i s  hiT-* 
i = l

£
±  T.J 
j = J

=  1 p  =  I.

Trong í  ó qjp vả Tj j jà  các biên Bool*.

hi cho trong í l . l ) ,

Mp cho  trong (1,3).

p p ( p— l à sỗ  đẫy  trong nhóm p.
/  là hẳng sổ g iới  hạn cho trCDg (1,1). (1.2).
Như vậy ta Ihẵv v è  mặl  độ phức tạp nói  chung thì bài toán *ỊđT *■ và *'ĐTMR » đỉìịx  

ỉà eủe  bài  I10ẾI1 NP — đẫy đủ. Tuv nhiOi» nếu đo bồng kich Ihiróc m ỏ  hình q-uy hoạch ihì



m ò  h ỉnh  quỵ ỉioạch của bài toán « Đ T M R s phúc tạp hon rẫt nhiêu so TỚi m ổ  hinh quy 
l ioạch của bàl toán « ĐT ».

Troiìg ( t ự c  tiễn l ỗ  lý  dữ liệu chúng lôi  đã dùng nhiễu biện phúp đề tim lờ i  giẫì
ì i ọ p  l ý  cho  bái ¡OỐD « ĐTMR ». Những  biện phẳp đ ó  ĩ é t  v ô  mật toốn học thỉ l à  cốc giải
thuật heulist ic cho bài tcán.  Phăn t iễp theo sẽ trinh bùy 3 trong sổ những «biện pháp đóng
‘ibíuig » đẽ đưọe dùng trorig Ihụe tẽ và đánh giá hiệu quả của chúng-

III -  BA « CÁCH BÓNG THỦNG NHANH»

1. Cách «Coi Như Nhau» (CNN).

Đây là cách thưòng  đưọc dùng khi chúng tôi chưa  phát  hiệu hiệu quả việc chia kho
m

lí  ihành  từng phân kho như mô lả trên. Khi đó [mọi dãy (số dãy toàn kho là p — ^  1 Pp )
pe=ỉ

ẩ íu  đ u ọ c  « c o i  như n h a u »  và xem như dãy đù các hàng  hóa

D =  < h i .  h2..... hn >  (3.1)

Khư vậy kho K xem như cố p d äj  hàng hóa dạng à ã f  D. Do nguvên tắc đóng thùng đồng  
bộ nên la phải  lim cách đóng thùng lót nbăt  có (hê được cho dãy D và áp dụng kểt quả  
rho  HÌỌÍ dBy khác. Bồi toàn dẫn vè bài tcán ĐT. Với bài toân ĐT có thề xem FFD là giâi  
thuật  nhanh hiệu quả ohẫt (Irong các ứng dụng thực tễ của bài toán ĐTMR thì n thưỜDg 
i h ô n g  quá 500 nên văn dễ xẽp  lại dãy D cho FFD không có gì trẻr ngại).  Như vậy,  ta dùng  
FFD cho  dăv D và áp dụng kẽt*quả cho mọi dẫy trong K. Với kho K cho trong ví  dụ ở 
phẫn I Ihì cảch 1 là kết quả cách đóng lliùng CNN này.

2. Cách «Cắt Hoàn Toàn»  (CHT).

Cất dSy đằv đủ hàng hóa D trong (3.1) thành các đoạn sao cho với  mọi đoạn vả mọi
dây hàng hó« thi tốc hàng hóa troDg đoạn hoặe có mặt hẽt hoặc hoàn toàn không có mặt
tr o n g  dãy.  Như vây lối đa D bị cắt thònh 2m — 1 đoạn,  còn mõi dãy chứa tối đa 2m_ đoạn  
cỏ bàng  hóa,  cốc đoạn khốc đỄu trống (không chứa hàng hóa).

Với mỏi đoạn thu được ta đóng hàng vào Ihùng theo giải thuật FFD.
KỄt quả cách đóng thùng 2 ví dụ kho K trong mục I là kễt quả cách CHT vừa mô t ả ’

3. Cách (Cắt  Sắp Xếp» (CSX).

Xẽp lại các nhóm Np, p =  1......m theo trật tụ giảm dằn của Pp. Giả sử thứ tự Ni,  N2......Nm
dà tbốạ màọ  điều kiện sắp xỄp tứe pi ^  P2 Í*5 ... Pm.

Ta thực hiện việc cbia cắt dãv D như sau :
— Đoạn I:  chứa toàn bộ các món hàng hóa có trong nhóm Ni.
— Đoạn II: chứa tọàn bộ cốc món hàng hóa có trong nhóm N 2 Irừ các hàng  hóa đã

rơi rAo đoạn I.
Quá Irinh đuợc  tiép tục đẻn kbi loàn bộ n loại  hàng hóa đã rơi hét vào các đoạn

H ỉ ỉ n  nhiên tỗi đa có thề cỏ m đoạn.
Với mỗi đoạn (của d ỉ y  D) ta dùng FFD và áp dụng kẽt quả cho tẫt cả các dãy của •

kho K.
Với lhí  dụ trong mục I thì kết quả của cảeh đóng thùng CSX cũng là 9 tức bẳug  

<rfccb CHT.
I

I V -  HIỆU QUẢ CÁC CÁCH ĐỎNG THỦNG CNN, CHT và CSX 

1. Tiêu cbuần hiệu quả.

Ta sử dụng các kv hiệu và khối niệm hiệu (Ịiiã căn bản theo [ ị ].
Xét cácl) G nào dó tiẳng hóa kht) K vào các thùng.



Ký hiệu G (K) là sỗ  các thùng phải huy  động  trong cách đóng thừng G. Ký hiệu K* lá  
sõ thùng tối thiêu căn huy  động đề dónị» hàng (đóng đông bộ) toàn bộ hàng  hóa k ho  K 
vào  thùng .

Ta gọỉ R [G] là hiệu quả trường hợp íău  nhát  của cách G với  R [G] xác địnfe 
như sa u ;

R [ G ] =  m a i  Ị với  mọi  kho K ị <4.f)

2. Đánh giá các giải thuật (trên quan điêm toân học, các cách đóng  thùng CNN, CHT.  
CSX là các giải  thuật  heuristic cho bài  toán ĐTMR).

Đ ịnh  lý  2.

ỉ  hầng sổ trong (1.1), 
a =  min Ịhìị , i =  1........ n.

C hứnq m in h  ;

Kí  hiệu level Tj =  2  hi .

Dù là giải thuật gi thl level  Tj 8. với mọi Tj. 

Vậy :

a G ( C N N )  <  2  level Tj <  K*l .
Tj ^  G (CNN)

Do đó

°  (CNK> >  - L  . ■ " « 3 »
K a

Xél  kho K như sau : mỗi nhóm có một dãy, các hàng hóa đỗu có khối lư ợn g  1 tức  
a = 1  và phàn bỗ như bảng 3.

Có thS tính được K* =  ỉ và G (CNN) =  l 2. 

vậy :

- g  (? N) =  J L  . (4.4)
1. *K a

Từ (1.3) và (4.4) ta có (4.2)

Dây là biện pháp dùng gàn như duy nhăt  trong thựe tố khi chưa cố  khái n iệm V* 
việc chia kho K lh;ình các nlìóin (phân kho). Trong  thực lễ tồ chức xử lý  dir l iệu,  tỉ sổ  Ha. 
có thê lên đén 80. Nhir vặv có (hề làng phí rát lớn trong Irirờng hợp xáu nhẫt.  Hiệu quả  
các giải  thuậl CHT, CSX (lều phụ thuộc m nhirng nói tíhung tốt hơn CNN vi trong thực l i ễ »  
vận  d ụ n g  bài  t oản  nùy tl iì  m (số nhóm cùa  kho  K) th ư ờ n g  chỉ  là 2, 3, 4.

B ảng  3
Kho K

Ni Na ... Ni
hi 1
hỉ  1

hi 1 
hi+1 1
hi+2 1

IỈ2! 1

h l l -Ul  1

hll i , .1



2m_1 <  R [CHTị <  —  2m-‘. 16'* (4 #
'V

m
Trong trường hạp  p =  ^ * Pp giới  nội thi hầu chắc chắn :

P=1
r____, ^  . A

R  [ C H T ]  <  1 +  — —  (4.6>
l - A

với A =  m a i  Ị hị ị , i =  1........ n,

C h ứ n g  m i n h :  Kí hiệu các đoạn sau chia cắt là Di,l>2 > . Dj, j 2m- l .  Kí hiệu f i °  tầ aé
thừng tổi thiễu phải huv động cho nhóm Np nếu xét nó độc lập,  Kbi đó ta có p

m
K* >  2  N°. (4-7)

P=1 p

Kí hiệu D °  là sổ  thùng tối  thiêu huy động cho đoạn Dj của nhóm Np , ta cổ:

y *  D° < 2 m _ 1 N °  ị í M
ip p

Dj thuộc nhỏm Np

Ta hiều Dp đó là áp cho đoạn Dj của đav hàng hóa đây đù D trong ( 3 .0  và dửng  FFO  

í roag  giải  thuật CHT ta có

CHT

m

(K)=  z  FFD (D°  < —  2m _ 1  z > ° <  —  2m ~ v .
• V i . p  ip 1 p = l  p 4

Do đó :
K 4

Bát đẳng thức bên trái của (4.5) cũng chỉ ra bởi câeh xây dựng một ví dụ.  Ta.bỏ qua víệK 
xét vi dụ đó.

Có thê cho một đánh giá khác đế tíố
m

Pp
CíỊTÍK) _ J _ _  ¿ - a + A _  , P = 1  .

K* / — A / — A K*

m
Khi K* rất l ớ n  và I Pp giới nội thi ta có (4.6).

P =  1

Tuy (4.6) là đánh giá tốt nhưng trong các ứng dụng thực tiễn bài  toán ĐTMR vào  
xử lý  dừ liệu thỉ ít khi xâv ra trirờng hợp nàv. Nỗi chung  chỉ  cổ thê cliĩ ra rằng tdn tại
hằng sỗ c  đễ

m

& - « C .K

Đ ịnh lý  i .

—  (m +  1) <  lì [ CSX ] <  —  m. (4.10Ỉ
4 4



C h ứ n g  m i n h :

Việc chỉ ra bâl đẳng thúc bên IrSi của (4.lộ) cũ«g thống qua n:ột ví dụ kho K. Tí! 
1 6  qua việc xây dựng ví  dụ này.

(Đê ý rằng kbi m =  1 ta cỏ :

1 <  R [ C H T  ] <  4 - ,  1 R [  CSX ] <  ~  ,
4 4

11 5
trong khi dó —— ^  R [FFD] ^  , nghĩa  ỉồ có lê cảc giới  hạn Irối của (4.5), (4.10) côn cé

9 4

t h ỉ  nâ ng  lỗn).
Ta  chứng  minh VỂ phải  của (1.Ị0).
Kí h i í u  các đcạn là Li,  1 2. 1 Bi yà Ẹij ífi lỉiỊÙKig to*;}- độĩig cho âcạn  L( của chlyn N)

YỚi cách đóng hàng CSX.

Ta có :
C.SX<K)= Bu +

B l 2 +  B22 +
B l 3  +  B23  +  B33 +

Bim +  B2 m+  ... +  Bmm.

Hiên nhiên B i ị ^  Bjị, do đố

D o  đ ô :

m un
CSX (K) ^  Bjj ^  Pp 4" B2 2 ^  , Pp  ...4* Bmm PiE

P =  1 p —2

Kí hiệu s *  là sỗ thùng lôi thi ỉn p h ỉ ì  huy động cho đoạn LD (cùa dSy đà}' đủ hàng  hú»; 
p

í ỉieo [1] thi
5 Q*1

Bpp ^  4 p •

C S X ( K ) <  B tJ 2  Pp <  - f  ễ  ° l  s i*
i =  1 Ị ỉ= i  i = 1

m

Tới O ị - ^  p p- 
p - i

m
Mặt khác ta có : K# Pp Sp . Do đỏ :

P=1
m

®p S p

-  5  P = J
CSX (K) <  -7 - * - --------------  •

4 £)

ẳ  pp Sp
P=1

m

i - p * ;p °p
Ị>= ]

Cbúng ta chỉ ra ^  m.

P|) s p
P =  1



Với m =  1 hệ thức đứng ví =  P̂ p.

Giả sỉr hệ thức đúng vởi m. Xét tnrởng h?p m +• ĩ 

>m+ 1n i - 1__ m
] ®p Sp J ] a p Sp +  Pm+1 Sj +■ ... +  Pm + 1 s m -f t

p _ z i _________  _  T *  Oi _____________________________________________________
jm +  l với  ®p -  Ặ ti ' “  m+1

2  Pp s #p p z  PpS-p
P = 1  p - 1

< p 1

rn ni +1
Z _ * C""’ _ ♦

otp Sp Pm +  I Sp
) = l  p = l

+  I Im in -r1

' y  . Pp Sp Sp Sp
p = i  p = !

l ỉ ệ  t.iiức t h ứ  n h ấ t  k h ò n g  v ư ợ t  q u ả  ra d ó  g i ả  t h i ế t  qtiỶ n ạ p ,  'ĩón h ệ  thứ/* t h ứ  5 k h ô n g  ỉ ở a  
h ơ n  1 v i  c á c  Pp g i â m  d â n ,  v ậ y

rn + !
'V'
/ L  

p =  !

V  .3 <?!3 P

m +1

¿ L  Pp s p
P =  1

0 ị n h  l ý  đirợc  c h ứ n g  m i n h  x o n g .
N h â n  ngáy  5-7-19$£
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a b s t r a c t

O n a g e n e r a l i z e d  p r o b l e m  o f  b i n  p a c k i n g

A general ization of bin packing problem, cal led the OTMR problem is studied.

The N P —completeness  ót' ĐTMR is proved.

Three heuristic algorithms —the CNN, the CHT and the CSX arc described art-1 111» 
>worst— case analysis  for them are given.

Some applications o f  the i)TMR are shown.


