
T¤p ch½ Tin håc v  �i·u khiºn håc, T.28, S.2 (2012), 141-152

THU�T TO�N MÎI X�C �ÀNH �Ë TR� GI�I M�
CÕA NGÆN NGÚ CH�NH QUY

��NG QUY�T TH�NG1, NGUY�N ��NH H�N2, PHAN TRUNG HUY3

1Tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m Kÿ thuªt Nam �ành
2Tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m Kÿ thuªt H÷ng Y¶n

3Tr÷íng �¤i håc B¡ch khoa H  Nëi

Tóm tắt. B i b¡o �· xu§t mët gi£i thuªt mîi x¡c �ành �ë tr¹ gi£i m¢ cõa ngæn ngú ch½nh quy �÷ñc
�o¡n nhªn bði ætæmat húu h¤n A. Gi£i thuªt câ �ë phùc t¤p thíi gian l  O(n3), ð �â n l  sè cung
v  tr¤ng th¡i cõa A.

Abstract. In this paper, we propose a new algorithm determining deciphering delay of regular
language, which recognizes by a finite automaton A. The algorithm has time complexity O(n3),
where n is the number of states and edges of A.

1. GIÎI THI�U

Trong c¡c ph²p gi£i m¢ thæng th÷íng, khi x¥u c¦n gi£i m¢ �÷ñc �åc tø tr¡i qua ph£i, thíi
�iºm ph¡t hi»n th§y mët tø m¢ trong x¥u v  thíi �iºm t§t c£ c¡c tø m¢ trong x¥u �÷ñc x¡c
�ành mët c¡ch chc chn l  kh¡c nhau. Kho£ng thíi gian tr¹ n y �÷ñc h¼nh thùc hâa b¬ng
kh¡i ni»m �ë tr¹ gi£i m¢, kh¡i ni»m n y xu§t hi»n r§t sîm trong lþ thuy¸t m¢, nh÷ trong c¡c
cæng tr¼nh cõa Gilbert and Moore (1959) (xem [9]), cõa Levenshtein (1964) (xem [10]). Vîi
kh¡i ni»m �ë tr¹ gi£i m¢ th¼ lîp m¢ prefix l  lîp m¢ câ �ë tr¹ gi£i m¢ b¬ng 0, tø �â �ë tr¹
gi£i m¢ �÷ñc sû döng trong lþ thuy¸t m¢ nh÷ l  mët ti¶u chu©n quan trång �º ph¥n lo¤i m¢
v  l  mët tham sè ph£n ¡nh �ë khâ trong qu¡ tr¼nh gi£i m¢. �èi vîi c¡c ùng döng, vi»c x¡c
�ành ch½nh x¡c �ë tr¹ gi£i m¢ cõa mët ngæn ngú, cho ph²p c¡c ch÷ìng tr¼nh mªt m¢ t«ng
hi»u qu£ thíi gian v  lo¤i bä �÷ñc thao t¡c quay lui trong qu¡ tr¼nh gi£i m¢. Do vai trá quan
trång cõa �ë tr¹ gi£i m¢, nhi·u t¡c gi£ �¢ quan t¥m nghi¶n cùu, mët lo¤t c¡c cæng tr¼nh nh÷
cõa Markov (1962) (xem [12]), Sch�utzenberger (1966) (xem [11]), Choffrut (1979) (xem [13]),
L. Staiger (1986) (xem [5]), J. Devolder (1994) (xem [3]), Stavros Konstantinidis (2002) (xem
[8]), P.T. Huy-V.T. Nam (2002) (xem [14]), D. L. Van � I. Litovsky (2003) (xem [17]), N.D.
Han - D.Q. Thang - H.N. Vinh (2010) (xem [16]), ... tªp trung nghi¶n cùu t½nh ch§t cõa �ë
tr¹ gi£i m¢.

Cho �¸n nay, vi»c t½nh to¡n ch½nh x¡c �ë tr¹ gi£i m¢ �÷ñc nhi·u t¡c gi£ quan t¥m, ph÷ìng
ph¡p t½nh to¡n chõ y¸u düa tr¶n c¡ch ti¸p cªn tê hñp v  þ t÷ðng tø thõ töc kiºm tra t½nh ch§t
m¢ cõa mët ngæn ngú (thõ töc Sardinas-Patterson) (xem [14, 16]), hay x¡c �ành mët m¡y bi¸n
�êi câ l  h m hay khæng (xem [8]). Gi£i thuªt tèt nh§t �÷ñc bi¸t cho tîi nay l  gi£i thuªt cõa
Stavros Konstantinidis (xem [8]), gi£i thuªt n y câ �ë phùc t¤p thíi gian trong tr÷íng hñp
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x§u nh§t l  O(n4log n). �º cho gån, khi �· cªp �¸n �ë phùc t¤p thíi gian th¼ luæn �÷ñc hiºu
l  �ë phùc t¤p thíi gian trong tr÷íng hñp x§u nh§t.

B i b¡o �· xu§t gi£i thuªt mîi x¡c �ành �ë tr¹ gi£i m¢ cõa ngæn ngú ch½nh quy �÷ñc �o¡n
nhªn bði ætæmat húu h¤n A, sû döng kÿ thuªt sao ch²p �ç thà, gh²p v  t½ch ætæmat, tø kÿ
thuªt n y cho ph²p x¥y düng gi£i thuªt câ �ë phùc t¤p thíi gian O(n3).

Möc 2 s³ tr¼nh b y mët sè kh¡i ni»m ngæn ngú, m¢, �ë tr¹ gi£i m¢, ætæmat v  �ç thà �º
phöc vö cho c¡c möc ti¸p theo. Möc 3 tr¼nh b y c¡c gi£i thuªt mð rëng ætæmat. Möc 4 �·
xu§t gi£i thuªt mîi x¡c �ành �ë tr¹ gi£i m¢ v  cuèi còng l  ph¦n k¸t luªn cõa b i b¡o.

2. MËT SÈ KH�I NI�M

Tr÷îc h¸t, ta nhc l¤i mët sè kh¡i ni»m v  kþ hi»u �÷ñc sû döng trong b i b¡o (chi ti¸t
xem trong [2, 4]). Cho b£ng chú c¡i húu h¤n Σ, kþ hi»u Σ∗ l  tªp t§t c£ c¡c tø húu h¤n tr¶n
Σ. Tø réng kþ hi»u l  ε v  Σ+ = Σ∗ − {ε}. Tªp con cõa Σ∗ gåi l  ngæn ngú. Cho L ⊆ Σ∗ l 
ngæn ngú tr¶n Σ. Ta kþ hi»u:

L∗ = L0 ∪ L1 ∪ · · · , ð �â L0 = {ε}, L1 = L, L2 = L1L, . . . , Ln = Ln−1L,
L+ = L1 ∪ L2 ∪ . . ., ta câ L∗ = L+ ∪ {ε}.

�ành ngh¾a 2.1. Cho b£ng chú c¡i Σ, tªp L ⊆ Σ∗ �÷ñc gåi l  m¢ n¸u vîi måi m,n ≥ 1 v 
vîi måi x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈ L, n¸u câ x1 · · ·xn = y1 · · · ym th¼ suy ra m = n v  xi = yi
vîi i = 1, . . . , n.

Nâi c¡ch kh¡c, tªp L l  m¢ n¸u måi x¥u trong L+ ch¿ câ mët ph¥n t½ch duy nh§t th nh
c¡c x¥u trong L. Do ε.ε = ε n¶n måi tªp m¢ �·u khæng chùa x¥u réng.

�ành ngh¾a 2.2. Cho L ⊆ Σ+, L �÷ñc gåi l  câ �ë tr¹ gi£i m¢ húu h¤n n¸u tçn t¤i mët sè
nguy¶n d ≥ 0 sao cho:

∀x, x′ ∈ L,∀y ∈ Ld, ∀u ∈ Σ∗, xyu ∈ x′L∗ ⇒ x = x′. (2.1)

D¹ th§y r¬ng n¸u h» thùc (2.1) thäa m¢n vîi d húu h¤n n o �â th¼ nâ công �óng vîi måi
d′ ≥ d. N¸u L câ �ë tr¹ gi£i m¢ húu h¤n th¼ sè nguy¶n nhä nh§t tho£ h» thùc (2.1) gåi l 
�ë tr¹ gi£i m¢ cõa L, sè nguy¶n b§t ký thäa h» thùc (2.1) gåi l  �ë tr¹ gi£i m¢ y¸u cõa L.
Ng÷ñc l¤i, n¸u L khæng câ �ë tr¹ gi£i m¢ húu h¤n th¼ L gåi l  câ �ë tr¹ gi£i m¢ væ h¤n.

Ætæmat húu h¤n l  mët bë 5 A = (Q,Σ, E, I, F ), ð �â: Q l  tªp húu h¤n c¡c tr¤ng th¡i,
Σ l  b£ng chú c¡i húu h¤n, E ⊆ Q×Σ×Q l  tªp húu h¤n c¡c cung (khæng chùa cung réng),
I ⊆ Q l  tªp c¡c tr¤ng th¡i �¦u, F ⊆ Q l  tªp c¡c tr¤ng th¡i k¸t thóc.

Cho cung e = (q1, a, q2) ∈ E, ta nâi r¬ng e ríi q1 �¸n q2, q1 l  �¦u cõa e kþ hi»u p[e], q2
l  cuèi cõa e kþ hi»u n[e], a l  nh¢n cõa e kþ hi»u l[e]. Cho q ∈ Q, ta kþ hi»u E[q] l  tªp c¡c
cung ríi q. Trong b i b¡o n y ta cán x²t d¤ng ætæmat húu h¤n mð rëng câ chuyºn réng, gåi
tt l  ε-ætæmat, khi m  nh¢n cõa mët cung e n o �â câ thº l  tø réng ε.

Cho π = e1 · · · ek ∈ E∗, ð �â e1 = (p0, a1, p1), e2 = (p1, a2, p2), . . . , ek = (pk−1, ak, pk)
�÷ñc gåi l  �÷íng �i tø p0 �¸n pk. Mët �÷íng �i th nh cæng trong ætæmat A l  mët �÷íng �i
tø tr¤ng th¡i �¦u �¸n tr¤ng th¡i k¸t thóc. Tø w = a1a2 · · · ak gåi l  nh¢n cõa �÷íng �i π, tªp
hñp nh¢n cõa c¡c �÷íng �i th nh cæng trong ætæmat A gåi l  ngæn ngú �o¡n nhªn bði A, kþ
hi»u l  L(A).
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�ç thà câ h÷îng G l  mët c°p G = (V,E), V l  tªp c¡c �¿nh, E l  tªp c¡c c°p câ thù tü
gçm hai ph¦n tû cõa V gåi l  c¡c cung. N¸u e = (u, v) l  cung cõa �ç thà câ h÷îng G th¼ ta
nâi �¿nh v k· u, ta k½ hi»u Next(u) = {v ∈ V | (u, v) ∈ E}. N¸u V,E l  húu h¤n th¼ ta gåi G
l  �ç thà húu h¤n câ h÷îng.

�÷íng �i tø �¿nh u �¸n �¿nh v tr¶n �ç thà câ h÷îng G l  d¢y �¿nh x0, . . . , xn, trong �â
u = x0, v = xn, (xi, xi+1) ∈ E, i = 0, . . . , n − 1. �¿nh u gåi l  �¸n �÷ñc �¿nh v n¸u câ mët
�÷íng �i tø �¿nh u �¸n �¿nh v.

3. MËT SÈ GI�I THU�T MÐ RËNG ÆTÆMAT

Trong möc n y, ta nhc l¤i v· ætæmat thu gån v  xem x²t mët sè kÿ thuªt mð rëng ætæmat
tø ætæmat húu h¤n cho tr÷îc. C¡c ætæmat n y �÷ñc dòng cho vi»c thi¸t k¸ gi£i thuªt t½nh �ë tr¹
gi£i m¢ ð ph¦n sau. Tr÷îc ti¶n, v· ætæmat thu gån: Cho ætæmat húu h¤n A = (Q,Σ, E, I, F ),
mët tr¤ng th¡i q ∈ Q gåi l  �¤t �÷ñc n¸u tçn t¤i �÷íng �i tø mët tr¤ng th¡i �¦u �¸n q, mët
tr¤ng th¡i q ∈ Q gåi l  �èi �¤t �÷ñc n¸u tçn t¤i �÷íng �i tø q �¸n mët tr¤ng th¡i k¸t thóc.
Ætæmat húu h¤n A gåi l  thu gån n¸u t§t c£ c¡c tr¤ng th¡i cõa A l  �¤t �÷ñc v  công l 
�èi �¤t �÷ñc. Gi£i thuªt kinh �iºn x¥y düng ætæmat thu gån �÷ñc thüc hi»n bði h m kþ hi»u
l  Trim(A), câ �ë phùc t¤p thíi gian l  O(|Q|+ |E|) v  L(A) = L(Trim(A)). Ti¸p theo, ta
xem x²t mët sè kÿ thuªt mð rëng ætæmat d÷îi �¥y.

3.1. Ætæmat l÷ïng cüc

Ætæmat húu h¤n A �÷ñc gåi l  ætæmat l÷ïng cüc n¸u A câ mët tr¤ng th¡i �¦u v  mët
tr¤ng th¡i k¸t thóc kh¡c nhau, khæng câ cung �¸n tr¤ng th¡i �¦u v  khæng câ cung ríi tr¤ng
th¡i k¸t thóc.

Cho ætæmat húu h¤n A = (Q,Σ, E, I, F ) �o¡n nhªn ngæn ngú L = L(A) ⊆ Σ+. Ta x¥y
düng ætæmat l÷ïng cüc A′ = (Q′,Σ, E′, I ′, F ′) �o¡n nhªn L tø ætæmat húu h¤n A nh÷ sau

i) Q′ = Q ∪ {s, f}, s, f /∈ Q v  s 6= f, I ′ = {s}, F ′ = {f}.

ii) E′ = E1 ∪{(s, a, q) | (p, a, q) ∈ E1, p ∈ I} vîi E1 = E ∪{(p, a, f) | (p, a, q) ∈ E, q ∈ F}.

�º �ìn gi£n, ta kþ hi»u A′ = (Q′,Σ, E′, s, f) v  gåi s l  cüc v o (tr¤ng th¡i �¦u), f l  cüc
ra (tr¤ng th¡i k¸t thóc). Gi£i thuªt x¥y düng ætæmat l÷ïng cüc A′ tø ætæmat húu h¤n A thüc
hi»n bði h m kþ hi»u l  D(A) câ �ë phùc t¤p thíi gian O(|Q|+ |E|).

Cho ætæmat l÷ïng cüc A �o¡n nhªn ngæn ngú L = L(A) ⊆ Σ+. Ta câ thº x¥y düng
ε-ætæmat mð rëng A′ �o¡n nhªn L+ (tùc l  L+ = L(A′)), b¬ng c¡ch bê sung mët cung réng
�i tø cüc ra tîi cüc v o cõa A. Gi£i thuªt x¥y düng ε-ætæmat mð rëng thüc hi»n bði h m kþ
hi»u l  Ex(A).

Cho ε-ætæmat mð rëng A1 = (Q1,Σ, E1, s1, f1) �o¡n nhªn L+. X²t ε-ætæmat A2 =
(Q2,Σ, E2, s2, f2), ð �â Q2 = {s2}, s2 = f2 (A2 câ duy nh§t mët tr¤ng th¡i, vøa l  tr¤ng
th¡i �¦u v  công l  tr¤ng th¡i k¸t thóc), E2 câ |Σ|+ 1 cung �i tø tr¤ng th¡i duy nh§t trong
A2 �¸n ch½nh nâ vîi nh¢n l  kþ tü thuëc Σ ∪ {ε}, ta câ Σ∗ = L(A2). Ta x¥y düng ε-ætæmat
gh²p A = (Q,Σ, E, s, f), b¬ng c¡ch bê sung mët cung réng �i tø tr¤ng th¡i k¸t thóc cõa A1

�¸n tr¤ng th¡i duy nh§t cõa A2, ta l§y Q = Q1 ∪Q2, E = E1 ∪E2 ∪ (f1, ε, f2), s = s1, f = f2,
tr¤ng th¡i f1 gåi l  tr¤ng th¡i gh²p trong ε-ætæmat gh²p A. ε-ætæmat gh²p A �o¡n nhªn ngæn
ngú L+Σ∗, gi£i thuªt x¥y düng ε-ætæmat gh²p thüc hi»n bði h m kþ hi»u l  Graft(A1).
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Nhªn x²t 3.1. Cho ætæmat húu h¤n A = (Q,Σ, E, I, F ) vîi c = |Σ| l  h¬ng sè. Khi �â,
sè tr¤ng th¡i cõa D(A), Ex(D(A)) v  Graft(Ex(D(A))) khæng qu¡ |Q| + 3 do �â câ cï
O(|Q|). Sè cung cõa D(A) khæng qu¡ 4|E|, cõa Ex(D(A)) khæng qu¡ 4|E| + 1 v  cõa
Graft(Ex(D(A))) khæng qu¡ 4|E|+ c+ 3, do �â công câ cï O(|E|).

3.2. Ætæmat t½ch

Ph²p l§y t½ch ætæmat (xem [6, 7]) �÷ñc sû döng trong nhi·u ùng döng �º t¤o ra ætæmat
phùc hñp tø nhúng ætæmat �ìn gi£n. Cho hai ε-ætæmat mð rëng, hay ε-ætæmat gh²p nh÷ �¢
x²t ð tr¶n, A1 = (Q1,Σ, E1, s1, f1) v  A2 = (Q2,Σ, E2, s2, f2). Khi �â, t½ch cõa A1 v  A2 l 
ε-ætæmat kþ hi»u Prod(A1,A2) = (Q,Σ, E, (s1, s2), (f1, f2)), trong �â Q ⊆ Q1 ×Q2, E �÷ñc
x¡c �ành theo quy tc sau:

i) ∀(q1, a, p1) ∈ E1,∀(q2, a, p2) ∈ E2, a ∈ Σ th¼ ((q1, q2), a, (p1, p2)) ∈ E;

ii) ∀(q1, ε, p1) ∈ E1, ∀(q2, ε, p2) ∈ E2 th¼ ((q1, q2), ε, (p1, p2)) ∈ E;

iii) ∀(q1, ε, p1) ∈ E1, ∀(q2, a, p2) ∈ E2, a ∈ Σ th¼ ((q1, q2), ε, (p1, q2)) ∈ E;

iv) ∀(q1, a, p1) ∈ E1, ∀(q2, ε, p2) ∈ E2, a ∈ Σ th¼ ((q1, q2), ε, (q1, p2)) ∈ E;

v) E ch¿ chùa c¡c cung �¢ x²t ð bèn tr÷íng hñp tr¶n.

Gi£i thuªt câ thº bt �¦u tø tr¤ng th¡i (s1, s2), rçi thüc hi»n theo quy tc ð tr¶n x¡c �ành
c¡c tr¤ng th¡i v  cung cõa ætæmat t½ch. D÷îi �¥y l  gi£i thuªt.

Function Prod(A1, A2)

Input: A1, A2 l  ε-ætæmat mð rëng, ho°c ε-ætæmat gh²p.
Output: ε-ætæmat A = (Q,Σ, E, s, f) l  t½ch cõa A1 v  A2.
{S l  h ng �ñi, CQpush, CQPop l  ph²p bê sung v  lo¤i bä mët ph¦n tû tr¶n S.}
1. Q = {(s1, s2)}; CQpush(S, (s1, s2));

s = (s1, s2); f = (f1, f2);E = ∅;
2. while S 6= ∅ do
3. (q1, q2)←− CQPop(S);
4. for each (e1, e2) in E[q1]× E[q2] do
5. t = true; label = ε;
6. case

l[e1] = l[e2] ∧ l[e1] 6= ε : (p1, p2) = (n[e1], n[e2]); label = l[e1];
l[e1] = l[e2] = ε : (p1, p2) = (n[e1], n[e2]);
l[e1] = ε ∧ l[e2] 6= ε : (p1, p2) = (n[e1], q2);
l[e1] 6= ε ∧ l[e2] = ε : (p1, p2) = (q1, n[e2]);

else t = false;
7. end case;
8. if t = true then {N¸u (p1, p2) /∈ Q th¼ Q = Q ∪ (p1, p2)}

if BelongQ(p1, p2) = 0 then
BelongQ(p1, p2) = 1;
CQPush(S, (p1, p2));
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E = E ∪ {((q1, q2), label, (p1, p2))};
9. return A.

Nhªn x²t 3.2. i) T÷ìng tü nh÷ ph¥n t½ch cõa Mohri trong [6, 7], gi£i thuªt câ �ë phùc
t¤p thíi gian l  O((|Q1|+ |E1|)(|Q2|+ |E2|)).

ii) Cho A2 = (Q2,Σ, E2, s2, f2) l  ε-ætæmat mð rëng �o¡n nhªn L+. ε-ætæmat gh²p A1 =
Graft(A2) = (Q1,Σ, E1, s1, f1) câ tr¤ng th¡i gh²p fG (ð �â ta �êi t¶n tr¤ng th¡i gh²p
tø f2 th nh fG, tr¤ng th¡i �¦u tø s2 th nh s1). Tr¶n ε-ætæmat t½ch Prod(A1,A2), nh¢n
cõa �÷íng �i giúa hai tr¤ng th¡i k¸ ti¸p (fG, qi) v  (fG, qj) (ho°c (pi, f2) v  (pj , f2),
ho°c (s1, qi) v  (fG, qj), ho°c (pi, s2) v  (pj , f2)) l  tø thuëc L.

4. X�C �ÀNH �Ë TR� GI�I M� CÕA NGÆN NGÚ CH�NH QUY

Cho ngæn ngú ch½nh quy L �÷ñc �o¡n nhªn bði ætæmat húu h¤n A, �º x¡c �ành �ë tr¹
gi£i m¢ cõa L, tr÷îc h¸t ta gi£i quy¸t b i to¡n bê trñ tr¶n �ç thà nh÷ d÷îi �¥y.

4.1. B i to¡n v· chu tr¼nh hñp l» tr¶n �ç thà

Cho �ç thà húu h¤n câ h÷îng (câ thº câ khuy¶n) G = (V,E) vîi hai �¿nh �°c bi»t l  �¿nh
khði �¦u s v  �¿nh k¸t thóc f(s 6= f), tªp U ⊆ V gåi l  tªp �¿nh khâa (�¿nh s v  f khæng
thuëc tªp U), c¡c �¿nh cán l¤i gåi l  �¿nh khæng khâa.

Cho �÷íng �i π gçm d¢y �¿nh v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk (vîi s = v1) tr¶n �ç thà G. N¸u câ
1 < i < k sao cho vi ∈ U, vk = vj , 1 ≤ j ≤ i th¼ π gåi l  chu tr¼nh hñp l» tr¶n �ç thà G. �¿nh
vl, j ≤ l ≤ k gåi l  �¿nh trong cõa chu tr¼nh hñp l». �÷íng �i π gåi l  �i qua �¿nh v, n¸u v
l  mët trong c¡c �¿nh vl, 2 ≤ l ≤ k. π công �÷ñc gåi l  chùa �¿nh v, n¸u v l  mët trong c¡c
�¿nh vl, 1 ≤ l ≤ k.

B i to¡n 1. Cho �ç thà húu h¤n câ h÷îng G = (V,E) nh÷ ð tr¶n. Cho bi¸t tr¶n G câ tçn
t¤i chu tr¼nh hñp l» hay khæng.

�º gi£i b i to¡n tr¶n, tr÷îc h¸t ta x¥y düng �ç thà sao ch²p G′ = (V ′, E′) tø �ç thà
G = (V,E) nhí kÿ thuªt sao ch²p �ç thà nh÷ sau:

i) Vîi v ∈ V sao ch²p th nh hai �¿nh (v, 1), (v, 2) cõa V ′.

ii) Vîi (u, v) ∈ E:

+ Sao ch²p th nh hai cung ((u, 1), (v, 1)), ((u, 2), (v, 2)) cõa E′;

+ N¸u u ∈ U th¼ bê sung cung ((u, 1), (v, 2)) v o E′;

H m x¥y düng �ç thà sao ch²p G′ kþ hi»u l  XCopy(G), d÷îi �¥y l  gi£i thuªt:

Function XCopy(G)



146 ��NG QUY�T TH�NG, NGUY�N ��NH H�N, PHAN TRUNG HUY

Input: �ç thà húu h¤n câ h÷îng G.
Output: �ç thà sao ch²p G′ tø �ç thà G.
{Gi£i thuªt dòng m£ng: key[q] = 1 khi v  ch¿ khi �¿nh q ∈ U}
1. V ′ = ∅;E′ = ∅;
2. for each u in V do

V ′ = V ′ ∪ {(u, 1), (u, 2)};
3. for each u in V do
4. for each v in Next(u) do

E′ = E′ ∪ {((u, 1), (v, 1)), ((u, 2), (v, 2))};
if key[u] = 1 then
E′ = E′ ∪ {((u, 1), (v, 2))};

5. return G′.

Nhªn x²t 4.1. i) �ç thà sao ch²p G′ câ |V ′| = 2|V |, |E′| ≤ 3|E|.

ii) Tªp c¡c �¿nh d¤ng (v, k) c£m sinh trong G′ �ç thà con Gk, k = 1, 2. Méi �ç thà con Gk

�·u �¯ng c§u vîi G. G′ thüc ch§t l  sü k¸t nèi câ chån låc cõa hai �ç thà con G1, G2,
ch¿ câ c¡c cung �i tø G1 �¸n G2 m  khæng câ chi·u ng÷ñc l¤i.

Hiºn nhi¶n ta câ bê �· sau:

Bê �· 4.1. Gi£i thuªt XCopy câ �ë phùc t¤p thíi gian O(|V |+ |E|).

Vai trá cõa �ç thà sao ch²p G′ trong vi»c x¡c �ành chu tr¼nh hñp l» tr¶n G, �÷ñc cho bði
�ành lþ sau:

�ành lþ 4.1. Cho �ç thà húu h¤n G = (V,E), câ �¿nh khði �¦u s ∈ V , �¿nh k¸t thóc
f ∈ V (s 6= f), vîi tªp �¿nh khâa U (�¿nh s v  f khæng thuëc tªp U) v  G′ = XCopy(G).
Tr¶n G tçn t¤i chu tr¼nh hñp l» khi v  ch¿ khi tr¶n G′ tçn t¤i �÷íng �i π tø �¿nh (s, 1) �¸n
�¿nh (v, 2) v  (v, 1) thuëc π.

Chùng minh. (⇒) Tr¶n G tçn t¤i chu tr¼nh hñp l»: u1, . . . , uj , . . . , ui, . . . , uk, (vîi s = u1),
ta câ 1 < i < k sao cho ui ∈ U v  uj = uk, 1 ≤ j ≤ i. Theo c¡ch x¥y düng �ç thà sao ch²p
G′, tr¶n nâ tçn t¤i �÷íng �i π sau:

(u1, 1), . . . , (uj , 1), . . . , (ui, 1), (ui+1, 2), . . . , (uk, 2),

ð �â (s, 1) = (u1, 1), (uk, 2) = (v, 2). Do uj = v, 1 ≤ j ≤ i suy ra (v, 1) ∈ π.
(⇐) Tr¶n G′ tçn t¤i �÷íng �i π tø �¿nh (s, 1) �¸n �¿nh (v, 2) v  (v, 1) ∈ π. Theo c¡ch

x¥y düng �ç thà sao ch²p G′, khi �â �÷íng �i π câ d¤ng sau:

(u1, 1), . . . , (uj , 1), . . . , (ui, 1), (ui+1, 2), . . . , (uk, 2),

ð �â (s, 1) = (u1, 1), (uk, 2) = (v, 2) v  ui ∈ U vîi 1 < i < k. Do (v, 1) ∈ π, n¶n v = uj vîi 1 ≤
j ≤ i. T÷ìng ùng vîi �÷íng �i π, tr¶n G câ �÷íng �i sau �¥y: u1, . . . , uj , . . . , ui, ui+1, . . . , uk,
ð �â s = u1, uk = v, ui ∈ U vîi 1 < i < k, v  uk = uj vîi 1 ≤ j ≤ i. Hay tr¶n G câ chu tr¼nh
hñp l». �

�ành lþ 4.1 l  cì sð cho ta x¥y düng gi£i thuªt x¡c �ành câ chu tr¼nh hñp l» tr¶n G hay
khæng. Ta thüc hi»n tæ m u c¡c �¿nh tr¶n �ç thà sao ch²p G′. Trong kÿ thuªt tæ m u, méi
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�¿nh câ thuëc t½nh mark �º cho bi¸t �¿nh �â �÷ñc tæ m u g¼, ta sû döng 4 m u nh÷ sau:

+ �¿nh (u, i) �÷ñc tæ m u WHITE (hay mark[(u, i)] = WHITE) �º biºu di¹n �¿nh (u, i)
ch÷a �÷ñc �th«m�.

+ Tæ m u mët �¿nh �ang x²t: N¸u nâ l  �¿nh d¤ng (u, 1) th¼ �÷ñc tæ m u BLUE, ng÷ñc
l¤i th¼ �÷ñc tæ m u GRAY. �°c bi»t khi mët �¿nh �ang �÷ñc x²t (u, 1) �÷ñc tæ m u BLUE
th¼ �¿nh �çng bë t÷ìng ùng (u, 2) công �÷ñc tæ m u BLUE. Tr¶n con �÷íng duy»t �ç thà G′,
khði �¦u tø �¿nh (s, 1), n¸u �¸n �÷ñc �¿nh (u, 2) tæ m u BLUE th¼ theo �ành lþ 4.1 tr¶n G
câ chu tr¼nh hñp l».

+ �¿nh �÷ñc tæ m u BLACK cho bi¸t �¿nh bà lo¤i.
Gi£i thuªt câ thº �÷ñc mæ t£ nh÷ sau:

i) Ban �¦u c¡c �¿nh tr¶n G′ �÷ñc tæ m u WHITE.

ii) Sau �â ta gåi �¸n gi£i thuªt Visit tø mët �¿nh cho tr÷îc (s, 1), gi£i thuªt Visit �÷ñc
c£i ti¸n tø gi£i thuªt DFS (Depth First Search) (xem [15]) �º tæ m u tr¶n G′.

Function Visit(graphG′, vertex (u, i))

1. if i = 1 then
mark[(u, 1)] = mark[(u, 2)] = BLUE

else mark[(u, i)] = GREY
2. for each (v, j) in Next((u, i)) do

if mark[(v, j)] = BLUE and j = 2 then return TRUE;
if mark[(v, j)]= WHITE then

if V isit(G′, (v, j)) then return TRUE
3. mark[(u, i)] = BLACK

if i = 1 and mark[(u, 2)] = BLUE then mark[(u, 2)] = WHITE
4. return FALSE

Function ContainsCycle(graphG′, vertex (u, i))

1. for each (u, 1) in V ′ do
mark[(u, 1)] = mark[(u, 2)] = WHITE

2. return V isit(G′, (u, i));

Nhªn x²t 4.2. i) Gi£i thuªt Visit ph¡t hi»n chu tr¼nh hñp l» (n¸u câ) tr¶n G.

ii) B÷îc thüc hi»n gi£i thuªt Visit ch¿ l  c£i ti¸n gi£i thuªt DFS, n¶n gi£i thuªt Contain-
sCycle câ �ë phùc t¤p thíi gian l  O(|V ′|+ |E′|) = O(2|V |+ 3|E|) = O(|V |+ |E|).

4.2. Gi£i thuªt x¡c �ành �ë tr¹ gi£i m¢

B i to¡n 2. Cho ngæn ngú ch½nh quy L ⊆ Σ∗ �÷ñc �o¡n nhªn bði ætæmat húu h¤n A.
H¢y x¥y düng gi£i thuªt x¡c �ành �ë tr¹ gi£i m¢ cõa L.

Gi£ sû A = (Q,Σ, E, I, F ) v  L = L(A). Ta x²t c¡c tr÷íng hñp sau:
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a) N¸u L khæng l  m¢ th¼ k¸t thóc: Vi»c kiºm tra L câ l  m¢ hay khæng câ thº ¡p döng gi£i
thuªt cõa R. McCloskey (xem [1]). Ta kþ hi»u h m thüc hi»n kiºm tra l  CodeAlgo(A),
tr£ l¤i gi¡ trà TRUE n¸u L = L(A) l  m¢, ng÷ñc l¤i h m tr£ l¤i gi¡ trà FALSE, gi£i
thuªt câ �ë phùc t¤p thíi gian O((|Q|+ |E|)2).

b) N¸u L l  m¢ th¼ L ⊆ Σ+: Ta x¥y düng A2 =Ex(Trim(D(A))) = (Q2,Σ, E2, s2, f2),
A1 =Graft(A2) = (Q1,Σ, E1, s1, f1) câ tr¤ng th¡i gh²p fG (ð �â ta �êi t¶n tr¤ng
th¡i gh²p tø f2 th nh fG, tr¤ng th¡i �¦u tø s2 th nh s1). L§y t½ch A1 vîi A2 ta câ
Prod(A1,A2).

Ta xem ε-ætæmat Prod(A1,A2) nh÷ mët �ç thà húu h¤n câ h÷îng G(Prod(A1,A2) x¡c
�ành mët �ç thà câ h÷îng G), c¡c tr¤ng th¡i l  c¡c �¿nh cõa �ç thà, câ �¿nh khði �¦u (s1, s2),
�¿nh k¸t thóc (f1, f2), �¿nh (fG, f2) gåi l  �¿nh gh²p t½ch tr¶n �ç thà G, tªp �¿nh khâa
U = {(fG, q) ∈ Q1 × Q2 | q 6= f2, s2}, mët cung cõa Prod(A1,A2) x¡c �ành mët cung
cõa �ç thà, cung �i �¸n �¿nh khâa �÷ñc g¡n trång sè 1 c¡c cung cán l¤i �÷ñc g¡n trång sè 0.

H¼nh 4.1. T½nh �ë tr¹ gi£i m¢ cõa L

Ph÷ìng ph¡p t½nh �ë tr¹ gi£i m¢ câ thº mæ t£ nh÷ sau: L câ �ë tr¹ gi£i m¢ d ≥ 0, khi �â
d l  sè nguy¶n nhä nh§t sao cho:

∀x, x′ ∈ L,∀y ∈ Ld, ∀u ∈ Σ∗, xyu ∈ x′L∗ ⇒ x = x′

(hay d l  sè nguy¶n lîn nh§t m : ∃x, x′ ∈ L, x 6= x′, ∃y = y1y2 · · · yd−1 ∈ Ld−1, yi ∈ L,∃u ∈ Σ∗

sao cho xyu ∈ x′L∗ (ta công câ xyu = x′y′ vîi y′ = y′1y
′
2 . . . y

′
n ∈ L∗, y′i ∈ L)). Khi �â, ta thüc

hi»n t½ch ε-ætæmat A1 �o¡n nhªn L+Σ∗ vîi ε-ætæmat A2 �o¡n nhªn L+. Tr¶n �ç thà G x¡c
�ành bði ε-ætæmat t½ch cõa A1 vîi A2, ta x¡c �ành �÷íng �i tø �¿nh khði �¦u �¸n �¿nh k¸t
thóc câ nhi·u �¿nh khâa (fG, qi) nh§t. Sè �¿nh khâa t¼m �÷ñc ch½nh l  �ë tr¹ gi£i m¢ d cõa
L, nh÷ mæ t£ bði H¼nh 4.1.

Trong tr÷íng hñp L l  m¢, ta thi¸t lªp c¡c k¸t qu£ d÷îi �¥y:

Bê �· 4.2. Cho �ç thà G x¡c �ành nh÷ ð tr¶n. N¸u tr¶n G câ chu tr¼nh hñp l» th¼ tçn t¤i
chu tr¼nh hñp l» thäa m¢n:

i) Khæng chùa �¿nh gh²p t½ch v  khæng �i qua �¿nh khði �¦u.

ii) Tçn t¤i �¿nh trong �¸n �÷ñc �¿nh k¸t thóc.

Chùng minh. Tr¶n G câ chu tr¼nh hñp l» π gçm d¢y �¿nh v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk vîi 1 <
i < k, vi ∈ U, vk = vj , 1 ≤ j ≤ i, hay π câ d¤ng:

(p1, q1), . . . , (pj , qj), . . . , (fG, qi), . . . , (pk, qk),

vîi v1 = (p1, q1) = (s1, s2), vj = (pj , qj), vi = (fG, qi), vk = (pk, qk).
i) Khi �â chu tr¼nh hñp l» π khæng chùa �¿nh gh²p t½ch (fG, f2) v  khæng �i qua �¿nh

khði �¦u (s1, s2), thªt vªy:
+ Gi£ sû π �i qua �¿nh khði �¦u vl = v1 vîi 1 < l ≤ j, khi �â ta x²t chu tr¼nh hñp l» π

bt �¦u tø �¿nh khði �¦u vl.
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+ Gi£ sû π chùa �¿nh gh²p t½ch vl = (fG, f2) vîi 1 ≤ l ≤ j, tr¶n cì sð x¥y düng c¡c
ε-ætæmat A1, A2 v  ph²p t½ch ætæmat, �¿nh k¸ ti¸p câ thº �i �¸n tø �¿nh gh²p t½ch (fG, f2)
tr¶n G, ch¿ câ thº l  �¿nh (f1, s2) ho°c �¿nh khði �¦u (s1, s2). �¿nh (f1, s2) khæng thº l 
�¿nh k¸ ti¸p cõa �¿nh gh²p t½ch (fG, f2), v¼ tr¶n π câ �¿nh khâa (fG, qi), m  tø �¿nh (f1, s2)
khæng thº �¸n �÷ñc �¿nh khâa (fG, qi). Vªy, k¸ ti¸p �¿nh gh²p t½ch (fG, f2) ch¿ câ thº l  �¿nh
(s1, s2), ta x²t chu tr¼nh hñp l» π bt �¦u tø �¿nh (s1, s2) n y.

+ Gi£ sû π chùa �¿nh gh²p t½ch vl = (fG, f2) vîi j ≤ l ≤ k, khi �â ta câ �÷íng �i tr¶n
chu tr¼nh l :

(fG, f2)
x1−→ (fG, qi)

x2−→ (pk, qk)
x3−→ (fG, f2),

(ho°c (fG, f2)
x1−→ (pk, qk)

x2−→ (fG, qi)
x3−→ (fG, f2))

v¼ (fG, qi) l  �¿nh khâa n¶n qi 6= f2, s2. Tø Nhªn x²t 3.2 th¼ x1, x2x3 ∈ L+ (ho°c x1x2, x3 ∈
L+), suy ra, x¥u x1x2x3 câ hai ph¥n t½ch kh¡c nhau trong L, khi �â L khæng l  m¢, �i·u
n y tr¡i vîi gi£ thi¸t L l  m¢.

+ Gi£ sû π �i qua �¿nh khði �¦u vl = (s1, s2) vîi j ≤ l ≤ k, khi �â �¿nh vl câ cung �i
�¸n nâ, tr¶n cì sð x¥y düng c¡c ε-ætæmat A1, A2 v  ph²p t½ch ætæmat th¼ �¿nh k¸ tr÷îc vl
trong chu tr¼nh π l  �¿nh (fG, f2), nh÷ ph¥n t½ch ð tr¶n, �i·u n y l  m¥u thu¨n.

ii) Chu tr¼nh π câ ½t nh§t mët �¿nh trong �¸n �÷ñc �¿nh k¸t thóc (f1, f2) tr¶n G. Thªt
vªy, tr¶n π câ �¿nh trong vl = (fG, qi) vîi j ≤ l ≤ k, qi 6= f2, s2, tr¶n cì sð x¥y düng c¡c
ε-ætæmat A1, A2 v  ph²p t½ch ætæmat, tø �¿nh (fG, qi) ta �¸n �÷ñc �¿nh (f1, qi) b¬ng mët
cung vîi nh¢n ε. Do A2 =Ex(Trim(D(A))), n¶n tø tr¤ng th¡i b§t ký qi tr¶n A2 �·u �¸n
�÷ñc tr¤ng th¡i f2, v  tø f1 tr¶n A1 ch¿ câ c¡c cung �¸n ch½nh nâ vîi nh¢n l  kþ tü thuëc
Σ ∪ {ε}, vªy theo t½ch ætæmat th¼ tr¶n G ph£i câ �÷íng �i tø (fG, qi) �¸n (f1, f2). �

�ành lþ 4.2. Cho ngæn ngú ch½nh quy L ⊆ Σ+ l  m¢ �÷ñc �o¡n nhªn bði ætæmat húu h¤n
A. Cho A1 = Graft(A2) câ tr¤ng th¡i gh²p fG vîi A2 = Ex(Trim(D(A))) v  Prod(A1,A2)
x¡c �ành mët �ç thà G nh÷ ð tr¶n.

i) L câ �ë tr¹ gi£i m¢ væ h¤n khi v  ch¿ khi tr¶n G câ chu tr¼nh hñp l».

ii) L câ �ë tr¹ gi£i m¢ d ≥ 0 khi v  ch¿ khi tr¶n G câ �÷íng �i tø �¿nh khði �¦u �¸n �¿nh
k¸t thóc vîi trång sè lîn nh§t l  d.

Chùng minh. i) (⇒) L câ �ë tr¹ gi£i m¢ væ h¤n, khi �â x²t vîi mët sè nguy¶n khæng ¥m
b§t ký d, ta câ ∃x, x′ ∈ L, x 6= x′,∃y = y1y2 · · · yd ∈ Ld, yi ∈ L,∃u = u1u2 · · ·ul ∈ Σ∗, ui ∈ Σ
sao cho xyu ∈ x′L∗. Vîi tø xyu, trong A1 câ �÷íng �i π nh¢n xyu:

s1
x−→ fG

ε−→ s1
y1−→ fG

ε−→ s1 · · · s1
yd−→ fG

ε−→ f1
u1−→ f1 · · · f1

ul−→ f1.

T÷ìng tü vªy, vîi xyu = x′y′1y
′
2 · · · y′n ∈ x′L∗, y′i ∈ L trong A2 câ �÷íng �i θ nh¢n xyu:

s2
x′−→ f2

ε−→ s2
y′1−→ f2

ε−→ s2 · · · s2
y′n−→ f2.

Khi �â, tr¶n �ç thà G câ �÷íng �i ρ �÷ñc t¤o n¶n tø π v  θ, khði �¦u tø (s1, s2) v  k¸t
thóc l  (f1, f2) nh÷ sau:

(s1, s2), . . . , (fG, qi), . . . , (pj , f2), . . . , (f1, f2),
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do L l  m¢ n¶n qi 6= f2, s2 v  pj 6= fG, s1, do ta câ thº chån d tòy þ �õ lîn (ch¯ng h¤n d
lîn hìn sè tr¤ng th¡i cõa A1), sè tr¤ng th¡i cõa A1 l  húu h¤n, n¶n trong ρ ph£i tçn t¤i hai
�¿nh (fG, qi) tròng nhau, hay nâi c¡ch kh¡c trong G câ chu tr¼nh hñp l».

(⇐) Tr¶n G câ chu tr¼nh hñp l» π gçm d¢y �¿nh v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk vîi 1 < i <
k, vi ∈ U, vk = vj , 1 ≤ j ≤ i, hay π l  �÷íng �i câ nh¢n nh÷ sau:

(p1, q1)
x1−→ (pj , qj)

x2−→ (fG, qi)
x3−→ (pk, qk)

vîi v1 = (p1, q1) = (s1, s2), vj = (pj , qj), vi = (fG, qi) ∈ U, vk = (pk, qk).
Theo Bê �· 4.2 ta câ π khæng chùa �¿nh gh²p t½ch (fG, f2), khæng �i qua �¿nh khði �¦u

(s1, s2) v  tçn t¤i �¿nh trong (fG, qi) �¸n �÷ñc �¿nh k¸t thóc (f1, f2) tr¶n G. Khi �â tr¶n G
câ �÷íng �i ρ câ nh¢n sau �¥y:

(s1, s2)
x1−→ (pj , qj)

x2−→ (fG, qi)
x3−→ (pj , qj)

x2−→ (fG, qi)
x3−→ · · ·

· · · x2−→ (fG, qi)
x3−→ (pj , qj)

x2−→ (fG, qi)
ε−→ (f1, qi)

u−→ (f1, f2),

ta công câ tr¶n ρ khæng chùa �¿nh (fG, f2), khæng �i qua �¿nh (s1, s2). Khæng l m m§t
t½nh têng qu¡t, ta gi£ sû (fG, qi) l  �¿nh khâa �¦u ti¶n tr¶n ρ. Theo Nhªn x²t 3.2 th¼ ta câ
x3x2 ∈ L+. Vªy, vîi d lîn tòy þ, ∃x = x1x2, x 6= x′ ∈ L,∃y = (x3x2)

d ∈ L+,∃u ∈ Σ∗ sao cho
xyu ∈ x′L∗, hay nâi c¡ch kh¡c L câ �ë tr¹ gi£i m¢ væ h¤n.

ii) (⇒) N¸u L câ �ë tr¹ gi£i m¢ d
+ Ta x²t vîi d = 0 th¼

∀x, x′ ∈ L,∀u ∈ Σ∗, xu ∈ x′L∗ ⇒ x = x′.

Tr¶n cì sð x¥y düng c¡c ε-ætæmat A1, A2 v  ph²p t½ch ætæmat. N¸u d = 0 th¼ tr¶n G,
måi �÷íng �i tø �¿nh khði �¦u �¸n �¿nh k¸t thóc khæng câ �¿nh khâa, khi �â måi cung tr¶n
c¡c �÷íng �i n y �·u câ trång sè 0, vªy �÷íng �i tø �¿nh khði �¦u �¸n �¿nh k¸t thóc câ
trång sè lîn nh§t l  d = 0.

+ Ta x²t vîi d > 0

∀x, x′ ∈ L,∀y ∈ Ld, ∀u ∈ Σ∗, xyu ∈ x′L∗ ⇒ x = x′,

hay d l  lîn nh§t thäa m¢n:

∃x, x′ ∈ L, x 6= x′,∃y = y1y2 · · · yd−1 ∈ Ld−1, yi ∈ L,∃u = u1u2 · · ·ul ∈ Σ∗, uj ∈ Σ

sao cho xyu ∈ x′L∗ (ta công câ xyu = x′y′ vîi y′ = y′1y
′
2 · · · y′n ∈ L∗, y′i ∈ L).

(4.2)

Vîi x¥u xyu trong A1 tçn t¤i �÷íng �i π nh÷ sau:

s1
x−→ fG

ε−→ s1
y1−→ fG

ε−→ s1 · · · s1
yd−1−−−→ fG

ε−→ f1
u1−→ f1 · · · f1

ul−→ f1.

T÷ìng tü vªy, vîi x¥u x′y′ trong A2 tçn t¤i �÷íng �i θ:

s2
x′−→ f2

ε−→ s2
y′1−→ f2

ε−→ s2 · · · s2
y′n−→ f2.

Khi �â, theo t½ch ætæmat, trong �ç thà G câ �÷íng �i ρ �÷ñc t¤o l¶n tø π v  θ, khði �¦u
tø (s1, s2) v  k¸t thóc l  (f1, f2) nh÷ sau:

(s1, s2)
x−→ (fG, q1)

ε−→ (s1, q1)
y1−→ (fG, q2)

ε−→ (s1, q2) · · ·
(s1, qd−1)

yd−1−−−→ (fG, qd)
ε−→ (f1, p1)

u1−→ (f1, p2) · · · (f1, pl)
ul−→ (f1, f2)
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do x 6= x′ v  L l  m¢ n¶n qi 6= f2, s2, vîi måi i = 1, . . . , d. V¼ d l  lîn nh§t thäa m¢n 4.2 n¶n
�÷íng �i ρ tr¶n G tø �¿nh khði �¦u (s1, s2) �¸n �¿nh k¸t thóc (f1, f2) câ trång sè lîn nh§t
l  d.

(⇐) N¸u tr¶n G câ �÷íng �i ρ tø �¿nh khði �¦u �¸n �¿nh k¸t thóc câ trång sè lîn nh§t
d.

+ Tr÷íng hñp d = 0. Khi �â, tr¶n b§t ký mët �÷íng �i tø �¿nh khði �¦u �¸n �¿nh k¸t
thóc khæng câ �¿nh khâa. Ta câ

∀x, x′ ∈ L,∀u ∈ Σ∗, xu ∈ x′L∗ ⇒ x = x′.

Hay �ë tr¹ gi£i m¢ cõa L l  b¬ng 0.
+ Tr÷íng hñp d > 0. Khi �â �÷íng �i ρ câ d¤ng:

(s1, s2)
x−→ (fG, q1)

y1−→ (fG, q2)
y2−→ (fG, q3) · · · (fG, qd−1)

yd−1−−−→ (fG, qd)
ε−→ (f1, p1)

u−→ (f1, f2)

ð �â qi 6= f2, s2, vîi i = 1, . . . , d v  x, y1, . . . , yd−1 ∈ L, u ∈ Σ∗. T÷ìng ùng vîi �÷íng �i ρ
tr¶n G th¼ tr¶n A1 tçn t¤i �÷íng �i π vîi nh¢n xyu = xy1 · · · yd−1u:

s1
x−→ fG

y1−→ fG
y2−→ fG · · · fG

yd−1−−−→ fG
ε−→ f1

u−→ f1

v  tr¶n A2 công tçn t¤i �÷íng �i θ vîi nh¢n x′y′, x′ ∈ L, y′ ∈ L∗ sao cho xyu = x′y′:

s2
x′−→ f2

y′−→ f2.

Vªy d l  lîn nh§t m  ∃x, x′ ∈ L, x 6= x′, ∃y ∈ Ld−1,∃u ∈ Σ∗ sao cho xyu ∈ x′L∗, hay d l 
nhä nh§t sao cho: ∀x, x′ ∈ L,∀y ∈ Ld, ∀u ∈ Σ∗, xyu ∈ x′L∗ ⇒ x = x′, suy ra L câ �ë tr¹ gi£i
m¢ d. �

D÷îi �¥y l  gi£i thuªt x¡c �ành �ë tr¹ gi£i m¢ cõa ngæn ngú ch½nh quy L ⊆ Σ∗.

Gi£i thuªt DecipheringDelay(A)

Input: Ætæmat húu h¤n A v  L = L(A) ⊆ Σ∗.
Output: Thæng b¡o trong tr÷íng hñp L khæng l  m¢ ho°c câ �ë tr¹ gi£i m¢ væ h¤n,

ng÷ñc l¤i gi£i thuªt tr£ l¤i �ë tr¹ gi£i m¢ cõa L.
1. if not CodeAlgo(A) then Return (�L khæng l  m¢�);
2. A2 = Ex(Trim(D(A))) = (Q2,Σ, E2, s2, f2);

A1 = Graft(A2) = (Q1,Σ, E1, s1, f1);

3. G = Prod(A1,A2); {cï |Q|2 tr¤ng th¡i v  |E|2 cung}
4. G′ = XCopy(G); {cï 2|Q|2 �¿nh v  3|E|2 cung}
5. if ContainsCycle(G′, ((s1, s2), 1)) then Return ("�ë tr¹ gi£i m¢ væ h¤n")
6. T¼m trång sè d i nh§t d cõa �÷íng �i tø �¿nh (s1, s2) �¸n �¿nh (f1, f2) tr¶n G
7. Return d.

�¡nh gi¡ �ë phùc t¤p thíi gian cõa gi£i thuªt: �ë phùc t¤p thíi gian cõa b÷îc 1 l 
O((|Q| + |E|)2), b÷îc 2 �èi vîi h m D(A) l  O(|Q| + |E|), h m Trim l  O(|Q| + |E|), c¡c
h m Ex v  Graft l  O(1), b÷îc 3 l  O((|Q|+ |E|)2), b÷îc 4 v  b÷îc 5 l  O(|Q|2 + |E|2).

Ð b÷îc 6, G x¡c �ành mët �ç thà câ chu tr¼nh, c¡c cung �i �¸n �¿nh khâa câ trång sè l 
1, c¡c cung cán l¤i câ trång sè l  0, do �ç thà x¡c �ành bði G khæng câ chu tr¼nh hñp l», cho
n¶n mët chu tr¼nh b§t ký l  khæng câ �¿nh khâa, vªy c¡c cung tham gia v o chu tr¼nh �·u câ
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trång sè 0. �º thüc hi»n t¼m trång sè d i nh§t cõa �÷íng �i tø �¿nh khði �¦u �¸n �¿nh k¸t
thóc ta g¡n c¡c cung câ trång sè l  1 th nh -1, rçi ¡p döng gi£i thuªt Bellman �Ford (xem
[15]) t¼m �÷íng �i ngn nh§t tr¶n �ç thà trång sè câ thº ¥m v  câ chu tr¼nh khæng ¥m, khi �â
�d l  gi¡ trà nhä nh§t t¼m �÷ñc th¼ d l  trång sè d i nh§t cõa �÷íng �i tø �¿nh (s1, s2) �¸n
�¿nh (f1, f2) tr¶n G. Thüc hi»n to n bë b÷îc 6 câ �ë phùc t¤p thíi gian l  O(|Q|2|E|2).

Têng hñp l¤i gi£i thuªt câ �ë phùc t¤p thíi gian O(|Q|2|E|2) = O(|E|3) = O((|E| +
|Q|)3) = O(n3), vîi n = |Q| + |E|, ð �¥y ta xem O(|E|) = O(|Q|2) (khi ætæmat d y cung
nh§t).

5. K�T LU�N

Nghi¶n cùu c¡c mæ h¼nh ætæmat n¥ng cao v  ùng döng cõa nâ l  mët trong c¡c xu h÷îng
nghi¶n cùu hi»n �¤i �÷ñc nhi·u nh  khoa håc - cæng ngh» quan t¥m. B i b¡o �· xu§t gi£i
thuªt mîi x¡c �ành �ë tr¹ gi£i m¢ cõa ngæn ngú ch½nh quy, �÷ñc �o¡n nhªn bði ætæmat húu
h¤n. �¥y l  b i to¡n câ þ ngh¾a v· lþ thuy¸t công nh÷ ùng döng thüc ti¹n.
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